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Abstract: The paper proposes a direct method for the numerical
solution of a two-dimensional coefficient inverse problem for a
hyperbolic equation. The problem is reduced to solving a linear
integral equation, after discretization of which a system of linear
algebraic equations with a block-Toeplitz matrix is obtained. Algo-
rithms for numerical solutions of the direct and inverse problems
are constructed and analyzed. The singular numbers of the matrix
are numerically investigated and it is shown that the number of
matrix conditionality, which characterizes the degree of incorrect-
ness of the problem, increases with the depth of the coefficient
recovery and with the increase in the error in the data. It is shown
that the number of harmonics to be restored is a regularization
parameter. The algorithm for solving the inverse problem has been
tested on an analytical solution.
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1 Введение

В данной статье представлен прямой метод решения двумерной коэф-
фициентной обратной задачи для уравнения колебаний, который явля-
ется обобщением метода И.М. Гельфанда и Б. М. Левитана на динами-
ческий вариант обратной задачи.

Упомянем несколько работ, имеющих прямое отношение к результа-
там данной статьи.

И. М. Гельфанд и Б.М. Левитана предложили метод восстановления
оператора Штурма–Лиувилля по спектральной функции, а также сфор-
мулировали достаточные условия того, чтобы заданная монотонная функ-
ция являлась спектральной функцией оператора [1]. М. Г. Крейн иссле-
довал задачу о струне и сформулировал теоремы о разрешимости об-
ратной задачи [2]. Нелинейная обратная задача для уравнения струны
была сведена к интегральному уравнению (уравнение Крейна).

Идеи метода Гельфанда–Левитана активно использовались в обрат-
ных динамических задачах сейсмики, начиная с работ А. С. Алексее-
ва [4], G. Kunetz [28], Б. С. Парийского [30, 31]. А. С. Благовещенский
[10, 11] разработал динамический (во временной области) вариант мето-
да Гельфанда–Левитана для обратной задачи акустики. B. Gopinath и
M. Sondhi независимо предложили альтернативное интегральное урав-
нение во временной области в задаче восстановления формы речево-
го тракта человека по акустическим измерениям [15]. А. С. Алексеев и
В. И. Добринский использовали дискретный аналог метода Гельфанда–
Левитана при исследовании численных алгоритмов решения одномерной
обратной динамической задачи сейсмики [5]. W. Symes применил нели-
нейные интегральные уравнения во временной области [35] для реше-
ния нелинейных обратных задач сейсмики восстановления коэффициен-
тов на конечном интервале по данным на границе области. R. Burridge
исследовал применение уравнений Гельфанда–Левитана–Марченко для
теории упругости во временной области и установил связь между ни-
ми и уравнением Gopinath–Sondhi [13]. F. Santosa [34] разработал точ-
ный метод решения обратной задачи распространения плоской волны
с помощью метода Гельфанда-Левитана. В работе апробирована чис-
ленная схема решения интегрального уравнения и исследованы вопро-
сы устойчивости и аппроксимациии. С. И. Кабанихин [16] предложил
новый алгоритм решения уравнения Гельфанда–Левитана, основанный
на использовании достаточного условия разрешимости обратной зада-
чи. и разработал многомерный аналог уравнений Гельфанда–Левитана
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и М.Г. Крейна [18]. В.Г. Романов [38] исследовал локальную разреши-
мость многомерных обратных задач в классах коэффициентов, облада-
ющих конечной гладкостью по выводящей пространственной перемен-
ной и аналитических по горизонтальным переменным. М.И. Белишев и
А. С. Благовещенский [7] предложили многомерный аналог уравнения
Гельфанда–Левитана на основе метода граничного управления. Rakesh
[32] доказал теорему единственности решения обратной задачи на осно-
ве метода Сильвестра-Ульмана [50] для ограниченных областей в случае
полуплоскости. С.И. Кабанихин и др. [26] опубликовали монографию о
прямых численных методах решения коэффициентных обратных задач
для волнового уравнения и уравнения акустики. Алгоритм, основанный
на спектральном варианте метода граничного управления, разработан и
апробирован в работе М.И. Белишева [9]. Динамический вариант мето-
да граничного управления рассматривается во временной области [6, 8]
(гиперболический вариант Dirichlet-to-Neumann map). В статье С.И. Ка-
банихина и др. [22] предложен метод восстановления плотности, основан-
ный на N -аппроксимации конечной системой одномерных задач и дву-
мерном подходе М.Г. Крейна, позволяющий сводить нелинейную обрат-
ную задачу к семейству линейных интегральных уравнений. Алгоритм,
основанный на использовании блочно-теплицевой структуры матрицы,
позволяет получить решение целого семейства интегральных уравнений,
решая только одну линейную систему. С.И. Кабанихин и д.р. разрабо-
тали численный метод решения одномерной коэффициентной обратной
задачи сейсморазведки [23]. С помощью динамической версии подхода
Гельфанда-Левитана-Крейна нелинейная обратная задача восстановле-
ния скорости волны и плотности среды сводится к последовательному
решению двух линейных интегральных уравнений, на основе быстрого
обращения теплицевых матриц. В статье [24] предложен метод стохасти-
ческой проекции решения двумерной коэффициентной обратной задачи
для волнового уравнения. Метод отличается низкой вычислительными
затратами и требованиями к памяти. В работе [25] решена двумерная
коэффициентная обратная задача для двумерного волнового уравнения
методом Гельфанда–Левитана. Представлен метод Монте-Карло для ре-
шения уравнения Гельфанда–Левитана, который позволяет найти реше-
ние интегрального уравнения в одной конкретной точке. В.Г. Романов
[33] обосновал отдельные элементы схемы, связанные с построением бес-
конечной системы интегральных уравнений в случае, когда коэффици-
ент q(x, y) является аналитической функцией по переменной y. В част-
ности, доказана сходимость рядов в этих уравнениях, найдены условия,
при выполнении которых обосновано N -приближение системы. Установ-
лено также, что бесконечная система интегральных уравнений не явля-
ется фредгольмовой, вопрос разрешимости которй остается открытым.
С.И. Кабанихин и д.р. [36] представили краткий исторический обзор под-
хода Гельфанда–Левитана–Марченко–Крейна, отражающий развитие и
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варианты метода для одномерных и двумерных задач и некоторые аспек-
ты численного решения соответствующих интегральных уравнений. В
статье Н.С. Новикова и М.А. Шишленина [37] построен алгоритм восста-
новления скорости распространения волн в среде, зависящей от глубины,
и плотности среды, зависящей от двух пространственных переменных,
на основе комбинации интегрального уравнения Гельфанда-Левитана и
уравнения Крейна. Работа А.С. Михайлова и В.С. Михайлова [42] по-
священа расширению метода граничного управления на случай систем с
дискретным временем. В работе А.В. Баева [49] решаются прямые и об-
ратные задачи для обобщенного уравнения типа Кортевега — де Фриза,
полученного на основе модели Ферми-Пасты–Улама–Цингу для неодно-
родных решеток. В обратной задаче требуется восстановить коэффи-
циенты по солитонным данным. Получена единственность решения и
устойчивые алгоритмы для кусочно-постоянных функций.

Теория, методы и алгоритмы, основанные на подходе Гельфанда-Леви-
тана-Марченко, активно применяются в геофизике [51, 54, 52, 55, 53, 56].

Одно из преимуществ подхода Гельфанда–Левитана для решения ко-
эффициентных обратных задач для гиперболических уравнений заклю-
чается в отсутствии необходимости многократного решения прямых за-
дач.

2 Описание метода в одномерном случае

Рассмотрим коэффициентную динамическую обратную задачу: опре-
делить q(x) из соотношений

utt = uxx − q(x)u, x ∈ R, t > 0; (1)
u|t=0 = 0, ut|t=0 = δ(x); (2)
u|x=0 = f(t), ux|x=0 = 0. (3)

В.Г. Романов [39] показал, что обратная задача (1)—(3) сводится к
уравнению Гельфанда–Левитана:

w̃(x, t)+

x∫
0

[f ′(t−τ)+f ′(t+τ)]w̃(x, τ)dτ = −1

2
[f ′(t−x)+f ′(t+x)], t ∈ [0, x).

(4)
Решение обратной задачи находится по формуле:

q(x) = 4
d

dx
w̃(x, x− 0), x > 0.

Теорема[39]
Для однозначной разрешимости обратной задачи (1)—(3) на отрезке

−[T/2, T/2] в классе непрерывных функций необходимо и достаточно,
чтобы функция f(t) удовлетворяла следующим условям

(1) f(t) ∈ C2[0, T ], f(+0) = 1/2, f ′(+0) = 0;
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(2) интегральное уравнение (4), где f(−t) = f(t), t ∈ (0, T ] однознач-
но разрешимо ∀x ∈ (0, T/2).

Второе условие теоремы можно заменить эквивалентным ему услови-
ем положительной определенности оператора Ax:

Axφ = φ(t) +

x∫
0

[f ′(t− τ) + f ′(t+ τ)]φ(τ)dτ

для x ∈ [0, T/2], т.е. условием

(Axφ,φ) > 0, x ∈ (0, T/2], φ ∈ L2(0, x).

3 Двумерный аналог уравнения Гельфанда–Левитана

Рассмотрим последовательность прямых задач k ∈ Z = {0,±1,±2, . . .}
[18]:

u
(k)
tt = u(k)xx + u(k)yy − q(x, y)u(k), x ∈ R, y ∈ R, t > 0; (5)

u(k)|t=0 = 0, u
(k)
t |t=0 = δ(x)eiky. (6)

Предполагаем, что функция q(x, y) является 2π-периодической по пере-
менной y.

Обратная задача: определить четную по переменной x функцию
q(x, y) по дополнительной информации о решениях прямых задач:

u(k)|x=0 = f (k)(y, t), k ∈ Z. (7)

Рассмотрим вспомогательную последовательность прямых задач (m ∈
Z) [18]:

w
(m)
tt = w(m)

xx + w(m)
yy − q(x, y)w(m), x > 0, y ∈ R, t ∈ R; (8)

w(m)|x=0 = eimyδ(t), w(m)
x |x=0 = 0. (9)

Используя формулу Даламбера для решения задачи (8), (9), получим
[17, 26]:

w(m)(x, y, t) =
1

2
eimy[δ(t− x) + δ(t+ x)]+

+
1

2

∫ x

0

∫ t+x−ξ

t−x+ξ

[
− w(m)

yy + q(x, y)w(m)
]
(ξ, y, τ)dξdτ. (10)

Функция w(m) обладает следующим свойством:

w(m)(x, y, t) ≡ 0, 0 < |t| < x, y ∈ Z.

Обозначим

w̃(m)(x, y, t) = w(m)(x, y, t)− 1

2
eimy

[
δ(t− x) + δ(t+ x)

]
. (11)
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и

Q(x, y, t) =

x+t
2∫

0

q(ξ, y)dξ +

x−t
2∫

0

q(ξ, y)dξ.

Подставив (11) в уравнение (10), получим:

w̃(m)(x, y, t) =
1

4
eimyθ(x− |t|)

[
xm2 +Q(x, y, t)

]
+

+
1

2

∫ x

0

∫ t+x−ξ

t−x+ξ

[
− w̃(m)

yy + q(x, y)w̃(m)
]
(ξ, y, τ)dξdτ

и

w̃(m)(x, y, x− 0) =
eimy

4

[
xm2 +

∫ x

0
q(ξ, y)dξ

]
. (12)

Продолжим нечетным образом функцию u(k)(x, y, t), а значит и f (k)(y, t),
на отрицательные t:

u(k)(x, y, t) = −u(k)(x, y,−t), t < 0.

Тогда для функции f (k)(y, t) справедливо представление

f (k)(y, t) =
eiky

2

[
θ(t)− θ(−t)

]
+ f̃ (k)(y, t), y, t ∈ R, k ∈ Z.

Здесь f̃ (k)(y, t) непрерывная и нечетная по переменной t функция.
Предположим, что решение обратной задачи (5)—(7) существует. То-

гда функция u(k)(x, y, t), k ∈ Z, как решение соответствующей прямой
задачи с учетом нечетного продолжения, удовлетворяет следующей за-
даче

u
(k)
tt = u(k)xx + u(k)yy − q(x, y)u(k), x > 0, y ∈ R, t ∈ R; (13)

u(k)|x=0 = f (k)(y, t), u(k)x |x=0 = 0. (14)

Можно проверить, что решения задач (13), (14) и (8), (9) связаны
соотношением:

u(k)(x, y, t) =
∑
m∈Z

∫
R

f (k)m (t−s)w(m)(x, y, s)s, x > 0, y, t ∈ R, k ∈ Z,

(15)
из которого в области |t| < x, y ∈ R можно перейти к следующей системе
интегральных уравнений первого рода (k ∈ Z)

x∫
−x

∑
m

f (k)m (t−s)w̃(m)(x, y, s)ds = −1

2

[
f (k)(y, t− x) + f (k)(y, t+ x)

]
. (16)
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После дифференцирования по переменной t уравнения (16), получим:

w̃(k)(x, y, t) +

x∫
−x

∑
m

f (k)m

′
(t− s)w̃(m)(x, y, s)s =

= −1

2

[
∂

∂t
f (k)(y, t− x) +

∂

∂t
f (k)(y, t+ x)

]
. (17)

Систему уравнений (17) назовем двумерным аналогом уравнения Гельфанда–
Левитана.

Заметим, что в соответствии с формулой (12), решение q(x, y) обрат-
ной задачи (5)—(7) может быть вычислено, например, по формуле

q(x, y) = 4
d

x
w̃(0)(x, y, x− 0).

Дискретные аналоги уравнения Гельфанда–Левитана исследованы в
работах [14, 29, 21, 19, 20, 26].

4 Оценка решения уравнения Гельфанда-Левитана

Учитывая (10), запишем

w(m)(x, y, t) =
1

2
eimy[δ(t− x) + δ(t+ x)]+

+
1

2

∫ x

0

∫ t+x−ξ

t−x+ξ

[
− w(m)

yy (ξ, y, τ) + q(ξ, y)w(m)(ξ,y,τ)
]
ξτ =

=
1

2
eimy[δ(t− x) + δ(t+ x)] +

1

4
eimyθ(x− |t|)

[
xm2 +Q(x, y, t)

]
+

+
1

2

∫ x

0

∫ t+x−ξ

t−x+ξ

[
− w(m)

yy (ξ, y, τ) + q(ξ, y)w(m)(ξ, y, τ)
]
ξτ.

Обозначим

w
(m)
j (x, t) =

π∫
−π

w(m)(x, y, t)eijyy

и получим следующие соотношения (m ∈ Z)

w
(m)
j (x, t) =

1

4
θ(x− |t|)

δjmxm2 +

x+t
2∫

0

qj−m(ξ)dξ +

x−t
2∫

0

qj−m(ξ)dξ

+

+
1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

[
j2w

(m)
j (ξ, τ) +

∑
k

qk(ξ)w
(m)
j−k(ξ, τ)

]
ξτ.
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Введем обозначения

J j,m
0 (x, t) =

1

4
θ(x− |t|)

δjmxm2 +

x+t
2∫

0

qj−m(ξ)dξ +

x−t
2∫

0

qj−m(ξ)dξ


w

(m)
j (x, t) = J j,m

0 + J j,m
1 + J j,m

2

J j,m
1 (x, t) =

1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

j2w
(m)
j (ξ, τ)ξτ

J j,m
2 (x, t) =

1

2

∑
k

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

qk(ξ)w
(m)
j−k(ξ, τ)ξτ

и новые нормы:

||w(m)
j ||(ξ) = sup

τ
|w(m)

j (ξ, τ)|,

||w(m)
j ||α|j|(x) = sup

x′∈[0,x]

{
||w(m)

j ||(x)e−α|j|x′
}

Получим

|J j,m
1 | ≤ j2

x∫
0

(x− ξ)||w(m)
j ||(ξ)ξ = j2

x∫
0

x∫
ξ

||w(m)
j ||(η)dηξ =

= j2
x∫

0

η∫
0

||w(m)
j ||(ξ)dξη = j2

x∫
0

η∫
0

||w(m)
j ||(ξ)e−α|j|ξeα|j|ξdξη ≤

≤ 1

α2
eα|j|x||w(m)

j ||α|j|(x)

|J j,m
2 | ≤

∑
k

x∫
0

η∫
0

||qk(ξ)||eα|k|ξ||w
(m)
j−k||(ξ)e

−α|j−k|ξe−α|k|ξeα|j−k|ξξη ≤

≤ eα|j|x
∑
k

x∫
0

(x− ξ)|||qk||−α|k|(ξ)||wj−k||(m)
α|j−k|(ξ)dξ ≤

≤ 1

α2|j|2
eα|j|x

∑
k

||qk||−α|k|||w
(m)
j−k||α|j−k|
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Таким образом

|w(m)
j (x, t)| ≤ |J j,m

0 |+ |J j,m
1 |+ |J j,m

2 | ≤

≤ |J j,m
0 |+ 1

α2
eα|j|x||w(m)

j ||α|j|(x)+

+eα|j|x
∑
k

x∫
0

(x− ξ)||qk||−α|k|(ξ)||w
(m)
j−k||α|j−k|(ξ)dξ

Далее

||w(m)
j ||α|j|(x) ≤ |J j,m

0 |e−α|j|x +
1

α2
||w(m)

j ||α|j|(x)+

+
∑
k

x∫
0

(x− ξ)||qk||−α|k|(ξ)||w
(m)
j−k||α|j−k|(ξ)dξ

Введем согласованные нормы вектора

||w(m)||1 =
∑
k

||w(m)
k ||

и матрицы:

||qij ||1 = max
j

∑
i

||qij ||

Получим

||w(m)||1(x) ≤ ||Jm
0 ||(x) + 1

α2
||w(m)||(x)+

+
∑
k

x∫
0

||qk||−α|k|(ξ)||w(m)||1(ξ)dξ

Таким образом:

α2 − 1

α2
||w(m)

1 ||1(x) ≤ ||Jm
0 ||(x) +

x∫
0

Q(ξ)||w(m)||1(ξ)dξ

В силу леммы Гронуолла-Беллмана

||w(m)
1 ||1(x) ≤ Ce

α2

1−α2

x∫
0

Q(ξ)dξ
,

где

C = sup
x∈[0,L]

{
α2

1− α2
||Jm

0 ||(x)
}
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Оценим

|J j,m
0 |(x, t) ≤

x+t
2∫

0

|qj−m(ξ)|e−α|j−m|ξeα|j−m|ξdξ+

+

x−t
2∫

0

|qj−m(ξ)|e−α|j−m|ξeα|j−m|ξdξ

|J j,m
0 |(x, t) ≤ 1

4
δjmxm

2 +
1

2

x∫
0

|qj−m(ξ)|dξ ≤

≤ 1

4
δjmxm

2 +
1

2
e−α|j−m|x||qj−m||−α|j−m|(x)

e−α|j|x|J j,m
0 |(x, t) ≤ 1

4
δjmxm

2e−α|j|x +
1

2
||qj−m||−α|j−m|(x)e

−α|j|xeα|j|x

Заметим, что
x∫

0

|qj−m(ξ)|e−α|j−m|ξeα|j−m|ξdξ ≤ ||qj−m||−α|j−m|(x)

x∫
0

e−α|j−m|ξdξ.

Тогда

|J j,m
0 |(x, t) ≤ 1

4
δjmxm

2 +
1

2

x∫
0

|qj−m(ξ)|dξ.

e−α|j|x||J j,m
0 ||(x, t) ≤ 1

4
δjmLm

2e−α|j|x + e−α|j|x||qj−m||−α|j−m|(x)

Таким образом, суммируя по j получим следующее сотношение∑
j

e−α|j|x||J j,m
0 ||(x) ≤ 1

4

∑
j

Lj2e−α|j|x + e−α|j|x||qj−m||1(x).

5 Явные формулы решения

Отметим, что численное решение уравнения (16) и/или (17) сильно за-
трудняет наличие больших параметров k и m, а также связанных с этим
осцилляцией eiky. Для решения этой проблемы мы предлагаем исполь-
зовать известные формулы явного решения некоторых задач, связанных
с (16) и (17).

Рассмотрим прямую задачу [12]:

u
(k)
tt = u(k)xx + u(k)yy − q(x, y)u(k), x > 0, y ∈ R, t ∈ R; (18)

u(k)|t=0 = 0, u
(k)
t |t=0 = eikyδ(x). (19)
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Решение и ее частный случай, когда q(x, y) = 0

v
(k)
tt = v(k)xx + v(k)yy , x > 0, y ∈ R, t ∈ R;

v(k)|t=0 = 0, v
(k)
t |t=0 = eikyδ(x).

Функция v(k)(x, y, t) выражается в явном виде:

v(k)(x, y, t) =
1

2π

∫
|x−ξ|<t

eikξ2δ(ξ1)√
t2 − (x− ξ1)2 − (y − ξ2)2

dξ1dξ2 =

=
1

2π

∫
|y−ξ2|<t

eikξ2√
t2 − x2 − (y − ξ2)2

dξ2

Рассмотрим далее последовательность прямых задач

w
(k)
tt = w(k)

xx + w(k)
yy − q(x, y)w(k), x > 0, y ∈ R, t ∈ R; (20)

w(k)|x=0 = eikyδ(t), w(k)
x |x=0 = 0. (21)

В терминах коэффициентов Фурье (20), (21) перепишется в виде

∂2w
(k)
n

∂t2
=
∂2w

(k)
n

∂x2
− n2w(k)

n (x, t)−
∑
m∈Z

qm(x)w
(k)
n−m(x, t), x ∈ R, t > 0;

w(k)
n |x=0 = δknδ(t),

∂w
(k)
n

∂x
|x=0 = 0.

Здесь δkn символ Кронеккера

δkn =

{
1, k = n;

0, k ̸= n

Коэффициенты Фурье функции v(k)(x, y, t) являются решениями за-
дач

∂2v
(k)
n

∂t2
=
∂2v

(k)
n

∂x2
− n2v(k)n ,

v(k)n |x=0 = δ(t),
∂v

(k)
n

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

= 0.

v(k)n =
1

2
[δ(x+ t) + δ(x− t)] +

n2

2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

v(k)n (ξ, τ)dτdξ

u(k) = w(k) − v(k)

u
(k)
tt = u(k)xx + u(k)yy − q(x, y)(u(k) + v(k)),

u(k)|t=0 = 0, u
(k)
t |t=0 = 0.

w(k) =
1

2eimy
[δ(t− x) + δ(t+ x)] + w̃(k)
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Рассмотрим уравнение электродинамики

wtt = awxx + 2bwt + cw.

Введем новую функцию

u = we
b
a
t

Тогда получим следующее уравнение

utt = a2uxx + b2u (22)

Отметим, что решение уравнение (22) с начальными условиями

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)

дается формулой Даламбера:

u(x, t) =
1

2
[φ(x− at) + φ(x+ at)] +

1

2

x+at∫
x−at

Φ(x, t, z)z.

Здесь

Φ(x, t, z) =
1

a
ψ(z)J0(

b

a

√
(z − x)2 − a2t2) + btφ(z)

J ′
0(

b
a

√
(z − x)2 − a2t2)

b
a

√
(z − x)2 − a2t2)

и J0 — функция Бесселя нулевого порядка.
В работе [3] показано, как от уравнения

ptt = pxx + pyy −∇σ∇p

перейти к уравнению (18) с помощью замены

u(k)(x, y, t) = p(x, y, t)e−
1
2
σ(x,y).

Тогда потенциал вычисляется по формуле

q(x, y) =
1

2
(σxx + σyy) +

1

4
(σ2x + σ2y).

6 Численный алгоритм решения

6.1. N–приближение двумерного аналога уравнения И.М. Гель-
фанда и Б.М. Левитана. Для численного решения двумерной обрат-
ной задачи (5)—(7) мы применим метод регуляризации, основанный на
проекции изначальной постановки задачи наN -мерное подпространство,
образуемое базисной системой функций {eiky}k=0,±1,...,±N [48]. Данный
подход сводит двумерную обратную задачу к системе одномерных об-
ратных задач [26].

Пусть

u(k)(x, y, t) =
∑
n∈Z

u(k)n (x, t)einy.
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Перейдем от (5)—(7) к следующей постановке обратной задачи на коэф-
фициенты Фурье функций (k, n ∈ Z):

∂2u
(k)
n

∂t2
=
∂2u

(k)
n

∂x2
− n2u(k)n (x, t)−

∑
m∈Z

qm(x)u
(k)
n−m(x, t), x ∈ R, t > 0;

(23)

u(k)n |t=0 = 0,
∂u

(k)
n

∂t
|t=0 = δknδ(x); (24)

u(k)n |x=0 = f (k)n (t). (25)

Здесь
q(x, y) =

∑
k∈Z

qk(x)e
iky.

Обратной задаче (23)—(25) сопоставим ее N -приближение:

∂2V⃗ (k)

∂t2
=
∂2V⃗ (k)

∂x2
− (K + P (x))V⃗ (k), x ∈ R, t > 0, (26)

V⃗ (k)|t=0 = 0, V⃗
(k)
t

∣∣
t=0

= E⃗(k)δ(t), (27)

V⃗ (k)|x=0 = F⃗ (k)(t). (28)

Здесь

V⃗ (k)(x, t) =
(
v
(k)
−N (x, t), v

(k)
−N+1(x, t), . . . , v

(k)
0 (x, t), . . . , v

(k)
N (x, t)

)
;

E⃗(k) =
(
0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0

)
,

где единица стоит на месте k = n;

F⃗ (k)(t) =
(
f
(k)
−N (t), f

(k)
−N+1(t), . . . , f

(k)
N (t)

)
;

K, P являются квадратными матрицами размерности 2N + 1:

Kkm = k2δkm, |k|, |m| ≤ N ;

Pkm = qk−m, |k|, |m| ≤ N, |k −m| ≤ N.

В работе [27] получена оценка точности решения коэффициентной об-
ратной задачи (5)—(7) и ее N -приближения (26)—(28).

Заметим, что решение прямой задачи (26), (27) обладает следующим
свойством

V⃗ (k)(x, t) ≡ 0, |x| > t,

поэтому вместо (26), (27) будем решать эквивалентную ей прямую зада-
чу:

∂2V⃗ (k)

∂t2
=
∂2V⃗ (k)

∂x2
− (K + P (x))V⃗ (k), |x| < t,

V⃗ (k)
x

∣∣
x=0

= 0,

V⃗ (k)
∣∣
t=x

=
1

2
E⃗(k).
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В дальнейшем удобно перейти к матричным обозначениям, обозначив
B(x) = K + P (x), а именно

∂2V
∂t2

=
∂2V
∂x2

−B(x)V, x ∈ R, t > 0,

V|t=0 = 0, V
∣∣
t=0

= Eδ(t),
V|x=0 = F(t).

Здесь Ekm = δk−m, Fkm(t) = f
(k)
m (t), а матрица V составлена из столбцов

V⃗ (k).
Продолжим все функции нечетным образом на t < 0 и запишем

∂2V
∂t2

=
∂2V
∂x2

−B(x)V, x ∈ R+, t ∈ R, (29)

V|x=0 = F(t), Vx

∣∣
x=0

= 0. (30)

Введем вспомогательную матричную задачу

∂2W
∂t2

=
∂2W
∂x2

−B(x)W, x ∈ R+, t ∈ R, (31)

W|x=0 = Eδ(t), Wx

∣∣
x=0

= 0. (32)

Тогда решение задач (29), (30) связано c решением задачи (31), (32)
следующим образом

V(x, t) =
∫
R

W(x, s)F(t− s)s, x > 0, t ∈ R, |k| ≤ N,

а мартица W имеет следующую структуру:

W(x, t) =
1

2
Eδ(x− |t|)− 1

4
θ(x− |t|)

x∫
0

B(ξ)dξ + W̄(k)(x, t),

где W̄(k)(x, t) непрерывна при x > 0.
Обозначим

W̃(k)(x, t) = W(x, t)− 1

2
Eδ(x− |t|).

Тогда можно записать следующую систему на W̃(x, t):

W̃(x, t)+

x∫
x

F(t−s)W̃(x, s)ds = −1

2
[F′(t−x)+F′(t+x)], |t| < x. (33)
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Здесь матрица

F(t) =



f
(−N)
−N

′
f
(−N)
−N+1

′
. . . f

(−N)
−N+1

′
. . . f

(−N)
N

′

f
(−N+1)
−N

′
f
(−N+1)
−N+1

′
. . . f

(−N+1)
−N+1

′
. . . f

(−N+1)
N

′

...
...

...
. . .

...
...

f
(0)
−N

′
f
(0)
−N+1

′
. . . f

(0)
−N+1

′
. . . f

(0)
N

′

...
...

...
. . .

...
...

f
(N)
−N

′
f
(N)
−N+1

′
. . . f

(N)
−N+1

′
. . . f

(N)
N

′


(t).

(34)
Матрица P (x) определяется из соотношения:

P (x) = −K + 4
d

dx
W(x, x− 0).

Рассмотрим численный метод решения систему интегральных урав-
нений (33). Обозначим шаг дискретизации h, x = nh. Метод коллокации
с приближенным интегрированием по формуле прямоугольников сводит
задачу к решению последовательности линейных алгебраических урав-
нений

n∑
j=−n

ai−jwnj = gni, −n ≤ j ≤ n, 0 ≤ n ≤ Nt.

Здесь ai−j = F (ih− jh).
Введем в рассмотрение последовательность теплицевых матриц

Ak = [ai−j ], 0 ≤ i, j ≤ k, k = 0, 1, . . . , N = 2Nt

и векторов

w2n = [wk
−j ], −n ≤ j ≤ n, gk = [g2n?i ], −n ≤ i ≤ n.

Тогда нашей целью является получение решений систем

Akw
k = gk, k = 0, 2, . . . , N.

Заметим, что Ak — ведущая подматрица порядка k + 1 в матрице AN .
Будем считать, что все эти подматрицы невырожденные, и обозначим
через uk и vk первый и последний столбцы матрицы, обратной к Ak. В
нашей задаче правая часть g2n+2 получается из g2n окаймлением сверху
и снизу:

g2n+2 =

 gn+1

g2n

g−n−1

 =

 0
g2n

0

+ gn+1e2n+2
0 + g−n−1e2n+2

2n+2.
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где e2n+2
0 и e2n+2

2n+2 — первый и последний столбцы единичной матрицы
порядка 2n+3. Используя специальный вид теплицевой матрицы, нахо-
дим

w2n+2 =

 0
w2n

0

+ α2n+2u2n+2 + β2n+22n+2.

Здесь

α2n+2 = gn+1 −
2n∑
j=1

a−jgn+2−j , β2n+2 = g−n−1 −
2n∑
j=1

a2n−jgn+2−j .

Таким образом, если мы умеем последовательно вычислять первые и
последние столбцы матриц, обратных к Ak, то доолнительные затраты
на получение решений последовательности интерусующих нас систем со-
ставят O(N2). Алгоритмы для вычисления первых и последих столбцов
матриц A−1

k арифметической сложности O(N2) хорошо известны [44, 45].
Такие алгоритмы имеются и для случая, когда элементы ai−j aвляются
квадратными блоками одного порядка.

В работах С.И. Кабанихина и М.А. Шишленина [47, 47] показано, что
в случае выбора специального вида граничных управлений, дискретный
аналог уравнения метода граничного управления и уравнения Крейна
совпадают, и приводят к решению системы линейных алгебраических
уравнений с теплицевой матрицей. В работах М.И. Белишева и Н.А.
Каразеевой [40] показано, что использование специфического выбора
граничных управлений позволяет свести численную реализацию мето-
да граничного управления к обращению матриц с блочно-тёплицевой
структурой.

Отметим, что двумерный аналог уравнения Гельфанда–Левитана (17)
для N -приближения выглядит следующим образом:

w̃(k)(x, y, t) +

x∫
−x

∑
|m|≤N

f (k)m

′
(t− s)w̃(m)(x, y, s)ds =

= −1

2

[
∂

∂t
f (k)(y, t− x) +

∂

∂t
f (k)(y, t+ x)

]
. (35)

Здесь |k| ≤ N , |t| < x, y ∈ (−π, π).
Проведем дискретизацию системы уравнений (35). Для этого разобьем

отрезок (−x, x) на 2Nx + 1 равных частей. Обозначим h = x/Nx, hy =

π/Ny, w̄
(k)
l,n = w(k)(x, lhy, nh) и пусть t = jh и |j| ≤ Nx. Тогда получим
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следующую систему линейных алгебраических уравнений

w̄
(k)
l,j +

∑
|m|≤N

h

2

[[
f (k)m

′]
j−Nx

w̄
(m)
l,Nx

+
[
f (k)m

′]
j+Nx

w̄
(m)
l,−Nx

]
+

+ h
∑

|m|≤N

Nx−1∑
i=−Nx+1

[
f (k)m

′]
j−i
w̄

(m)
l,i = −1

2

[[
f
(k)
t

]
l,j−Nx

+
[
f
(k)
t

]
l,j+Nx

]
,

|k| ≤ N, |j| ≤ Nx, |l| ≤ Ny. (36)

C.И. Кабанихиным и Г.Б. Бакановым доказано [20], что если решение
дискретного аналога обратной задачи (26)—(28) существует, то система
уравнений (36) (дискретный аналог двумерного уравнения Гельфанда-
Левитана) однозначно разрешима. Если система уравнений (36) одно-
значно разрешима, то решение дискретного аналога обратной задачи
(26)—(28) существует и единственно.

. Сравнение решения прямой задачи с аналитическим
Рассмотрим задачу:

u
(k)
tt = u(k)xx + u(k)yy − a2u(k);

u(k)|t=0 = 0, u
(k)
t |t=0 = δ(x)eiky.

Рассмотрим семейство прямых задач на первыеN коэффициентов Фу-
рье:

∂2u
(k)
n

∂t2
=
∂2u

(k)
n

∂x2
− (n2 + a2)u(k)n (x, t), |n| ≤ N ; (37)

u(k)n |t=0 = 0,
∂u

(k)
n

∂t
|t=0 = δknδ(x). (38)

Отметим, что решение прямой задачи (37), (38) дается через функцию
Бесселя нулевого порядка [43]:

u(k)n (x, t) = δknJ0

(
−
√
(n2 + a2)(t2 − x2)

)
θ(t− |x|).

Здесь

J0(x) =

∞∑
s=0

(−1)s

(s!)2

(x
2

)2s
.

Для численного решения прямой задачи (37), (38) перейдем к эквива-
лентной постановке (задаче Гурса) [27, 26]:

∂2u
(k)
n

∂t2
=
∂2u

(k)
n

∂x2
− (n2 + a2)u(k)n (x, t), 0 < x < t, |n| ≤ N, ;

u(k)n |t=x =
1

2
δkn,

∂u
(k)
n

∂x
|x=0 = 0.
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6.2. Анализ численного решения обратной задачи. Найдем ре-
шение прямой задачи, в случае, когда q(x, y) = a2 = const в области
(x, y) ∈ (0, 2.5) × (−π, π), t ∈ (0, 5). Введем равномерную сетку по пере-
менной x с шагом h, h = 2.5/Nx, Nx = 500. Число коэффициентов Фурье
N = 30.

Решим последовательность прямых задач (37), (38) конечно-разностным
методом в случае, когда a ≡ 1. На рисунке 1 приведены коэффициенты
Фурье функции u(k)n (0, t).

t

0 1 2 3 4 5
­0.3

­0.2

­0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Рис. 1. Коэффициенты Фурье u
(0)
0 (0, t), u

(1)
1 (0, t),

u
(2)
2 (0, t), u(5)5 (0, t), u(10)10 (0, t)

Исследуем устойчивость решения прямой задачи. Найдем решение
прямой задачи в области (x, y) ∈ (0, 1) × (−π, π), t ∈ (0, 2). Пусть число
разбиений по переменной x равно Nx = 200.

Рассмотрим задачу восстановления константы a ≡ 1 (см. рис. 2, 4).
На рис. 3, 5 приведено приближенное решение обратной задачи в случае
данных с шумом ε = 0.05. Приближенное решение обратной задачи,
полученное для N гармоник, обозначим через qN . Расчеты показывают,
что норма невязки ||1−qN ||L2((0,2.5)×(−π,π)) дляN = 1,N = 2, N = 5,N =
10, N = 20 примерно одинакова. На рис. 6 приведен график функции
||1− qN || в зависимости от числа восстанавливаемых гармоник Фурье N
в случае данных с шумом ε = 0.05. Видно, что N является параметром
регуляризации.

Исследуем сначала свойства матрицы A.
На рисунках 8—10 приведены графики десятичного логарифма чис-

ла обусловленности матрицы log(µ(A)) двумерного аналога уравнения
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Рис.
2. Приближенное
решение обратной
задачи, N = 2, ε = 0.
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Рис.
3. Приближенное
решение обратной
задачи, N = 2, ε =
0.05.
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Рис.
4. Приближенное
решение обратной
задачи, N = 10, ε =
0.
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Рис.
5. Приближенное
решение обратной
задачи, N = 10, ε =
0.05.

Гельфанда–Левитана после дискретизации. На всех рисунках горизон-
тальная ось означает глубину. Из рисунков видно, что глубина решения
уравнения Гельфанда–Левита влияет на число обусловленности матри-
цы.

Рассмотрим задачу восстановления функции q(x, y) (см. рис. 11). Дан-
ные для решения обратной задачи насчитывались при x = 1, Nx = 200,
N = 40. На рис. 12 приведены коэффициенты Фурье данных обратной
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Рис. 6. График
функции ||1 − qN ||,
ε = 0.1.
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Рис. 7. График
функции ||1 − qN ||,
ε = 0.05.
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Рис.
8. График
функ-
ции
log(µ(A)).
Пара-
метры
задачи:
T = 1,
Nx =
100,
N = 10
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Рис.
9. График
функ-
ции
log(µ(A)).
Пара-
метры
задачи:
T = 4,
Nx =
100,
N = 10.
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Рис.
10. График
функ-
ции
log(µ(A)).
Пара-
метры
задачи:
T = 1,
Nx =
100,
N = 10,
ε = 0.05

задачи: f (0)0 (t), f (2)2 (t), f (3)3 (t), f (5)5 (t), f (10)10 (t), f (20)20 (t). На рис. 13— 17
приведены результаты численного решения двумерного аналога уравне-
ния Гельфанда–Левитана (35) для различного числа гармоник Фурье —
приближенное решение обратной задачи q(x, y).
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Приближенные данные брались в виде

f ε(y, t) = f(y, t) + εα(y, t)(fmax − fmin).

Здесь ε уровень шума в данных, α(y, t) равномерно распределенное слу-
чайное число на отрезке [−1, 1] для фиксированного значения перемен-
ных y и t, fmax и fmin максимум и минимум значений точных данных
обратной задачи.
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Рис. 11. Точное решение.

Y

0 0

Рис.
12. Коэффициенты
Фурье данных
обратной зада-
чи: f

(0)
0 (t), f

(2)
2 (t),

f
(3)
3 (t), f

(5)
5 (t),

f
(10)
10 (t), f (20)20 (t).

Число восстанавливаемых гармоник Фурье N — параметр ре-
гуляризации

Анализ графика невязки 7 показывает, что число восстанавливаемых
гармоник Фурье N является параметром регуляризации. Для опреде-
ления оптимального числа гармоник N используется следующий алго-
ритм.

Зафиксируем N и решив двумерный аналог уравнения Гельфанда–
Левитана найдем приближенное решение обратной задачи. По восста-
новленной функции решаем семейство прямых задач (26), (28) при k =

−N,N и находим u(k)(x, y, t) для всех k = −N,N . Для каждого N ищем
значение невязки

max
|k|≤N

||u(k)(0, y, t)− f (k)(y, t)||2L2
.

Число гармоник ФурьеN , для которых невязка принимает минимальное
значение, возьмем в качестве оптимального числа восстанавливаемых
гармоник приближенного решения обратной задачи.
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Рис.
13. Приближенное
решение, N = 3, ε =
0.
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Рис.
14. Приближенное
решение, N = 3, ε =
0.02.
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Рис.
15. Приближенное
решение, N = 5, ε =
0.
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Рис.
16. Приближенное
решение, N = 5, ε =
0.02.

Отметим, что для решения уравнения Гельфанда-Левитана метод син-
гулярного разложения требуетO

(
Nx(NxN)2

)
операций, памятиO

(
(NxN)2

)
,

при этом метод, использующий свойства блочно-теплицевых матрицO
(
(NxN)2

)
,

памяти O (NxN).
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Рис.
17. Приближенное
решение, N = 20,
ε = 0.
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Рис.
18. Приближенное
решение, N = 20,
ε = 0.02.

7 Заключение

В представленной работе предложен прямой метод численного ре-
шения двумерной коэффициентной обратной задачи для гиперболиче-
ского уравнения. Коэффициентная обратная задача сводится к реше-
нию линейного интегрального уравнения, после дискретизации которо-
го получается система линейных алгебраических уравнений с блочно-
теплицевой матрицей. Проведена апробация решения прямой и обратной
задачи на точных данных. Исследованы сингулярные числа матрицы и
показано, что число обусловленнсти матрицы, характеризующее степень
некорректности задачи, растет с глубиной восстановления коэффициен-
та и с ростом погрешности в данных. Показано, что число восстанавлива-
емых гармоник является параметром регуляризации. Алгоритм решения
обратной задачи протестирован на аналитическом решении.
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