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Abstract: The paper considers multioperations defined on a two-
element set and describes the interval between the clone of Boolean
operations preserving 0 and 1 and the clone of all multioperations.
It is shown that this interval contains 108 clones.
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1 Введение

Исследование структуры замкнутых относительно суперпозиции мно-
жеств — традиционная задача в теории дискретных функций. К насто-
ящему времени полное решение этой задачи есть только для булевых
функций [12]. Решетка по включению всех замкнутых относительно су-
перпозиции множеств булевых функций является счетной.

Но уже для функций k-значной логики такая решетка является кон-
тинуальной. В связи с этим встает задача описания фрагментов или
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интервалов в рассматриваемых решетках. При этом, как правило, рас-
сматриваются замкнутые множества, которые содержат так называемые
проекции или операции-переменные. Такие множества называют клона-
ми.

Стоит заметить, что в литературе наряду с термином «функция» ис-
пользуется и термин «операция», который мы и будем использовать ни-
же.

В теории дискретных операций одним из объектов являются мультио-
перации — операции, заданные на некотором конечном множестве и воз-
вращающие подмножества (в том числе и пустое) исходного множества.
Множество мультиопераций содержит в себе множество операций, мно-
жество так называемых частичных операций, гипер- и мультиопераций.
Решетка множеств мультиопераций, замкнутых относительно суперпо-
зиции, является континуальной даже в том случае, если мультиоперации
заданы на двухэлементном множестве.

Одними из первых, кто начал изучение интервалов в множестве муль-
тиопераций, были В. Б. Алексеев и А. А. Вороненко. Ими рассматрива-
лись интервалы между так называемыми максимальными (предполны-
ми) клонами булевых операций и клоном всех частичных операций. Для
четырех клонов такие интервалы оказались конечными, а для клона ли-
нейных операций интервал оказался континуальным [1].

Немного в другой постановке задача описания интервалов рассмат-
ривалась в работах [4, 7, 13, 14]. Для частичных операций полная ха-
рактеристика интервалов, содержащих клоны максимальных булевых
операций, описана в [3].

Стоит заметить, что в отличие от булевых операций и частичных опе-
раций, суперпозиция гиперопераций и мультиопераций может порож-
дать различные гипер- и мультиоперации. Исторически первым является
подход в котором суперпозиция строится на основе теоретико-множест-
венной операции объединения, так называемая U -суперпозиция. Но су-
перпозиция может быть основана и на пересечении — I-суперпозиция [11].

Исследование различных интервалов в решетке замкнутых относи-
тельно I-суперпозиции множеств мультиопераций приведено в работах [2,
5, 6, 10].

В настоящей работе рассматриваются мультиоперации, заданные на
двухэлементном множестве, и описывается интервал между клоном бу-
левых операций, сохраняющих 0 и 1, и клоном всех мультиопераций при
использовании I-суперпозиции. Показано, что этот интервал содержит
108 клонов, в том числе и клоны частичных операций, содержащих клон
T0 ∩ T1 из [7, P. 628].

2 Основные понятия

Для конечного множества A его мощность будем обозначать как |A|.
Пусть E2 = {0, 1}. Определим следующие множества: для n ∈ N
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M2,n = {f | f : En
2 → 2E2}, M =

⋃
n
M2,n;

H2,n = {f : f ∈ M2,n и |f(α1, . . . , αn)| ⩾ 1 для любого набора (α1, . . . , αn)
из En

2 }, H =
⋃
n
H2,n;

O∗
2,n = {f : f ∈ M2,n и |f(α1, . . . , αn)| ⩽ 1 для любого набора (α1, . . . , αn)

из En
2 }, O∗ =

⋃
n
O∗

2,n;

O2,n = {f : f ∈ M2,n и |f(α1, . . . , αn)| = 1 для любого набора (α1, . . . , αn)
из En

2 }, O =
⋃
n
O2,n.

Операции из O называют булевыми, из O∗— частичными, из H—
гипер-, из M — мультиоперациями.

Мультиоперация f(x1, . . . , xn) такая, что f(α1, . . . , αn) = {αi} для лю-
бого набора (α1, . . . , αn) ∈ En

2 называется селекторной (1 ⩽ i ⩽ n).
Мультиоперация g(x1, . . . , xn) называется двойственной к f(x1, . . . , xn),

если g(α1, . . . , αn) = f̄(ᾱ1, . . . , ᾱn) для любого набора (α1, . . . , αn) ∈ En
2 ,

при этом 0̄ = 1, 1̄ = 0, ∅̄ = ∅ и {0, 1} = {0, 1}.
Очевидно, что выполняются следующие включения: O ⊆ O∗ ⊆ M,

O ⊆ H ⊆ M.
Для мультиопераций будем использовать запись как в виде вектора-

строки, так и в виде вектора-столбца значений функции на всех наборах,
расположенных в натуральном порядке, т.е. запись f = ({1}{0}∅{0, 1})
означает, что f(0, 0) = {1}, f(0, 1) = {0}, f(1, 0) = ∅ и f(1, 1) = {0, 1}.

Пусть дана n-местная мультиоперация f и m-местные мультиопера-
ции f1, . . . , fn. Cуперпозиция s(f, f1, . . . , fn) с внешней мультиоперацией
f и внутренними мультиоперациями f1, . . . , fn определяет m-местную
мультиоперацию g следующим образом [11]: для произвольного набора
(α1, . . . , αm) ∈ Em

2 выполняется

g(α1, . . . , αm) =



⋂
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), если это пересече-

ние не равно ∅;⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), иначе.
(1)

Определение (1) фактически задает вложение M в множество O4 —
множество операций 4-х значной логики, при этом каждая такая опера-
ция однозначно определяется своими значениями на наборах из множе-
ства E2. Если определить 4-х значные операции как операции на мно-
жестве F ′ = {∗, 0, 1,−} при соответствии ∅ ↔ ∗, {0} ↔ 0, {1} ↔ 1,
{0, 1} ↔ −, то на наборах, построенных из 0 и 1, операция может при-
нимать любое значение из множества F ′, на наборах, содержащих хотя
бы одну ∗, операция обязательно принимает значение ∗, на остальных
наборах значение операции вычисляется в соответствии с (1). Подроб-
нее об этом можно посмотреть в [11]. С учетом описанного соответствия
вместо ({1}{0}∅{0, 1}), например, будем писать f = (10 ∗ −).
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Клон, частичный, гипер-, мультиклон — множество операций, частич-
ных, гипер- и мультиопераций, соответственно, содержащее все селек-
торные операции и замкнутое относительно суперпозиции.

Клоны, частичные, гипер-, мультиклоны ниже будем называть просто
клонами.

Интервалом I(A,B) называется частично упорядоченное по включе-
нию множество всех клонов, содержащих клон A и являющихся подмно-
жествами клона B.

Интервалы, обычно, представляются в виде диаграмм, где клоны изоб-
ражаются точками и точка, представляющая клон A1 расположена выше
(или правее) и соединена отрезком с точкой, представляющей клон B1,
если множество A1 непосредственно содержит B1.

В [7] приведены некоторые сведения о различных интервалах в ре-
шетке клонов частичных операций.

Пусть ∗ — множество мультиопераций, которые на всех наборах при-
нимают значение ∗, тогда очевидной является следующая лемма.

Лемма 1. Если A — клон в M, то A ∪ ∗ — клон.

Замечание 1. С учетом леммы 1 мы рассматриваем только такие
клоны, которые содержат множество ∗. В [7] клоны A и A ∪ ∗ из
леммы 1 считаются различными.

3 Вспомогательные результаты

Если A — множество, то через [A] обозначим замыкание A. Понятия
полноты и предполноты используем обычным образом [7, 8].

Лемма 2. Справедливы утверждения:
(00) ∈ [{(0−)}] ∩ [{−0}] и (11) ∈ [{(1−)}] ∩ [{−1}].
Доказательство. Если f1(x) = (0−), f2(x) = (−0), f3(x) = (1−), f4(x) =
(−1), то s(f1, f1) = (00), s(f2, f2) = f1, s(f3, f3) = (11) и s(f4, f4) = f3. □

Пусть Q ⊆ {0, 1} и Q ̸= ∅. Определим множества:
T 2
Q = {f | f ∈ O и a ∈ Q ⇒ f(a, . . . , a) = a};

T ∗
Q = {f | f ∈ O∗ и a ∈ Q ⇒ f(a, . . . , a) = a};

T−
Q = {f | f ∈ H и a ∈ Q ⇒ f(a, . . . , a) = a};

T ∗−
Q = {f | f ∈ M и a ∈ Q ⇒ f(a, . . . , a) = a}.

Для записи множества Q далее не будем использовать фигурные скоб-
ки и запятые: например, вместо T 2

{0,1} будем писать T 2
01.

Предложение 1. Для любого Q ⊆ {0, 1} и Q ̸= ∅ множества T 2
Q, T ∗

Q,
T−
Q , T ∗−

Q являются клонами.

Доказательство. Операции-проекции сохраняют константы, а множе-
ство мультиопераций, сохраняющих некоторую константу, очевидно, яв-
ляется замкнутым относительно суперпозиции. □
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Лемма 3. Пусть f1(x1, . . . , xn) и f2(x1, . . . , xn)— мультиоперации, та-
кие, что

f1(0, . . . , 0) = f2(0, . . . , 0) = 0, f1(1, . . . , 1) = f2(1, . . . , 1) = 1

и найдутся наборы (α1, . . . , αn) ∈ En
2 и (β1, . . . , βn) ∈ En

2 такие, что
f1(α1, . . . , αn) = ∗ и f2(β1, . . . , βn) = −. Тогда

T ∗
01 ⊆ [T 2

01 ∪ {f1}] и T−
01 ⊆ [T 2

01 ∪ {f2}].

Доказательство. Отождествлением и перестановкой переменных у муль-
тиоперации f1 можно получить 2-х местную мультиоперацию h(x1, x2),
такую, что h(0, 0) = 0, h(0, 1) = ∗, h(1, 1) = 1. Пусть g(x1, . . . , xm) ∈ T ∗

01.
По g построим две мультиоперации u1(x1, . . . , xm) и u2(x1, . . . , xm) при-
надлежащие T01 следующим образом:

u1(α1, . . . , αm) =

{
0, если g(α1, . . . , αm) ∈ {0, ∗};
1, иначе.

u2(α1, . . . , αm) =

{
0, если g(α1, . . . , αm) = 0;

1, иначе.

Очевидно, что справедливо равенство g = s(h, u1, u2).
Для мультиоперации f2 рассуждения проводим аналогичным образом.

□

Определим далее множества

T ∗−
0a,1b = {f : f ∈ M и f(0, . . . , 0) = a, f(1, . . . , 1) = b}, a ∈ {0, ∗}, b ∈ {1, ∗}

и

T ∗−
0∗ = {f : f ∈ M и f(0, . . . , 0) = ∗}, T ∗−

1∗ = {f : f ∈ M и f(1, . . . , 1) = ∗}.
Положим
T ∗
0a,1b = T ∗−

0a,1b ∩ O∗, T ∗
0∗ = T ∗−

0∗ ∩ O∗, T ∗
1∗ = T ∗−

1∗ ∩ O∗.
Замкнутость введенных множеств следует из замкнутости множеств

сохраняющих константы, особенности ∗ и того, что пересечение замкну-
тых множеств является замкнутым множеством.

Замечание 2. Справедливы следующие включения
1) T ∗

00,1∗ ⊆ T ∗
1∗, T

∗
0∗,11 ⊆ T ∗

0∗, T
∗
0∗,1∗ ⊆ T ∗

1∗ ∩ T ∗
0∗;

2) T ∗−
00,1∗ ⊆ T ∗−

1∗ , T ∗−
0∗,11 ⊆ T ∗−

0∗ , T ∗−
0∗,1∗ ⊆ T ∗−

1∗ ∩ T ∗−
0∗ ;

3) T ∗
0∗,1∗ ⊂ [T 2

01 ∪ T ∗
00,1∗ ∪ T ∗

0∗,11];
4) T ∗−

0∗,1∗ ⊂ [T 2
01 ∪ T ∗−

00,1∗ ∪ T ∗−
0∗,11].

Лемма 4. Справедливы следующие утверждения:
a) [T 2

01 ∪ {(∗0)}] = T 2
01 ∪ T ∗

0∗; b) [T−
01 ∪ {(∗0)}] = T−

01 ∪ T ∗−
0∗ ;

с) [T ∗
01 ∪ {(∗0)}] = T ∗

01 ∪ T ∗
0∗; d) [T ∗−

01 ∪ {(∗0)}] = T ∗−
01 ∪ T ∗−

0∗ ;
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Доказательство. Так как мультиоперация (∗0) принадлежит T ∗
0∗ (и T ∗−

0∗ ),
то включение левой части в правую, очевидно, справедливо.

Для доказательства справедливости обратного включения рассмот-
рим отдельно случаи a), c), d) и случай b).

Случаи a), c), d). На примере случая d) приведем рассуждение, пере-
носимое на остальные рассматриваемые варианты.

Пусть мультиоперация f(x1, . . . , xn) ∈ T ∗−
0∗ . Из мультиоперации (∗0) и

мультиопераций множества T ∗−
01 можно получить мультиоперацию

h1(x1, . . . , xn) такую, что h1(0, . . . , 0) = ∗, а на всех остальных наборах
h1 возвращает 0. В множестве T ∗−

01 есть мультиоперация g(y, x1, . . . , xn)

такая, что g(0, 0, . . . , 0) = 0 и g(0, β̃) = f(β̃), (β̃ ∈ En
2 ). Мультиоперация

f представима как s(g, h1, x1, . . . , xn).
В случае b) по мультиоперации f(x1, . . . , xn) ∈ T ∗−

0∗ из (∗0) и мультио-
пераций множества T 2

01 можно получить мультиоперацию h1(x1, . . . , xn)

такую, что для любого α̃ ∈ En
2 выполняется h1(α̃) =

{
∗, если f(α̃) = ∗;
0, иначе.

В множестве T−
01 есть мультиоперация g(y, x1, . . . , xn) для которой

g(0, 0, . . . , 0) = 0 и для произвольного оставшегося набора β̃ ∈ En
2 вы-

полняется g(0, β̃) =

{
f(β̃), если f(β̃) ∈ {0, 1,−};
0, иначе.

Для рассматриваемого случая справедливо представление

f(x1, . . . , xn) = s(g, h1, x1, . . . , xn).

□

Аналогичным образом доказываются
Лемма 5. Верны равенства

a) [T 2
01 ∪ {(1∗)}] = T 2

01 ∪ T ∗
1∗; b) [T ∗

01 ∪ {(1∗)}] = T ∗
01 ∪ T ∗

1∗;
с) [T−

01 ∪ {(1∗)}] = T−
01 ∪ T ∗−

1∗ ; d) [T ∗−
01 ∪ {(1∗)}] = T ∗−

01 ∪ T ∗−
1∗ .

Лемма 6. Верны равенства
a) [T 2

01 ∪ {(0∗)}] = T 2
01 ∪ T ∗

00,1∗; b) [T ∗
01 ∪ {(0∗)}] = T ∗

01 ∪ T ∗
00,1∗;

c) [T−
01 ∪ {(0∗)}] = T−

01 ∪ T ∗−
00,1∗; d) [T ∗−

01 ∪ {(0∗)}] = T ∗−
01 ∪ T ∗−

00,1∗.

Лемма 7. Верны равенства
a) [T 2

01 ∪ {(∗1)}] = T 2
01 ∪ T ∗

0∗,11; b) [T ∗
01 ∪ {(∗1)}] = T ∗

01 ∪ T ∗
0∗,11;

c) [T−
01 ∪ {(∗1)}] = T−

01 ∪ T ∗−
0∗,11; d) [T ∗−

01 ∪ {(∗1)}] = T ∗−
01 ∪ T ∗−

0∗,11.

Лемма 8. Если мультиоперация u(x, y) ∈ O∗ такова, что u(0, 0) = ∗,
u(1, 1) = ∗ и u(0, 1) ̸= ∗ или u(1, 0) ̸= ∗, то [T 2

01 ∪ {u}] = T 2
01 ∪ T ∗

0∗,1∗.

Доказательство. Включение [T 2
01 ∪ {u}] ⊆ T 2

01 ∪ T ∗
0∗,1∗ справедливо, так

как u принадлежит T ∗
0∗,1∗.

Пусть для определенности u(0, 1) = 0 и пусть мультиоперация
g(x1, . . . , xn) ∈ T ∗

0∗,1∗. Тогда

g(0, . . . , 0) = ∗, g(1, . . . , 1) = ∗
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и пусть далее на наборах α̃1, . . . , α̃r значение функции g равно 0; на
наборах β̃1, . . . , β̃s значение функции равно 1; на наборах γ̃1, . . . , γ̃t зна-
чение функции равно ∗, где α̃i, β̃j , γ̃l принадлежат En

2 , i ∈ {1, . . . , r},
j ∈ {1, . . . , s}, l ∈ {1, . . . , t}.

Из мультиоперации u получим мультиоперации u1(x, y) = (∗00∗) и
u2(x, y) = (∗01∗): для первой в качестве внешней мультиоперации берем
u, а в качестве внутренних — (0001) и (0111), а для второй в качестве
внешней мультиоперации берем (00110001), а в качестве внутренних —
(∗00∗), (0011) и (0101).

В множестве T 2
01 выберем такие две мультиоперации h1(x1, . . . , xn) и

h2(x1, . . . , xn), что
h1(0, . . . , 0) = h2(0, . . . , 0) = 0, h1(1, . . . , 1) = h2(1, . . . , 1) = 1,
h1(α̃1) = . . . = h1(α̃r) = 0, h2(α̃1) = . . . = h2(α̃r) = 1,

h1(β̃1) = . . . = h1(β̃s) = 1, h2(β̃1) = . . . = h2(β̃s) = 0,
h1(γ̃1) = . . . = h1(γ̃s) = 0, h2(γ̃1) = . . . = h2(γ̃t) = 0.

И тогда g(x1, . . . , xn) = s(u2, h1, h2). □

Лемма 9. Если двухместная операция v(x, y) ∈ M такова, что v(0, 0) =
∗, v(1, 1) = ∗ и v(0, 1) = − или v(1, 0) = −, то [T 2

01 ∪ {v}] = T 2
01 ∪ T ∗−

0∗,1∗.

Доказательство. Включение [T 2
01 ∪ {v}] ⊆ T 2

01 ∪ T ∗−
0∗,1∗ очевидно.

Для определенности предположим, что v(0, 1) = −. Далее строим
мультиоперации v1(x1, x2) = (∗−−∗), v2(x1, x2) = (∗01∗) и v3(x1, x2, x3) =
(∗ − − ∗ ∗01∗). Из v3(x1, x2, x3) и мультиопераций множества T 2

01 можно
построить любую мультиоперацию из множества T ∗−

0∗,1∗. □

Определение 1. Для любого набора множеств (A1, . . . , An) где
Ai ∈ {T ∗

00,1∗, T
∗
0∗,11, T

∗
0∗,1∗, T

∗
0∗, T

∗
1∗, T

∗−
00,1∗, T

∗−
0∗,11, T

∗−
0∗,1∗, T

∗−
0∗ , T ∗−

1∗ } и набора
(α1, . . . , αn), αi ∈ {0, 1, 1̃} положим по определению

(A1, . . . , An) · (α1, . . . , αn)
t =

⋃
i∈{1,...,n}

αi ·Ai,

где 0 ·A = ∅, 1 ·A = A и 1̃ ·A =


T ∗−
0a,1b, если A = T ∗

0a,1b;

T ∗−
0∗ , если A = T ∗

0∗;

T ∗−
1∗ , если A = T ∗

1∗;

A, иначе.

Пусть

X∗ = (T ∗
00,1∗, T

∗
0∗,11, T

∗
0∗,1∗, T

∗
0∗, T

∗
1∗) и X∗− = (T ∗−

00,1∗, T
∗−
0∗,11, T

∗−
0∗,1∗, T

∗−
0∗ , T ∗−

1∗ )

Пусть α = (α1, α2, α3, α4, α5) ⊆ {0, 1}5. Зададим множества

Bα = T 2
01 ∪X∗ · αt, Bα∗ = T ∗

01 ∪X∗ · αt, (1)

Bα− = T−
01 ∪X∗− · αt, Bα∗− = T ∗−

01 ∪X∗− · αt (2)

Рассмотрим двенадцать наборов значений α1, α2, α3, α4, α5 для (1)–(2):
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
α1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1
α2 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1
α3 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
α4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
α5 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1

(3)

и 18 следующих наборов:

C = {(001̃00), (1̃0000), (01̃000), (011̃00), (01̃1̃00), (101̃00), (1̃01̃00),
(111̃00), (1̃11̃00), (11̃1̃00), (1̃1̃1̃00), (01̃1̃1̃0), (1̃01̃01̃), (11̃1̃1̃0), (1̃11̃01̃),

(1̃1̃1̃1̃0), (1̃1̃1̃01̃), (1̃1̃1̃1̃1̃)}. (4)

Предложение 2. Для любого набора значений α1, α2, α3, α4, α5 из (3)
множества Bα, Bα∗, Bα−, Bα∗− являются клонами.

Доказательство. Множества T 2
01, T

∗
01, T

−
01, T

∗−
01 являются клонами, поэто-

му, во-первых, они содержат проекции, а во-вторых, содержат суперпо-
зиции, в которых внешняя и все внутренние мультиоперации принадле-
жат одному из этих множеств. Если все внутренние принадлежат одно-
му из этих множеств, то мультиоперация, определяемая суперпозицией,
принадлежит тому множеству, которому принадлежит внешняя муль-
тиоперация.

Если одна из внутренних мультиопераций принадлежит одному из
множеств T β

0∗, T
β
1∗, T

β
0∗,1∗ (β ∈ {∗, ∗−}), то мультиоперация, определяемая

суперпозицией, принадлежит этому же множеству.
Поэтому рассматриваем случаи, когда все внутренние принадлежат

T β
00,1∗ или T β

0∗,11 (β ∈ {∗, ∗−}). Для T β
0∗,11, например, справедливо, что

мультиоперация, определяемая суперпозицией на наборе из одних еди-
ниц возвращает 1. Если же одна из внутренних мультиопераций на на-
боре из одних нулей возвращает ∗, то и мультиоперация, определяемая
суперпозицией, на наборе из одних нулей возвращает ∗. □

Из замечания 2 следует

Предложение 3. Для любого набора значений α = (α1, α2, α3, α4, α5)
не входящего в (3) найдется набор β = (β1, β2, β3, β4, β5) входящий в (3)
такой, что [Bα] = Bβ, [Bα∗] = Bβ∗, [Bα−] = Bβ−, [Bα∗−] = Bβ∗−.

Обычное отношение ⩽ на множестве {0, 1}: 0 ⩽ 0, 0 ⩽ 1, 1 ⩽ 1 распро-
страняем на множество {0, 1, 1̃} (0 ⩽ 1̃, 1 ⩽ 1̃, 1̃ ⩽ 1̃) и на наборы из (3)
и (4).

Лемма 10. Если для двух наборов α и α′ из (3) выполняется α ⩽ α′,
то Bα ⊆ Bα′, Bα∗ ⊆ Bα′∗, Bα− ⊆ Bα′−, Bα∗− ⊆ Bα′∗−.
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Доказательство. Справедливость утверждения следует из замечания 2.
□

Определение 2. Для наборов α и α′ будем говорить, что α непосред-
ственно предшествует α′, если α ⩽ α′ и для любого α′′ из того, что
α ⩽ α′′ и α′′ ⩽ α′ следует, что α′′ = α или α′′ = α′.

Лемма 11. Если набор α из (3) непосредственно предшествует набору
α′ из (3), то Bα (Bα∗, Bα−, Bα∗−) предполон в Bα′ (соответственно,
Bα′∗, Bα′−, Bα′∗−).

Доказательство. Следует из замечания 1 и лемм 4, 5, 6, 7, 8, 9 в соот-
ветствии со схемой на рис. 1. □

1 2
Л8

7

Л6

Л7

12

Л5

Л4

3
Л7

5
Л8

Л7

8
Л4

10
Л6

Л7

4
Л6

6
Л8

Л6

9
Л5

11
Л5

Л7

1

Рис. 1. Схема применения лемм

Из предложения 2 и леммы 11 вытекает

Лемма 12. Справедливо
1) | I(T 2

01, T
2
01 ∪ T ∗

1,∗ ∪ T ∗
0,∗) |= 12,

2) | I(T ∗
01, T

∗
01 ∪ T ∗−

1,∗ ∪ T ∗−
0,∗ ) |= 12,

3) | I(T−
01, T

−
01 ∪ T ∗−

1,∗ ∪ T ∗−
0,∗ ) |= 12,

4) | I(T ∗−
01 , T ∗−

01 ∪ T ∗−
1,∗ ∪ T ∗−

0,∗ ) |= 12.

Лемма 13. Справедливо [T−
01 ∪Bα] = Bα−.

Доказательство. Пусть D∗− ∈ {T ∗−
00,1∗, T

∗−
0∗,1∗, T

∗−
0∗ }, а соответствующее

множество D∗ ∈ {T ∗
00,1∗, T

∗
0∗,1∗, T

∗
0∗}. По мультиоперации f(x1, . . . , xn) из

D∗− построим мультиоперации v(x1, . . . , xn) ∈ D∗ и f ′(y, x1, . . . , xn) ∈
T−
01 следующим образом:

v(α1, . . . , αn) =

{
∗, если f(α1, . . . , αn) = ∗;
0, иначе

,

f ′(0, 0, . . . , 0) = 0 и для любого набора (α1, . . . , αn) из оставшихся

f ′(0, α1, . . . , αn) =

{
f(α1, . . . , αn), если f(α1, . . . , αn) ̸= ∗;
0, иначе

.
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Верно равенство f(x1, . . . , xn) = s(f ′, v, x1, . . . , xn).
Для D∗− ∈ {T ∗−

1∗ , T ∗−
0∗,11} рассуждения проводим аналогичным обра-

зом, переходя к двойственным мультиоперациям. □

Следствие 1. [T ∗−
01 ∪Bα∗] = Bα∗−.

Лемма 14. Для любого β ∈ C множества T 2
01 ∪X∗ · βt и T ∗

01 ∪X∗ · βt

являются клонами.

Доказательство. Множества T 2
01 и T ∗

01 являются клонами, поэтому со-
держат все проекции.

Пусть K = T s
01 ∪X∗ · βt, s ∈ {∗, 2} для некоторого β ∈ C.

Покажем, что суперпозиция g = s(f, f1, . . . , fn) мультиопераций из K
принадлежит K.

Если для некоторых f ′ и f ′′ из суперпозиции выполняется f ′(0, . . . , 0) =
∗ и f ′′(1, . . . , 1) = ∗, то в наборе β на третьей позиции стоит 1̃, а зна-
чит выполняется включение T ∗−

0∗,1∗ ⊂ K. По определению суперпози-
ции для мультиоперации g в этом случае выполняется g(0, . . . , 0) = ∗
и g(1, . . . , 1) = ∗, т. е. g ∈ T ∗−

0∗,1∗.
Если найдутся fi и fj для 1 ⩽ i, j ⩽ n такие, что fi(0, . . . , 0) = ∗

и fj(1, . . . , 1) = 0, то тогда T ∗−
0∗ ⊂ K. Так как fi(0, . . . , 0) = ∗, то

g(0, . . . , 0) = ∗. Поэтому g ∈ T ∗−
0∗ ⊂ K.

Случай, когда найдутся fi и fj для 1 ⩽ i, j ⩽ n такие, что fi(0, . . . , 0) =
1 и fj(1, . . . , 1) = ∗ приводит к тому, что g ∈ T ∗−

1∗ ⊂ K.
Пусть найдется fi такая, что fi(0, . . . , 0) = ∗ и для всех j выполняется

fj(1, . . . , 1) = 1 (1 ⩽ i, j ⩽ n). Тогда g принадлежит тому же замкнутому
множеству, что и fi.

Если же для всех i выполняется fi(0, . . . , 0) = 0 и fi(1, . . . , 1) = 1 (1 ⩽
i ⩽ n), то в этом случае g принадлежит тому же замкнутому множеству,
что и внешняя мультиоперация f . □

Лемма 15. Для σ ∈ {2, ∗} Справедливо
1) [T σ

01 ∪X∗ · (01̃100)t] = T σ
01 ∪X∗ · (01̃1̃00)t;

2) [T σ
01 ∪X∗ · (1̃0100)t] = T σ

01 ∪X∗ · (1̃01̃00)t;
3) [T σ

01 ∪X∗ · (011̃10)t] = T σ
01 ∪X∗ · (01̃1̃1̃0)t;

4) [T σ
01 ∪X∗ · (101̃01)t] = T σ

01 ∪X∗ · (1̃01̃01̃)t.
Доказательство. Рассмотрим случаи 1 и 3. Случаи 2 и 4 рассматрива-
ются аналогичным образом.

Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ T ∗−
0∗,1∗ (соответственно, T ∗−

0∗ ). Выберем муль-
тиоперацию f ′(y, x1, . . . , xn) из T ∗−

0∗,11 (соответственно, T ∗−
0∗,1∗) такую, что

f ′(0, α1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn) и v(x1, . . . , xn) ∈ T ∗
0∗1∗ (соответственно,

T ∗
0∗) для которой справедливо

v(α1, . . . , αn) =

{
∗, если f(α1, . . . , αn) = ∗
0, иначе

(
(α1, . . . , αn) ∈ En

2

)
.

И тогда выполняется f = s(f ′, v, x1, . . . , xn). □



1576 В.И. ПАНТЕЛЕЕВ, С.Ю. ХАЛТАНОВА

Из замечания 2 и леммы 15 следует, что

Предложение 4. Для любого набора значений α = (α1, α2, α3, α4, α5),
содержащего по меньшей мере одну 1̃ и не входящего в (4), найдется
набор β = (β1, β2, β3, β4, β5) входящий в (4) такой, что для σ ∈ {2, ∗}
cправедливо [T σ

01 ∪X∗ · αt] = T σ
01 ∪X∗ · βt.

Лемма 16. Если f(x, y) такова, что f(0, 0) = 0, f(0, 1) = −, f(1, 1) = ∗,
то [T ∗

00,1∗ ∪ {f}] = T ∗−
00,1∗.

Доказательство. Суперпозиция с внешней f и внутренними f1 = (000∗)
и f2 = (011∗) позволит получить f3 = (0−−∗). Суперпозиция s(f5, f3, f4),
где f4 = (001∗), f5 = (011∗) позволит получить f6 = (0− 1∗).

По мультиоперации g(x1, . . . , xn) принадлежащей T ∗−
00,1∗ построим

g′(x1, . . . , xn) и g′′(x1, . . . , xn) принадлежащие T ∗
00,1∗ следующим образом:

для произвольного набора α̃ = (α1, . . . , αn) ∈ En
2 выполняется

g′(α̃) = g′′(α̃) = 0, если g(α̃) = 0, g′(α̃) = 0, g′′(α̃) = 1, если g(α̃) = −,
g′(α̃) = 1, g′′(α̃) = 0, если g(α̃) = 1, g′(α̃) = ∗, g′′(α̃) = ∗, если g(α̃) = ∗.
Мультиоперации g′ и g′′ принадлежат T ∗

00,1∗. И тогда выполняется g =

s(f6, g
′, g′′). □

Лемма 17. Если f(x, y) такова, что f(0, 0) = ∗, f(0, 1) = −, f(1, 1) = 1,
то [T ∗

0∗,11 ∪ {f}] = T ∗−
0∗,11.

Доказательство. Рассуждения аналогичны рассуждениям в доказатель-
стве леммы 16. Заменив мультиоперации f1, f2, f4, f5 на двойственные,
получим вначале мультиоперации f ′

3 = (∗ − −1) и f ′
6 = (∗0− 1).

Затем по мультиоперации g(x1, . . . , xn), принадлежащей T ∗−
0∗,11, в мно-

жестве T ∗
0∗,11 выбираются мультиоперации g′(x1, . . . , xn) и g′′(x1, . . . , xn)

так, чтобы было справедливо равенство g = s(f6, g
′, g′′). □

Лемма 18. Если для f(x, y) выполняется f(0, 0) = ∗, f(0, 1) ∈ {−, 0, 1},
f(1, 1) = ∗, то
а) [T 2

01 ∪ T ∗−
00,1∗ ∪ {f}] = T 2

01 ∪ T ∗−
00,1∗ ∪ T ∗−

0∗,1∗;
б) [T 2

01 ∪ T ∗−
0∗,11 ∪ {f}] = T 2

01 ∪ T ∗−
0∗,11 ∪ T ∗−

0∗,1∗.

Доказательство. a) Из f и мультиопераций множества T 2
01 для любого

n ∈ N можно построить n-местную мультиоперацию u = (∗11 . . . 11∗).
Пусть g(x1, . . . , xn) ∈ T ∗−

0∗,1∗. В множестве T ∗−
00,1∗ найдется мультиопера-

ция h(y, x1, . . . , xn) такая, что для любого набора α̃ ∈ En
2 выполняется

g(α̃) = h(1, α̃). И тогда g = s(h, u, x1, . . . , xn).
Случай б) рассматривается аналогично. □

Лемма 19. Если f(x) такова, что f(0) = ∗, f(1) = − или 0, то [T 2
01 ∪

T ∗−
0∗,11 ∪ {f}] = T 2

01 ∪ T ∗−
0∗,11 ∪ T ∗−

0∗ .

Доказательство. Рассмотрим случай f = (∗0). Из f и мультиопераций
множества T 2

0,1 можно для любого n ∈ N построить мультиоперацию
f1(x1, . . . , xn) = (∗0 . . . 0).
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Для любой мультиоперации g(x1, . . . , xn) ∈ T ∗−
0∗ в множестве T ∗−

0∗,11
найдется мультиоперация g1(y, x1, . . . , xn) такая, что для любого набо-
ра α̃ ∈ En

2 выполняется g1(0, α̃) = f(α̃). И тогда справедливо g =
s(g1, f1, x1, . . . , xn).

Пусть теперь f = (∗−). Сведем этот случай к разобранному. Пусть
h1 = (0001). Суперпозиция s(h1, f, h1) задает мультиоперацию h2(x, y) =
(∗0 ∗−), а суперпозиция s(h1, f, x) определяет мультиоперацию (∗0). □

Заменив в приведенном доказательстве мультиоперации на двойствен-
ные, получим доказательство следующей леммы.

Лемма 20. Если f(x) такова, что f(1) = ∗, f(0) = − или 1, то [T 2
0,1 ∪

T ∗−
00,1∗ ∪ {f}] = T 2

0,1 ∪ T ∗−
00,1∗ ∪ T ∗−

1∗ .

Лемма 21. Если набор β из (4) непосредственно предшествует набору
β′ из (4), то T 2

01∪X∗ ·βt предполон в T 2
01∪X∗ ·β′t и T ∗

01∪X∗ ·βt предполон
в T ∗

01 ∪X∗ · β′t.

Доказательство. Доказательство следует из лемм 6, 7, 16, 17, 18, 19, 20
в соответствии со схемой на рис. 2. □
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Рис. 2. Схема доказательства леммы 21
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Лемма 22. Если A,B,A∪C,B∪C – клоны и A предполон в B,то A∪C
предполон в B ∪ C.

Доказательство. Пусть f ∈ (B ∪ C) \ (A ∪ C), тогда f ∈ B, f /∈ A.
Пусть мультиоперация g ∈ B ∪ C.
Если мультиоперация g ∈ B, то g представима суперпозициями, по-

строенными из мультиоперации f и мультиопераций, принадлежащих
A, т. е. может быть получена суперпозициями мультиопераций, принад-
лежащих A ∪ C.

Если g ∈ C, то g ∈ A ∪ C.
Таким образом, любая мультиоперация, принадлежащая B ∪C, пред-

ставима суперпозициями, построенными из мультиопераций, принадле-
жащих A ∪ C и мультиоперации f ∈ (A ∪ C) \ (B ∪ C). □

4 Основной результат

Лемма 23. Интервалы I(T 2
01, T

−
01∪T ∗−

1,∗ ∪T ∗−
0,∗ ) и I(T ∗

01, T
∗−
01 ∪T ∗−

1,∗ ∪T ∗−
0,∗ )

содержат по 42 клона.

Доказательство. Рассмотрим интервал I(T 2
01, T

−
01∪T ∗−

1,∗ ∪T ∗−
0,∗ ). По лемме

12 имеем |I(T 2
01, T

2
01 ∪ T ∗

1,∗ ∪ T ∗
0,∗)| = 12 и |I(T−

01, T
−
01 ∪ T ∗−

1,∗ ∪ T ∗−
0,∗ )| = 12.

Между двумя этими интервалами находится 18 клонов по леммам 14,
15, 21. То, что других клонов нет, следует из лемм 13, 22.

Для интервала I(T ∗
01, T

∗−
01 ∪T ∗−

1,∗ ∪T ∗−
0,∗ ) рассуждения повторяются. □

Интервал I(T 2
01, T

−
01 ∪ T ∗−

1,∗ ∪ T ∗−
0,∗ ) представлен на рис. 3.

Лемма 24. [T 2
01 ∪ {(0 ∗ −1)}] = T ∗−

01

Доказательство. Пусть h(x, y) = (0 ∗−1). f(x1, . . . , xn) ∈ T ∗−
01 построим

мультиоперации f ′ и f ′′, принадлежащие T 2
01:

f ′(α1, . . . , αn) =

{
0, если f(α1, . . . , αn) ∈ {0, ∗};
1, иначе

f ′′(α1, . . . , αn) =

{
0, если f(α1, . . . , αn) ∈ {0,−};
1, иначе

И тогда f = s(h, f ′, f ′′) □

Лемма 25. Пусть некоторый клон K такой, что T 2
01 ⊆ K, не нахо-

дится в интервале I(T 2
01, T

−
01 ∪ T ∗−

1,∗ ∪ T ∗−
0,∗ ). Тогда T 2

0 ⊆ K или T 2
1 ⊆ K

или T ∗
01 ⊆ K или T ∗−

01 ⊆ K .

Доказательство. Пусть некоторый клон K не находится в интервале
I(T 2

01, T
−
01∪T ∗−

1,∗ ∪T ∗−
0,∗ ). Это означает, что ему принадлежит мультиопера-

ция f(x1, . . . , xn) такая, что отождествлением переменных из нее можно
получить одну из следующих мультиопераций зависящих от одной пе-
ременной (00), (11), (10), (−0), (0−), (−1), (1−), (−−). А это означает, что



О МУЛЬТИКЛОНАХ, СОДЕРЖАЩИХ КЛОН T01 1579

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

T 2
01 ∪ T ∗

00,1∗ ∪ T ∗
0∗,1∗

T 2
01 ∪ T ∗

1∗ ∪ T ∗
0∗

T 2
01

T 2
01 ∪ T ∗

00,1∗ ∪ T ∗
0∗,11 ∪ T ∗

0∗,1∗

T 2
01 ∪ T ∗

00,1∗

T 2
01 ∪ T ∗

0∗,1∗

T 2
01 ∪ T ∗

1∗

T 2
01 ∪ T ∗

0∗,11 ∪ T ∗
1∗

T 2
01 ∪ T ∗

0∗,11 ∪ T ∗
0∗,1∗

T 2
01 ∪ T ∗

0∗,11

T 2
01 ∪ T ∗

0∗

T 2
01 ∪ T ∗

00,1∗ ∪ T ∗
0∗

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

T−
01 ∪ T ∗−

00,1∗ ∪ T ∗−
0∗,11 ∪ T ∗−

0∗,1∗

T−
01 ∪ T ∗−

1∗ ∪ T ∗−
0∗

T−
01

T−
01 ∪ T ∗−

00,1∗ ∪ T ∗−
0∗,1∗

T−
01 ∪ T ∗−

0∗,1∗

T−
01 ∪ T ∗−

00,1∗

T−
01 ∪ T ∗−

1∗

T−
01 ∪ T ∗−

0∗,11 ∪ T ∗−
1∗

T−
01 ∪ T ∗−

0∗,11 ∪ T ∗−
0∗,1∗

T−
01 ∪ T ∗−

0∗,11

T−
01 ∪ T ∗−

0∗

T−
01 ∪ T ∗−

00,1∗ ∪ T ∗−
0∗

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

T
2
01
∪ T

∗−
00
,1
∗

T
2
01
∪ T

∗−
0∗,

1∗

T
2
01
∪ T

∗−
1∗

T
2
01
∪ T

∗−
1∗
∪ T

∗−
0∗

T
2
01
∪ T

∗
00
,1
∗
∪ T

∗−
0∗,

1∗

T
2
01
∪ T

∗−
00
,1
∗
∪ T

∗−
0∗,

1∗

T
2
01
∪ T

∗−
0∗,

11
∪ T

∗−
1∗

T
2
01
∪ T

∗
00
,1
∗
∪ T

∗
0∗,

11
∪ T

∗−
0∗,

1∗

T
2
01
∪ T

∗−
00
,1
∗
∪ T

∗
0∗,

11
∪ T

∗−
0∗,

1∗

T
2
01
∪ T

∗−
00
,1
∗
∪ T

∗−
0∗,

11
∪ T

∗−
0∗,

1∗

T
2
01
∪ T

∗
0∗,

11
∪ T

∗−
1∗

T
2
01
∪ T

∗−
0∗,

11

T
2
01
∪ T

∗−
0∗

T
2
01
∪ T

∗−
0∗,

11
∪ T

∗−
0∗,

1∗

T
2
01
∪ T

∗
0∗,

11
∪ T

∗−
0∗,

1∗

T
2
01
∪ T

∗
00
,1
∗
∪ T

∗−
0∗

T
2
01
∪ T

∗−
00
,1
∗
∪ T

∗−
0∗

T
2
01
∪ T

∗
00
,1
∗
∪ T

∗−
0∗,

11
∪ T

∗−
0∗,

1∗

Рис. 3. Интервал I(T 2
01, T

−
01 ∪ T ∗−

1,∗ ∪ T ∗−
0,∗ )

T 2
0 содержится в K или T 2

1 содержится в K, так как любая из получив-
шихся мультиопераций позволяет получить константу 0 или 1.

И осталось рассмотреть случай, когда отождествлением переменных
из f можно получить мультиоперацию (0∗α1) (α ∈ {∗,−}). Если α = −,
то по лемме 24 получим, что T ∗−

01 ⊆ K. Для α = ∗ из доказательства
этой же леммы получаем, что T ∗

01 ⊆ K. □

Аналогично доказывается следующая лемма.

Лемма 26. Пусть некоторый клон K такой, что T 2
01 ⊆ K, не нахо-

дится в интервале I(T ∗
01, T

∗−
01 ∪ T ∗−

1,∗ ∪ T ∗−
0,∗ ). Тогда T 2

0 ⊆ K или T 2
1 ⊆ K.
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Теорема 1. Интервал I(T 2
01,M) содержит 108 клонов.

Доказательство. Пусть K— клон, такой, что T 2
01 ⊆ K. Если f ∈ K \T 2

01,
то отождествлением переменных у f можно получить одну из следую-
щих одноместных операций h1 − h15:

x h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8 h9 h10 h11 h12 h13 h14 h15
0 0 0 0 1 1 1 1 ∗ ∗ ∗ ∗ − − − −
1 0 ∗ − 0 1 ∗ − 0 1 ∗ − 0 1 − ∗

или одну из следующих двухместных операций h16 − h17
xy h16 h17
00 0 0
β1β2 ∗ −
11 1 1

, где (β1β2) ∈ {(01), (10)}.

Операции h3, h12 позволяют получить операцию h1, так как s(h3, h3) =
h1 и s(h12, h12) = h1. Но [T 2

01 ∪ {h1}] = T 2
0 , поэтому T 2

0 ⊆ K.
Аналогично, операции h7, h13 позволяют получить операцию h5. Но

[T 2
01 ∪ {h5}] = T1, поэтому T 2

1 ⊆ K.
Конъюнкция h4 и x возвращает операцию h1.
Конъюнкция h14 и x возвращает операцию h3.
Из леммы 4 следует, что [T 2

01 ∪{h8}] = T 2
01 ∪T ∗

0∗ и тогда T 2
01 ∪T ∗

0∗ ⊆ K.
Из леммы 5 следует, что [T 2

01 ∪ {h6}] = T 2
01 ∪ T ∗

1∗, т.е. T 2
01 ∪ T ∗

1∗ ⊆ K.
По лемме 6 имеем [T 2

01 ∪{h2}] = T 2
01 ∪T ∗

00,1∗, а значит T 2
01 ∪T ∗

00,1∗ ⊆ K,
а по лемме 7 — [T 2

01 ∪ {h9}] = T 2
01 ∪ T ∗

0∗,11, а значит T 2
01 ∪ T ∗

0∗,11 ⊆ K.
Случаи h11 и h15 сводятся к h9 и h2: e12(x, h11) = h9, e22(h15, x) = h2.
Если получена операция h10, то так как операция f ̸≡ ∗, то из f

можно получить двухместную операцию u(x, y) такую, что u(0, 0) = ∗,
u(1, 1) = ∗ и u(0, 1) ̸= ∗ или u(1, 0) ̸= ∗. По леммам 8 и 9 получаем,
что [T 2

01 ∪ {u}] = T 2
01 ∪ T ∗

0∗,1∗ или [T 2
01 ∪ {u}] = T 2

01 ∪ T ∗−
0∗,1∗, а значит

T 2
01 ∪ T ∗

0∗,1∗ ⊆ K или T 2
01 ∪ T ∗−

0∗,1∗ ⊆ K.
Лемма 3 говорит, что [T 2

01 ∪ {h16}] = T ∗
01, а значит T ∗

01 ⊆ K и [T 2
01 ∪

{h17}] = T−
01 и поэтому T−

01 ⊆ K.
Как известно [10], | I(T 2

0 ,M) |= 14 и | I(T 2
1 ,M) |= 14.

Клоны T 2
01 ∪ T ∗

0∗,1∗, T
2
01 ∪ T ∗

00,1∗, T 2
01 ∪ T ∗

0∗,11 и T−
01 лежат в интервале

I(T 2
01, T

−
01 ∪ T ∗−

1,∗ ∪ T ∗−
0,∗ ) мощность которого равна 42.

Клон T ∗
01 лежит в интервале I(T ∗

01, T
∗−
01 ∪T ∗−

1∗ ∪T ∗−
0∗ ), мощность которого

также равна 42.
Учитывая, что клоны O, O∗, H, M принадлежат I(T 2

0 ,M) и I(T 2
1 ,M),

всего получим 108 клонов. То, что нет других клонов, следует из лемм
25, 26. □

На рис. 4 представлен общий вид интервала I(T 2
01,M), разбитого на

6 блоков. Клоны, входящие в блоки, представлены на рис. 5, 6, 7.
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Рис. 4. Общий вид интервала I(T 2
01,M)
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Рис. 5. Клоны блоков I, IV

5 Заключение

В работе показана конечность интервала между клоном булевых опе-
раций, сохраняющих 0 и 1, и клоном всех мультиопераций при исполь-
зовании I-суперпозиции. Следующим шагом авторы видят полную ха-
рактеристику интервалов, содержащих клоны максимальных булевых
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Рис. 6. Клоны блоков III, VI
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Рис. 7. Клоны блоков II, V

операций, аналогичную приведенной в [3] для клонов частичных опера-
ций.
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