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Abstract: The paper analyzes the ill-posedness of the Cauchy
problem with data on a part of the boundary for partial differential
equations. The variants of the boundaries of the region (time-like,
characteristic, space-like) are considered, in which the Cauchy data
on the part of the boundary are interconnected. The conditions
are obtained, the violation of which leads to instability of the
continuation problem.
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1 Введение

Термин “задача продолжения” относится к двум основным (во многом
взаимосвязанным) направлениям исследований:

(1) Аналитическое продолжение функций с ограниченной области
(например, мнимого времени на полную комплексную плоскость).

Kabanikhis S.I., Shishlenin M.A. Analysis of Cauchy data in ill-posed
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(2) Численное продолжение решений уравнений с данными на ча-
сти границы (геофизика, ультразвуковая томография, нелиней-
ные волны).

(1). Задача продолжения функций имеет давнюю историю, начиная
с XVIII века. Идея продолжения функции восходит к Эйлеру (изучение
расходящихся рядов и специальных функций). Продолжение функций
понималось как распространение их свойств и формул за пределы ис-
ходных областей определения, например, обобщение дискретных рядов
до непрерывных функций или распространение их свойств с действи-
тельных чисел на комплексные. В XIX веке Риман и Вейерштрасс фор-
мализовали аналитическое продолжение в комплексном анализе: если
функция аналитична в некоторой области, то её можно однозначно рас-
пространить на более широкую область, даже если исходный ряд расхо-
дится.

Определение 1. Пусть области D1 ⊂ D2 ⊂ C, функции f1 и f2 голо-
морфны в областях D1 и D2 соответственно и f1 = f2 на D1. Тогда f2
называется аналитическим продолжением f1 с D1 на D2.

Бывает, что вместо D1 исходная функция f0 задана на интервале
или луче I ⊂ R:

f0 : I → C или R.
Ищется область D2 ⊃ I и функция f2 ∈ O(D2) такая, что

f2 = f0 на I.

В физике аналитическое продолжение стало ключевым инструментом
в XX веке благодаря квантовой теории поля и статистической механике
[38].

(2). Задача продолжения в ультразвуковой томографии (УЗТ) пони-
мается как численное решение волнового уравнения с данными на части
границы области. УЗТ появилась в 1970-х—1980-х годах наряду с до-
стижениями компьютерной томографии. С начальными теоретическими
результатами по задачам продолжения решений уравнений математиче-
ской физики можно познакомится в работах М.М. Лаврентьева, В.Г.
Романова, С.П. Шишатского [8, 9, 10], а с современным обзором теории
задачи продолжения можно познакомиться в работах В.Г. Романова, см.
статьи [16, 17, 28, 29], а также имеющиеся там ссылки.

Задача Коши для уравнения Лапласа (задача продолжения) является
одной из некорректных задач, имеющих большое практическое значение.
Например, эта задача возникает в горной инженерии для интерпретации
гравитационных и магнитных полей (М.М. Лаврентьев, Л.Я. Савельев,
1999, [14]). Для определения местоположения подповерхностных неодно-
родностей необходимо предварительно определить аномальное гравита-
ционное поле на глубине, используя измеренные на поверхности геофи-
зические данные.
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Во многих обратных задачах искомые неоднородности располагаются
на определенной глубине под слоем среды с известными параметрами
(в геофизике это, как правило, либо однородные, либо слоистые сре-
ды). В этом случае возможность хотя бы приближенно решать задачу
продолжения геофизических полей от поверхности земли к месту рас-
положения неоднородностей становится важным инструментом в руках
специалиста-практика.

Первые результаты, связанные с построением эффективного алгорит-
ма решения задачи Коши для уравнения Лапласа, опубликованы М.М.
Лаврентьевым (1956, [2]). Основываясь на формуле Карлемана, М.М.
Лаврентьев (1957, [3]) предложил несколько эффективных методов ре-
шения задачи в классе ограниченных функций, а для пространствен-
ной задачи были получены оценки, характеризующие их устойчивость
в классе ограниченных решений. A.P. Calderón (1958, [4]) доказал тео-
рему единственности для эллиптического оператора второго порядка с
гладкими коэффициентами в ограниченной области. F. John (1960, [5])
исследовал устойчивость решений задач Коши для эллиптических и ги-
перболических уравнений. Заметим, что в работах М.М. Лаврентьева
(1956, [2]) и А.Н. Тихонова (1965, [7]) задача Коши для уравнения Ла-
пласа сведена к интегральному уравнению первого рода.

В.А. Козлов и др. (1991, [12]) предложили метод решения задачи Ко-
ши для эллиптических уравнений, основанный на итерационной проце-
дуре, которая представляет собой последовательное решение коррект-
ных смешанных краевых задач для исходного уравнения. Одним из пре-
имуществ этого метода является то, что он сохраняет исходное уравне-
ние. Была доказана сходимость метода и его регуляризующие свойства,
полученные путем выбора соответствующих граничных условий. С.И.
Кабанихин и А.Л. Карчевский (1995, [13]) свели некорректную задачу
Коши для уравнения Лапласа к обратной задаче: восстановить гранич-
ное условие на недоступной части границы. Обратная задача решена ме-
тодом соответствующего целевого функционала. V.N. Titarenko и A.G.
Yagola (2002, [15]) исследовали задачу Коши для двумерного уравне-
ния Лапласа при условии, что точное решение принадлежит компакт-
ному множеству. Задача решается как операторное уравнение, найдены
погрешности оператора и правой части при условии, что решение при-
надлежит множествам монотонных, выпуклых функций или функций с
константой Липшица. G. Alessandrini и др. (2009, [18]) исследовали зада-
чу продолжения решения эллиптического уравнения для системы Ламе.
В.Г. Романов (2005, 2006, [16, 17]) исследовал задачу Коши для гипер-
болического уравнения второго порядка с данными на времениподобной
поверхности и получил оценку устойчивости. D.N. Hao и др. (2010, [19])
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исследовали задачу Коши для линейных уравнений в частных производ-
ных общего эллиптического типа второго порядка. Методом сопряжен-
ных градиентов минимизируется функционал дискретной постановки за-
дачи на основе интерполяции с использованием метода конечных разно-
стей или граничных элементов. S.I. Kabanikhin и др. (2013, [20]) постро-
ены в явном виде и проанализированы сингулярные числа оператора за-
дачи продолжения для уравнения Гельмгольца с комплексным волновым
числом. S.I. Kabanikhin и др. (2014, [21]) провели сравнительный анализ
численных методов регуляризации дискретной постановки задачи про-
должения для уравнения Гельмгольца. D. Maxwell (2014, [23]) показал,
что итерационный метод Козлова–Мазьи–Фомина может быть перефор-
мулирован в виде итераций Ландвебера. M. Klibanov (2015, [24, 25]) при-
менил весовые функции Карлемана в функционале Тихонова для обос-
нования строго гарантированной сходимости численных методов реше-
ния некорректных задач Коши для уравнений второго порядка в част-
ный производных. D.N. Hao и др. (2018, [26]) представили концепцию
“очень слабого” решения задачи Коши для эллиптических уравнений.
Задача Коши упорядочивается с помощью корректной нелокальной кра-
евой задачи, решение которой также понимается в очень слабом смыс-
ле. Для решения нелокальной краевой задачи предлагается устойчивая
конечно-разностная схема, которая затем применяется для регуляриза-
ции задачи Коши. C. Liu и др. (2018, [27]) предложили новый двухэтап-
ный метод решения трехмерного уравнения Пуассона в произвольной
ограниченной области на основе представления частного и однородного
решения. J. Cheng и др. (2022, [32]) исследовали задачу продолжения
решений эллиптических и параболических уравнений, ограниченных на
гиперплоскости, при некоторых условиях симметрии коэффициентов, и
получили оценки устойчивости. Q. Huang и др. (2023, [31]) исследовали
задачу Коши о восстановлении как граничного условия, так и потока
на недоступной границе по данным Дирихле и Неймана, измеренным на
доступной границе, на основе регуляризации Тихонова и регуляризован-
ной формулировки. M. Botchev и др. (2023, [30]) провели сравнительный
анализ метода горизонтальной диагонализации и подгонки (МГДП) с
итерациями Ландвебера для трехмерной задачи Коши для уравнения
Пуассона. МГДП дискретизирует горизонтальные переменные и преоб-
разует трехмерную задачу в серию несвязанных одномерных задач в
вертикальном измерении, что значительно уменьшает размерность за-
дачи. Показано, что количество одномерных задач является парамет-
ром регуляризации. Y. Chen и др. (2023, [34]) получили оценку условной
устойчивости. Гармоническая мера использована в качестве индикатор-
ной функции для точной оценки уклонения численного решения для
нахождения подобласти, где локальная скорость сходимости превышает
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определенный порядок. С.Б. Сорокин (2024, [37]) предложил прямой ме-
тод численного решения задачи Коши для уравнения Лапласа в прямо-
угольной области, основанный на разложении искомого решения по соб-
ственным функциям разностного аналога оператора Лапласа. Y. Chen
и др. (2024, [36]) исследовали единственность задачи продолжения для
уравнений Гельмгольца на сфере. Доказана оценка условной устойчиво-
сти типа Гельдера. Y. Dai и др. (2025, [39]) исследовали нейросетевой
метод решения задач оптимального управления для линейных и полу-
линейных эллиптических задач. A. Bukhgeim и др. (2025, [40]) получили
новые оценки устойчивости задач продолжения решений эллиптических
уравнений по данным на конечных дискретных множествах с исполь-
зованием оценок типа Карлемана–Хӧрмандера. E. Burman и др. (2025,
[45]) исследовали обратную граничную задачу для нелинейного урав-
нения в частных производных, на основе сжатия граничных данных с
использованием ортогонального разложения и идентификации нелиней-
ной малоранговой структуры с использованием автоэнкодера. E. Burman
и др. (2025, [46]) исследовали численные аппроксимации некорректных
эллиптических задач с условной устойчивостью. B. Kaltenbacher и др.
(2025, [43]) исследовали задачу Коши для уравнения Лапласа с помо-
щью замены производных дробными и метода квазиообращения.

Более детальный обзор полученных научных результатов можно най-
ти в работах [22, 24, 41, 42].

В данной статье мы рассмотрим относительно редко затрагиваемый
вопрос о взаимосвязи данных Коши на части границы. Начнем с оче-
видных и известных фактов, связанных с функцией Грина, и исследуем
влияние взаимосвязи данных Коши на неустойчивость задачи продол-
жения.

2 Примеры некорректных задач продолжения

Задача продолжения решения с части границы была одной из первых,
на возможную некорректность которой обратили внимание математики.
Ж. Адамар (1923, [1]) привел пример последовательности решений за-
дачи Коши для уравнения Лапласа:

uxx + uyy = 0, (1)

u|x=0 =
1

n
sin(ny), ux|x=0 = 0. (2)

Решение задачи (1), (2) имеет вид

u(x, y) =
1

n

enx + e−nx

2
sin(ny). (3)

Видно, что данные Коши (2) убывают, а решение (3) неограниченно рас-
тет при стремлении параметра n к бесконечности.
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Это же свойство имеет задача Коши для гиперболического уравнения
с данными на времениподобной поверхности x = 0:

utt = uxx + uyy, (4)

u|x=0 =
1

n
cos(

√
2ny) cos(nt), ux|x=0 = 0, (5)

решение которой дается формулой:

u(x, y, t) =
1

n

enx + e−nx

2
cos(

√
2ny) cos(nt). (6)

На некорректность второй задачи обратил внимание Р.Курант (1964,
[6]), но уже по другому поводу. Доказав теорему единственности реше-
ния задачи (4)—(6) восстановления u(x, y, t) по данным Коши (5), (6),
он отметил “the peculiar circumstances”, что данные Коши, точнее, функ-
ция f(y, t) = u(0, y, t), обладает свойством, аналогичным аналитичности.
Точнее говоря, эта функция однозначно определяется в области (см.
Рис. 1) своими значениями в полосе (−ε, ε) × (0, T ) при сколь угодно
малом положительном ε.

Рис. 1. Данные Коши

В данной работе мы покажем, что на корректность такого рода задач
влияют свойства начальных данных.

3 Анализ данных двумерной задачи продолжения для
гиперболического уравнения

Для выяснения взаимосвязи данных Коши задачи продолжения мы
сначала используем известные формулы для явного решения некоторых
задач.
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3.1. Рассмотрим прямую задачу [11]:

utt = uxx + uyy − a2u, x ∈ (0, L), y ∈ (0, π), t ∈ (x, 2L− x); (7)
u|x=0 = g0(y, t), ux|x=0 = g1(y, t), (8)

u|y=0 = u|y=π = 0. (9)

Пусть

u(x, y, t) =

∞∑
m=1

u(m)(x, t) sin(my).

Рассмотрим последовательность прямых задач для коэффициентов Фу-
рье:

∂2u(m)

∂t2
=

∂2u(m)

∂x2
− (m2 + a2)u(m)(x, t), |m| ≤ N ;

u(m)
∣∣∣
x=0

= g
(m)
0 (t),

∂u(m)

∂x

∣∣∣
x=0

= g
(m)
1 (t).

Здесь

g0(y, t) =

∞∑
m=0

g
(m)
0 (y) sin(my), g1(y, t) =

∞∑
m=0

g
(m)
1 (y) sin(my).

u(m)(x, t) =
1

2
[g

(m)
0 (t+ x) + g

(m)
0 (t− x)]+

+
1

2

t+x∫
t−x

g
(m)
1 (τ)dτ +

c2

2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

u(m)(ξ, τ)dτdξ.

Обозначим

g(m)(x, t) =
1

2
[g

(m)
0 (t+ x) + g

(m)
0 (t− x)] +

1

2

t+x∫
t−x

g
(m)
1 (τ)dτ. (10)

Тогда

|u(m)(x, t)| ≤ |g(m)(x, t)|+ c2

2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

|u(m)(ξ, τ)|dτdξ ≤

≤ |g(m)(x, t)|+ c2

2

x∫
0

ξ∫
0

||u(m)(ξ, τ)||dτdξ ≤ c2
eαx

α2
||u(m)||α(x).

Здесь c2 = m2 + α2, α2 > c2,

||u(m)||(x) = sup
τ∈[x,L−x]

|u(m)(x, τ)|,

||u(m)||α(x) = sup
ξ∈[0,x]

{||u(m)||(ξ)e−αξ}, α > 0,
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sup
ξ∈[0,x],τ∈[x,L−x]

|u(m)(ξ, τ)| = ||u(m)||C(x).

Откуда имеем следующую оценку

e−αx||u(m)||C(x) ≤ ||u(m)||α(x). (11)

Получаем, что

||u(m)||α(x) ≤ ||g(m)||α(x) + c2
eαx

α2
||u(m)||α(x).

Положим α > c, тогда

||u(m)||α ≤ α2

α2 − c2
||g(m)||α (12)

3.2. Перейдем к анализу двумерной задачи (7)–(9).
Используя оценку (12) получим

||u(m)||α ≤ α2

α2 − c2
||g(m)||α.

В силу (11) получим

||u(m)||C(x) ≤ eαx
α2

α2 − c2
||g(m)||C(x)

Сходимость ряда
∞∑

m=1

||g(m)||Ceαx
α2

α2 − c2
,

из которого следует достаточное условие существование и единствен-
ность решения задачи продолжения (7)–(9) и данные Коши g0(y, t) и
g1(y, t), точнее на взаимосвязь их коэффициентов Фурье.

В силу (10), то мы получаем, что для существования единственного
решения задачи продолжения достаточно того, чтобы ряд

∞∑
m=1

||g(m)(x, t)||Ceα
2+m2

сходился. Это накладывает очевидные условия на взаимосвязи данных
Коши задачи продолжения (7)–(9).

4 Взаимосвязи данных Коши задачи продолжения для
эллиптического уравнения

4.1. Рассмотрим задачу

uxx + uyy = 0, x > 0, y ∈ (0, π);

u
∣∣
x=0

= g0(y), ux
∣∣
x=0

= g1(y);

u|y=0 = u|y=π = 0.
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Решение данной задачи будем искать в виде ряда Фурье:

u(x, y) =

∞∑
m=0

u(m)(x) sin(my).

Получим следующее соотношение на коэффициенты Фурье:

u(m)′′(x)−m2u(m) = 0, (13)

u(m)(0) = g
(m)
0 , u(m)′(0) = g

(m)
1 . (14)

Здесь

g0(y) =
∞∑

m=0

g
(m)
0 sin(my), g1(y) =

∞∑
m=0

g
(m)
1 sin(my).

Общее решение уравнения (13) имеет вид

u(m)(x) = C1e
mx + C2e

−mx

Учитывая начальные условия (14), получим следующие соотношения

g
(m)
0 = C1 + C2, g

(m)
1 = C1m− C2m.

Откуда находим, что

C1 =
g0
2

+
g1
2m

, C2 =
g0
2

− g1
2m

.

Тем самым

u(m)(x) =
[g0
2

+
g1
2m

]
emx +

[g0
2

− g1
2m

]
e−mx.

Получаем следующее условие

g0m+ g1 = 0

или
(g0m+ g1)e

mx ≤ const.

Данное условие гарантирует, что решение на бесконечности не убывает
и дает условие на данные Коши для задачи продолжения.

4.2. Рассмотрим для примера задачу продолжения решения с окруж-
ности в область a < r, a > 1, |r| = a

urr +
1

r
ur +

1

r2
uφφ = 0, (15)

u(0, φ) = g0(φ) =
∑
n

g
(n)
0 einφ, (16)

ur(0, φ) = g1(φ) =
∑
n

g
(n)
1 einφ. (17)

Метод разделения переменных: ищем решение в виде

u(r, φ) = R(r)Φ(φ).

Решение задачи
Φ′′(φ) + n2Φ = 0,
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Φ(φ+ 2π) = Φ(φ),

Φn(φ) = Cne
inφ.

Решение задачи

r2R′′ + rR′ − n2R = 0.

R0(r) = a0 ln r + b0

Rn(r) = anr
n + bnr

−n, n = 1, 2, . . .

Ищем ограниченные при r → ∞ решение задачи Коши (15)–(17):

u(r, φ) =

∞∑
n=1

(
αnr

n + βnr
−n

)
sinnφ,

u(a, φ) =

∞∑
n=1

(
αna

n + βna
−n

)
sinnφ, (18)

ur(a, φ) =
∞∑
n=1

(
αnna

n−1 − βnna
−n−1

)
sinnφ. (19)

С учётом (16) и (17): получаемαna
n + βna

−n = g
(n)
0 ,

αnna
n−1 + βn(−n)a−n−1 = g

(n)
1 .

Решаем систему (18), (19):

{
αna

n + βna
−n = g

(n)
0 ,

αna
n−1 − βna

−n = a
ng

(n)
1 .

Откуда находим, чтоαn = 1
2a

−n
(
g
(n)
0 + a

ng
(n)
1

)
,

βn = 1
2a

n
(
g
(n)
0 − a

ng
(n)
1

)
.

Отсюда получаем связь g
(n)
0 и g

(n)
1 , при которой решение ограничено при

r → ∞.
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Задача продолжения и нейронные сети

В данном разделе мы остановимся на некоторых подходах к числен-
ному решению и регуляризации задачи продолжения.

M. Nechita (2023, [35]) исследовал численную аппроксимацию на осно-
ве нейронных сетей, основанных на физике (PINNs), задачи продолже-
ния решения для уравнения Гельмгольца. Используя условную устойчи-
вость задачи, получена оценка погрешности PINNs. Численные расче-
ты двумерной задачи показали, что для получения PINNs, устойчивых
к частоте, для решения обратных задач для уравнением Гельмгольца,
необходимы более сложные методы.

Отметим пример задачи Коши для уравнения Гельмгольца:
∆u+ k2u = 0 in Ω := (0, 1)× (0, 1),

u(x, 0) = 0 for x ∈ [0, 1],

uy(x, 0) = sin(nx) for x ∈ [0, 1],

Для n > k решение имеет вид:

u(x, y) =
1√

n2 − k2
sin(nx) sinh(

√
n2 − k2y).

Для n = k:

u(x, y) = sin(kx)y.

Для n < k решение имеет вид:

u(x, y) =
1√

k2 − n2
sin(nx) sin(

√
k2 − n2y).

Отметим, что если n больше k, то задание произвольных данных Ко-
ши приводит к экспоненциальному росту решения.

K. Ito и др. в работе (2025, [44]) предложили итерационный метод пря-
мой выборки для решения нелинейных эллиптических обратных задач
на основе ограниченного числа пар данных Коши. Этот метод применим
к широкому классу эллиптических обратных задач. Численные экспери-
менты по электроимпедансной томографии, оптической томографии и
электрофизиологии сердца подтверждают его эффективность и надёж-
ность, особенно благодаря повышению точности определения местопо-
ложения и формы неоднородностей в условиях сильного шума. Метод
прямой выборки получил широкое признание благодаря возможности
работы с малым количеством данных Коши.

Y. Chen ит др. (2025, [47]) предложили численный метод, основанный
на обучении, для нахождения решения задачи :{

∆u(x) + k2u(x) = 0, x ∈ Ω,

u(x) = f(x), x ∈ ∂Ω,
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используя функцию Грина:{
∆G(x, y) + k2G(x, y) = δ(y − x), y ∈ Ω,

G(x, y) = 0, y ∈ ∂Ω.

Авторы использовали представление

u(x) =

∫
∂Ω

∂G(x, y)

∂n
f(y)dSy, x ∈ Ω,

а также метод регуляризации А.Н. Тихонова для построения оператора
прямой задачи. Ниже мы покажем, что данное представление позволяет
установить взаимосвязь данных Коши (функции и ее нормальной про-
изводной) на части границы.

M. Hanke и O. Scherzer (2025, [48]) исследовали устойчивость регуля-
ризации с помощью проекции для решения линейных обратных задач,
если прямой оператор задан неявно, с помощью некоторых обучающих
пар ввода–вывода.

Отметим, что аналогичный подход рассмотрен в работах С.И. Кабани-
хина (2023, [33]), S. Liu и др. (2025, [49]), в которых исследованы свойства
обучающих пар и вытекающие из этих свойств условия, при которых
линейная нейронная сеть либо может быть однозначно построена, либо
возможно построить некоторые комбинации параметров линейной ней-
ронной сети. Основная идея упомянутых работ заключается в сведении
задачи построения линейной нейронной сети к анализу корректности си-
стем линейных алгебраических уравнений.

5 Заключение

В работе рассматривается некорректность задач продолжения с точ-
ки зрения задания данных на части границы. Проведен анализ некор-
ректности задачи Коши с данными на части границы для уравнений в
частных производных.
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