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Ïîñâÿùàåòñÿ 85-ëåòèþ àêàäåìèêà Âëàäèìèðà Ãàâðèëîâè÷à Ðîìàíîâà

Abstract: The inverse problems for a two-dimensional model of
magnetostatics arising in the development of design technologies
of devices for material body cloaking are considered. It is assumed
that the cloaking devices to be designed consist of a �nite number
of concentric annular layers �lled with homogeneous anisotropic
or isotropic media. The optimization technology is developed by
which the mentioned inverse problems are reduced to �nite-dimen-
sional extremum problems. The role of controls in them is played
by the magnetic permeabilities of the individual layers that compo-
se the designed device. For their numerical solution, the algorithm
based on the particle swarm optimization method is used. Impor-
tant properties of optimal solutions are established, one of which
is the bang-bang property in the case when all separate layers are
isotropic. It is shown on the basis of computational experiments
that cloaking devices designed using the developed optimization
technology have simplicity of technical implementation and the
highest e�ciency in the class of devices under consideration.

Alekseev, G.V., Spivak, Yu.E., Optimization analysis of the cloaking

problems for a 2D model of magnetostatics.
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1 Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ àêòóàëüíûì â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè îñòàåòñÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ðàçðàáîòêîé ñïåöèàëüíûõ
ñòðóêòóð, èñïîëüçóåìûå äëÿ óïðàâëåíèÿ ôèçè÷åñêèìè ïîëÿìè â ñïëîø-
íûõ ñðåäàõ. Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ ìàñêè-
ðîâî÷íûå èëè ýêðàíèðóþùèå îáîëî÷êè, ñëóæàùèå äëÿ ìàñêèðîâêè èëè
ýêðàíèðîâàíèÿ ïîìåùåííûõ âíóòðü íèõ ìàòåðèàëüíûõ òåë îò èõ îáíà-
ðóæåíèÿ ñ ïîìîùüþ âîëíîâûõ èëè ñòàòè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé. Â
ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ â ýòîé îáëàñòè [1, 2, 3, 4] áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä,
íàçâàííûé transformation optics (TO), äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ýëåêòðîìàã-
íèòíîé ìàñêèðîâêè, êîòîðûé äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿð-
íûì ìåòîäîì ìàñêèðîâêè. Äàëåå, â ðàáîòå [5], îïóáëèêîâàííîé â 2007
ã., TO áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àêóñòè÷åñêîé ìàñêèðîâêè, à ñ
2008 ã. îí ñòàë ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëü-
íûõ òåë îòíîñèòåëüíî ñòàòè÷åñêèõ (òåïëîâûõ, ìàãíèòíûõ è ýëåêòðè÷å-
ñêèõ) ïîëåé (ñì. [6, 7, 8, 9, 10, 11]). Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ïîñòà-
íîâêàì çàäà÷ àêóñòè÷åñêîé ìàñêèðîâêè è èõ ðåøåíèþ áûë ïðåäëîæåí
â ðàáîòàõ [12, 13, 14]. Ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
TO ìåòîäà ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàþò èäåàëüíûé ìàñêèðîâî÷íûé ýôôåêò
òîëüêî òåîðåòè÷åñêè, à â ïðàêòè÷åñêîì ïëàíå îíè ÿâëÿþòñÿ òåõíè÷åñêè
íåðåàëèçóåìûìè, ïîñêîëüêó îïèñûâàþò îòñóòñòâóþùèå â ïðèðîäå ìàòå-
ðèàëû ñ âåñüìà ýêçîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Òàê êàê çàäà÷è ìàñêèðîâêè,
êàê è çàäà÷è äèçàéíà, îòíîñÿòñÿ ê îáðàòíûì çàäà÷àì, íà÷èíàÿ ñ 2009
ã., íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè ñòàëè ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèçàé-
íà ìàñêèðîâî÷íûõ îáîëî÷åê ìåòîäû îïòèìèçàöèè (ñì. [15, 16]). Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî îïòèìèçàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, ðàçðà-
áîòàííûé â òðóäàõ àêàäåìèêà À.Í. Òèõîíîâà ïðè ñîçäàíèè èì ìåòîäà
ðåãóëÿðèçàöèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷ (ñì. äåòàëè â [17]), øèðîêî èñïîëü-
çóåòñÿ ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ìåòîä óñïåøíî ïðèìåíÿëñÿ
êàê ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå çàäà÷ ìàñêèðîâêè â [18, 19, 20, 21], òàê è
ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè óêàçàííûõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ìåòîäîâ òîïîëîãè÷åñêîé [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31] ëèáî
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè [32, 33, 34, 35, 36, 37, 38].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ ðåøå-

íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ìàñêèðîâêè äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè ìàãíèòîñòàòèêè,
îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè îïòèìèçàöèîííîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ
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îáðàòíûõ çàäà÷ è ìåòîäà ðîÿ ÷àñòèö [39, 40] â êà÷åñòâå ìåòîäà ÷èñëåí-
íîé îïòèìèçàöèè. Íà îñíîâå àíàëèçà ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ òåõíî-
ëîãèÿ ïîçâîëÿåò ïðîåêòèðîâàòü ìàãíèòíûå ìàñêèðîâî÷íûå èëè ýêðàíè-
ðóþùèå ñëîèñòûå îáîëî÷êè, îáëàäàþùèå íàèâûñøåé ýôôåêòèâíîñòüþ
â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå óñòðîéñòâ è ïðîñòîòîé òåõíè÷åñêîé ðåàëèçà-
öèè.
Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ íàïèñàíà ïî ìàòåðèàëàì äâóõ äîêëàäîâ, ñäåëàííûõ

àâòîðàìè íà äâóõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ, ñîñòîÿâøèõñÿ â ã. Íîâîñèáèð-
ñêå: XV ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Òåîðèÿ è ÷èñëåííûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷� (30.10�03.11.2023) è
�Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû îáðàòíûõ çàäà÷� (06.11�09.11.2023), ïîñâÿùåí-
íûõ 85-ëåòèþ àêàäåìèêà ÐÀÍ Â.Ã. Ðîìàíîâà.

2 Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé è îáðàòíûõ çàäà÷ ìàãíèòîñòàòèêè
íà ïëîñêîñòè

Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà ïðÿìóþ çàäà÷ó ìàãíèòîñòàòèêè, ðàññìàòðè-
âàåìóþ âî âñåé ïëîñêîñòè R2, çàïîëíåííîé îäíîðîäíîé ñðåäîé ñ ïîñòî-
ÿííîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ µ0 > 0. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â R2

çàäàíî ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå Ha = −∇Φa, îòâå÷àþùåå ìàãíèòíî-
ìó ïîòåíöèàëó Φa(x) = −Ha(r/b) cosφ, ãäå r, φ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû
òî÷êè x ∈ R2, Ha = const, b = const. . Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêèé ñöåíàðèé,
êîãäà â ïëîñêîñòü âíîñèòñÿ îáúåêò (Ω,µ), ãäå Ω � êîëüöî a < r < b, à µ
� ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, çàïîëíÿþùåé îáëàñòü Ω (ñì. ðèñ. 1).
Òîãäà ïîëå Φa èçìåíÿåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä Φ = Φa + Φs, ãäå Φs � âîç-
ìóùåíèå ïîëÿ Φa, âûçâàííîå âíåñåíèåì îáúåêòà (Ω,µ) â R2, íà êîòîðîå
ìû áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà ðàññåÿííûé ìàãíèòíûé îòêëèê.
×òîáû íàéòè ðàññåÿííûé îòêëèê Φs, íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðÿìóþ

çàäà÷ó ìàãíèòîñòàòèêè, îòâå÷àþùóþ îïèñàííîìó âûøå ôèçè÷åñêîìó
ñöåíàðèþ. Ââåäåì äâà ìíîæåñòâà:

Ω0 = {x ∈ R2 : |x| < a} è Ω∞
e = {x ∈ R2 : |x| > b}

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü Ω ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà M ýëåìåí-
òàðíûõ êîëåö (ñì. ðèñ. 2)

Ωm = {Rm−1 < r = |x| < Rm,m = 1,M,R0 = a,RM = b}
îäèíàêîâîé øèðèíû d = (b − a)/M . Êàæäîå èç íèõ çàïîëíåíî îäíî-
ðîäíîé àíèçîòðîïíîé (â îáùåì ñëó÷àå) ñðåäîé, ïîñòîÿííàÿ ìàãíèòíàÿ
ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîé µm, m = 1,M îïèñûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ òåíçîðîì µm = diag (µrm, µφm), ãäå µrm (ëèáî µφm)
� ðàäèàëüíàÿ (ëèáî òàíãåíöèàëüíàÿ) êîìïîíåíòà òåíçîðà µm.
Â äàëüíåéøåì äëÿ îïèñàíèÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäû, çàïîëíÿþ-

ùåé îáëàñòü Ω, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü 2M -ìåðíûé âåêòîð m = (µr1,
µφ1, ..., µrM , µφM ), ñîñòàâëåííûé èç êîìïîíåíò ìàãíèòíûõ ïðîíèöàåìî-

ñòåé âñåõ ñëîåâ Ωm, m = 1,M , ïðè÷åì íà ïàðó (Ω,m) áóäåì ññûëàòüñÿ
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à) á)

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ãåîìåòðèè çàäà÷è: à)
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå Ω îäíîñëîéíîé ìàãíèòíîé ìàñêèðî-
âî÷íîé îáîëî÷êè, èìåþùåé âèä áåñêîíå÷íî äëèííîãî öè-
ëèíäðà (á).

Ðèñ. 2. Ãåîìåòðèÿ ñëîèñòîé äâóìåðíîé ìàñêèðîâî÷íîé
îáîëî÷êè è ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå âíåøíåãî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ.

êàê íà ñëîèñòóþ ìàãíèòíóþ îáîëî÷êó. Ïðè ýòîì ñðåäó, çàïîëíÿþùóþ
îáëàñòü Ω, áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëî-
æèòåëüíîñòè êîìïîíåíò: µrm > µmin > 0, µφm > µmin > 0, m = 1,M .
Îíî ïðîèñòåêàåò èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ðàäèàëüíîé è òàíãåíöèàëüíîé
êîìïîíåíò µrm è µφm. Óñëîâèå äîïóñòèìîñòè ñðåäû, çàïîëíÿþùåé Ω, ýê-
âèâàëåíòíî ïðèíàäëåæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà m ñëåäóþùåìó
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îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó â R2M :

K = {m = (µr1, µφ1, ..., µrM , µφM ) ∈ R2M : 0 < µmin ≤ (µrm, µφm) ≤ µmax}.
(1)

Çäåñü çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû µmin è µmax îïðåäåëÿþò íèæ-
íþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû ìíîæåñòâà K.
Ìíîæåñòâî K ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó îïèñûâàåò ìíîæåñòâî

äîïóñòèìûõ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåä, çàïîëíÿþùèõ âñå
ñëîè Ωm îáëàñòè Ω. Â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå ìíîæåñòâî K ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê öèôðîâîé äâîéíèê ìíîæåñòâà âñåõ äîïóñòèìûõ êóñî÷íî-
îäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåä, çàïîëíÿþùèõ îáëàñòü Ω. Â ÷àñòíîì
ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé ñëîé Ωm, m = 1,M , çàïîëíÿåòñÿ îäíîðîäíîé èçî-
òðîïíîé ñðåäîé ñ ïîñòîÿííîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ µm = µrm =
µφm, ìíîæåñòâî K ïåðåõîäèò â M -ìåðíîå ìíîæåñòâî

K ′ = {m = (µ1, µ2, ..., µM ) ∈ RM : 0 < µmin ≤ µm ≤ µmax}. (2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φm ñóæåíèå Φ|Ωm ïîëíîãî ïîëÿ Φ = Φa + Φs íà
ïîäîáëàñòü Ωm,m = 0,M . Ïîëîæèì ΦM+1 = Φ|Ω∞

e
. Òîãäà ïðÿìàÿ çàäà÷à

íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî ïîëÿ Φ = Φa + Φs ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ âñåõ
M+2 ïîëåé Φm â îáëàñòÿõ Ωm,m = 0,M + 1, ïóòåì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé
çàäà÷è ìàãíèòíîãî ñîïðÿæåíèÿ:

∆Φ0 = 0 â Ω0, (µm∇Φm)=0 â Ωm, m=1,M, ∆Φs = 0 â Ω∞
e , (3)

Φm=Φm+1, µrm
∂Φm

∂r
=µr(m+1)

∂Φm+1

∂r
ïðè r=Rm, m=0,M, (4)

Φ0(x) = O(1) ïðè r = |x| → 0, Φs(x) → 0 ïðè r → ∞, (5)

ðàññìàòðèâàåìîé âî âñåé ïëîñêîñòè R2. Íàïîìíèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (5)
èìåþò ñìûñë ñòàíäàðòíûõ óñëîâèé äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè r → 0 è
r → ∞, òîãäà êàê (4) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî ñâîéñòâà
íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà èíäóêöèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ ðàçíûõ ñðåä.
Ðàññóæäàÿ, êàê â [19, 20], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

m ∈ K ðåøåíèå Φ0, Φ1, ..., ΦM , ΦM+1 çàäà÷è (3)�(5) ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî. Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïîëÿ Φ0,
Φ1, ..., ΦM , ΦM+1 ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå

Φ0(r, φ) = α0(r/b) cosφ â Ω0, (6)

Φm(r, φ) = (αm(r/b)γm + βm(b/r)γm) cosφ â Ωm, m = 1,M (7)

ΦM+1(r, φ) = (−Ha(r/b) + βM+1(b/r)) cosφ â Ω∞
e . (8)

Çäåñü α0, α1, β1, ..., αM , βM , βM+1 � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, à êîí-
ñòàíòà γm íîñèò íàçâàíèå êîýôôèöèåíòà èëè ñòåïåíè àíèçîòðîïèè ñðåäû
â Ωm. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

γm =
√

µφm/µrm, m = 1,M. (9)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ â (3) è óñëîâèÿ (5) âûïîëíÿþòñÿ
íà ââåäåííûõ â (6)�(8) ôóíêöèÿõ Φm, m = 0,M + 1 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé
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êîýôôèöèåíòîâ αm, βm, m = 0,M + 1. Îñòàåòñÿ èõ âûáðàòü òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4).
Ïîäñòàâëÿÿ (6)�(8) â óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (4), ïîëó÷èì:

− α0 + α1c
1−γ1
0 + β1c

1+γ1
0 = 0, (10)

− µ0α0 + µr1α1γ1c
1−γ1
0 − µr1β1γ1c

1+γ1
0 = 0, (11)

− αmc−γm
m − βmcγmm + αm+1c

−γm+1
m + βm+1c

γm+1
m =0, (12)

−µrmαmγmc1−γm
m + µrmβmγmc1+γm

m + µr(m+1)αm+1γm+1c
1−γm+1
m −

− µr(m+1)βm+1γm+1c
1+γm+1
m = 0, m = 1,M − 1, (13)

− αM − βM + βM+1 = Ha, (14)

− µrMαMγM + µrMβMγM − µM+1βM+1 = µM+1Ha. (15)

Çäåñü cm = b/Rm, m = 0,M − 1.
Ðàâåíñòâà (10)�(15) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó 2M+2 ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 2M+2 íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ α0, αm, βm, βM+1,m = 1,M , ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé
êîýôôèöèåíòîâ. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáðàòèìîñòè îïåðàòî-
ðà, îòâå÷àþùåãî ïðÿìîé çàäà÷å (3)�(5). Èìåííî ñèñòåìó (10)�(15) íåîá-
õîäèìî ðåøèòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëåé Φm, m = 0,M + 1.
Íèæå ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé

ñèñòåìû (10)�(15), ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíòó àíèçîòðîïèè γm =
1. Òàêîé ñëó÷àé îòâå÷àåò äèçàéíó ïîëíîñòüþ èçîòðîïíîé ìíîãîñëîéíîé
îáîëî÷êè (Ω,m), m = (µ1, µ2, ..., µM ), ãäå µm > 0 � ïîñòîÿííûå ìàãíèò-
íûå ïðîíèöàåìîñòè îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ñëîåâ Ωm, m = 1,M .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ[m] = (Φ0[m], Φ1[m], ..., ΦM+1[m]), ãäå m = (µr1,

µφ1, ..., µrM , µφM ) ∈ K, ðåøåíèå çàäà÷è (3)-(5), îòâå÷àþùåå òåíçîðàì

ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè µm = diag(µrm, µφm) â Ωm, m = 1,M , è ïî-
ñòîÿííîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè µ0 â Ω0 è Ω∞

e . Ïîëîæèì ΩM+1 =
Ω∞
e ∩BR, ãäå BR � êðóã äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà R, ñîäåðæàùèé Ω

âíóòðè ñåáÿ (ñì. ðèñ. 2).
Íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó, íàçûâàåìóþ çàäà÷åé

ìàãíèòíîé ìàñêèðîâêè. Îíà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåêòîðà ìàãíèòíûõ
ïðîíèöàåìîñòåé m = (µr1, µφ1, ..., µrM , µφM ) ∈ K, ãäå K � ââåäåííîå â
(1) îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, èñõîäÿ èç âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

∇Φ0[m] = 0, (ò.å. Φ0[m] = const) â Ω0,

ΦM+1[m] = Φa|ΩM+1
, (ò.å. Φs[m] = 0) â ΩM+1 ≡ Ω∞

e ∩BR. (16)

Ê óñëîâèÿì (16) ñëåäóåò òàêæå äîáàâèòü óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè
m ∈ K âåêòîðà m. ßñíî â ñèëó óñëîâèÿ m ∈ K, ÷òî òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå îáðàòíîé çàäà÷è ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü,
ïîýòîìó â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû çàìåíèì èñõîäíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó
îáðàòíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé, èñïîëüçóÿ îïòèìèçàöèîííûé ìåòîä. Â
ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åíà êîíå÷íîìåðíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, äëÿ
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÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîòîðîé ìû ïðèìåíèì ìåòîä ðîÿ ÷àñòèö (ÌÐ×) ïî
ñõåìå ïðåäëîæåííîé è ðàçâèòîé â [32, 34, 38].
Çàìå÷àíèå 1. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå ïðîñòûå îá-

ðàòíûå çàäà÷è, çàêëþ÷àþùèåñÿ â íàõîæäåíèè ìàãíèòíûõ ïðîíèöàåìî-
ñòåé ëèøü èç ïåðâîãî ëèáî âòîðîãî óñëîâèÿ â (16) . Íà óêàçàííûå çàäà÷è
îáû÷íî ññûëàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê íà çàäà÷ó ýêðàíèðîâàíèÿ (èëè
âíóòðåííåé ìàñêèðîâêè), ëèáî çàäà÷ó âíåøíåé ìàñêèðîâêè (ñì. ïîäðîá-
íåå î íèõ â [41]).

3 Ôîðìóëèðîâêà ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé îáðàòíîé çàäà÷è ìû ïðèìåíèì îïòè-
ìèçàöèîííûé ìåòîä [17]. Ñëåäóÿ åìó, ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëû
êà÷åñòâà:

Ji(m) =
∥∇Φ0[m]∥L2(Ω0)

∥∇Φa∥L2(Ω0)
, Je(m) =

∥ΦM+1[m]− Φa∥L2(ΩM+1)

∥Φa∥L2(ΩM+1)
,

J(m) = 0.5Ji(m) + 0.5Je(m). (17)

Çäåñü

∥∇Φa∥2L2(Ω0)
=

∫
Ω0

|∇Φa|2dx, ∥Φa∥2L2(ΩM+1)
=

∫
ΩM+1

|Φa|2dx,

∥∇Φ0[m]∥2L2(Ω0)
=

∫
Ω0

|∇Φ0[m]|2dx,

∥ΦM+1[m]− Φa∥L2(ΩM+1)=

∫
ΩM+1

|ΦM+1[m]− Φa|2dx. (18)

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó ïîëíîé ìàñêèðîâêè

J(m) → inf, m ∈ K. (19)

Íàïîìíèì, ÷òî ñïîñîáíîñòü ïðîåêòèðóåìîé îáîëî÷êè (Ω,m) ìàñêèðî-
âàòü ìàòåðèàëüíûå îáúåêòû ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü ìàñêèðîâî÷íîé
ýôôåêòèâíîñòüþ. Ðàññóæäàÿ, êàê â [32, 38], íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàñ-
êèðîâî÷íàÿ ýôôåêòèâíîñòü îáîëî÷êè (Ω,m) ñâÿçàíà ñî çíà÷åíèåì J(m)
îáðàòíîé çàâèñèìîñòüþ: ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå J(m), ò.å. ÷åì ìåíüøå
îøèáêà âûïîëíåíèÿ îáîèõ óñëîâèé â (16), òåì âûøå ìàñêèðîâî÷íàÿ ýô-
ôåêòèâíîñòü îáîëî÷êè (Ω,m), è íàîáîðîò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à
(19) íàïðàâëåíà íà íàõîæäåíèå ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè (Ω,m), îáëàäà-
þùåé íàèâûñøåé ìàñêèðîâî÷íîé ýôôåêòèâíîñòüþ íà êëàññå óñòðîéñòâ,
îòâå÷àþùèõ ìíîæåñòâó K, ââåäåííîìó â (1). Òî÷íî òàê æå çàäà÷à

J(m) → inf, m ∈ K ′ (20)
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íàïðàâëåíà íà íàõîæäåíèå ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè (Ω,m), îáëàäàþ-
ùåé íàèâûñøåé ìàñêèðîâî÷íîé ýôôåêòèâíîñòüþ íà êëàññå óñòðîéñòâ,
îòâå÷àþùèõ ìíîæåñòâó K ′, ââåäåííîìó â (2), òîãäà êàê çàäà÷à

Ji(m) → inf, m ∈ K ′ (21)

íàïðàâëåíà íà íàõîæäåíèå îáîëî÷êè (Ω,m), îáëàäàþùåé íàèâûñøåé
ýêðàíèðóþùåé ýôôåêòèâíîñòüþ íà êëàññå óñòðîéñòâ, îòâå÷àþùèõ ìíî-
æåñòâó K ′.
Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ

çàäà÷ (19), (20) è (21) ìû áóäåì ïðèìåíÿòü àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà
ìåòîäå ðîÿ ÷àñòèö, ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé è ðàçâèòîé â [32, 34, 38], è
êðàòêî îïèñûâàåìîé íèæå. Ñíà÷àëà íàïîìíèì, ÷òî ìåòîä ðîÿ ÷àñòèö ìî-
äåëèðóåò ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîèñêà ðå-
øåíèé [39, 40]. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ÷àñòèöàì ïðèñâàèâàþò íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ ïîëîæåíèé mj â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
âåêòîðîâ ñêîðîñòè vj . Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷å èñêîìûå ïàðà-
ìåòðû, îïðåäåëÿþùèå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå êîîðäèíàò âåêòîðà m = (µ1, µ2, ..., µM−1, µM ) íåêîòîðîé ÷àñòèöû.
Ðîåì ÷àñòèö íàçûâàþò ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð ÷àñòèö m1, ...,mN . Äà-
ëåå ñòàðòóåò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïåðåìåùåíèÿ âñåõ ÷àñòèö, â êîòî-
ðîì îáíîâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû è ñìåíà åå ìåñòîïîëîæåíèÿ íà íîâîì
âðåìåííîì øàãå ïðîèñõîäÿò ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó, çàïèñàííîìó â
âèäå ñëåäóþùèõ äâóõ ôîðìóë:

vi+1
j = wvi

j + c1d1(p
i
j −mi

j) + c2d2(pg −mi
j), mi+1

j = mi
j + vi+1

j . (22)

Êðîìå òîãî, äëÿ çíà÷åíèé mi+1
j âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ J(mi+1

j ) ôóíê-
öèîíàëà êà÷åñòâà J , è îïðåäåëÿþòñÿ ïåðñîíàëüíîå íàèëó÷øåå ïîëîæå-
íèå pj j-îé ÷àñòèöû, j = 1, . . . , N , è ãëîáàëüíîå íàèëó÷øåå ïîëîæå-
íèå pg. Ïîñëåäíèå äâà ïîëîæåíèÿ îòâå÷àþò ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ
ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà äëÿ j-îé ÷àñòèöû è äëÿ âñåãî ðîÿ ÷àñòèö çà âñå
ïðåäûäóùèå èòåðàöèè. Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà çàâåðøàåòñÿ ÷åðåç êî-
íå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé, êîãäà âñå ÷àñòèöû îêàçûâàþòñÿ â îêðåñòíîñòè
íåêîòîðîé òî÷êè m∗ = pg, êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè. Íèæíèé èíäåêñ j ∈
{1, ..., N} â (22) îáîçíà÷àåò íîìåð ÷àñòèöû, à âåðõíèé èíäåêñ i ∈ {0, ..., L}
� íîìåð èòåðàöèè. Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ñëåäóåò, ÷òî ïîäáîð (ìåòàîï-
òèìèçàöèÿ) ïàðàìåòðîâ ÌÐ× w, c1, c2, d1, d2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëü-
íóþ àêòóàëüíóþ âåòâü èññëåäîâàíèé [42]. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ
òàê íàçûâàåìûå �óíèâåðñàëüíûå� çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ïðèâåäåí-
íûå â [43].
Çàìå÷àíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç mopt ìèíèìàéçåð (îïòèìàëüíîå ðå-

øåíèå) çàäà÷è (19). Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå J(mopt) = 0,
òî ýòî îçíà÷àåò, ñîãëàñíî (16), (17), (18), ÷òî mopt ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðå-
øåíèåì çàäà÷è ìàñêèðîâêè. Îäíàêî òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü
ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó ïðè ïðîâåäåíèè êîíêðåòíûõ
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ðàñ÷åòîâ íàøåé îñíîâíîé öåëüþ áóäåò ÿâëÿòüñÿ íàõîæäåíèå òàêèõ ïà-
ðàìåòðîâ èñêîìîé îáîëî÷êè â âèäå íåêîòîðîãî âåêòîðà mopt ∈ K (ëèáî
mopt ∈ K ′), äëÿ êîòîðîãî J(mopt) ïðèíèìàåò äîñòàòî÷íî ìàëîå çíà÷åíèå,
èìåþùåå, íàïðèìåð, ïîðÿäîê 10−4, 10−5 è íèæå, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò
âûñîêàÿ ìàñêèðîâî÷íàÿ ýôôåêòèâíîñòü. Àíàëîãè÷íûé ôàêò ñïðàâåäëèâ
è â îòíîøåíèè çàäà÷è ýêðàíèðîâàíèÿ (21).

4 Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Îáñóäèì çäåñü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè äëÿ
ñëåäóþùèõ (÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â ëèòåðàòóðå) èñõîäíûõ äàííûõ:

a = 0.05 ì, b = 0.06 ì, µ0 = 1, R = 3 ì.

Â êà÷åñòâå ãðàíèö µmin è µmax ìíîæåñòâ K è K ′ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
äâå ïàðû

(0.08; 20), (0.02; 50) (23)

äëÿ àíèçîòðîïíîãî ñöåíàðèÿ è òðè ïàðû

(0.007; 14), (0.01; 100), (0.007; 140) (24)

äëÿ èçîòðîïíîãî ñöåíàðèÿ.
Äëÿ óäîáñòâà ðàçîáüåì ìíîæåñòâî âñåõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-

òîâ íà äâå ãðóïïû: ïåðâàÿ ãðóïïà îòâå÷àåò çàäà÷å ìàñêèðîâêè äëÿ àíèçî-
òðîïíîãî ñëó÷àÿ, òîãäà êàê âòîðàÿ ãðóïïà îòâå÷àåò çàäà÷àì ìàñêèðîâêè
è ýêðàíèðîâàíèÿ äëÿ ÷èñòî èçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ. Íàø ïåðâûé òåñò îòíî-
ñèòñÿ ê ðåøåíèþ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (19) äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîñòüþ àíè-
çîòðîïíîé ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷êè (Ω,m) äëÿ ïåðâîé ïàðû µmin = 0.08 è
µmax = 20 çíà÷åíèé â (23). Ýòîé ïàðå îòâå÷àåò êîíòðàñò µmax/µmin = 250
è çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè γ, ðàâíîå 15.8 â ñèëó ôîðìóëû
(9).
×èñëåííûé àíàëèç äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M = 1, 16 ïîêàçàë (ñì.

òàáë. 1), ÷òî îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ (µopt
rm, µopt

φm) ìàãíèòíûõ ïðîíèöàåìî-
ñòåé âñåõ ñëîåâ, íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ ÌÐ×, ñîâïàäàþò ñ ïàðîé
(µmin, µmax) äëÿ êàæäîãî ñëîÿ ïðè ëþáîì M = 1, 16, à ñëåäîâàòåëü-
íî, ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìàéçåð mopt çàäà÷è (19), îòâå÷àþùèé ïåðâîé
ïàðå â (23), èìååò âèä

mopt = ((µmin, µmax); (µmin, µmax); ...; (µmin, µmax)), (25)

ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå J(mopt) = 3.38 · 10−2. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âñå ñëîè ïðîåêòèðóåìîé ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷êè (Ω,mopt) äîëæíû
áûòü çàïîëíåíû îäíîé è òîé æå àíèçîòðîïíîé ñðåäîé ñ ïðîíèöàåìîñòÿìè
µopt
rm = 0.08 è µopt

φm = 20. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïðîåêòèðîâàííàÿ ñ ïîìîùüþ
ïðåäëîæåííîé îïòèìèçàöèîííîé òåõíîëîãèè îáîëî÷êà äîëæíà ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñîáîé åäèíûé àíèçîòðîïíûé îáðàçåö, äëÿ êîòîðîãî ãëîáàëüíûå ïðî-
íèöàåìîñòè µopt

r , µopt
φ è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå J(mopt), îáðàòíîå ê ìàñ-

êèðîâî÷íîé ýôôåêòèâíîñòè îáîëî÷êè (Ω,mopt), ïðè ëþáîì ÷èñëå ñëîåâ
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M = 1, 16 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (ñì. òàáë. 1)

µopt
r = µmin = 0.08, µopt

φ = µmax = 20, J(mopt) = 3.38 · 10−2. (26)

ßñíî, ÷òî ñðåäè âñåõ àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê, îòâå÷àþùèõ ýëåìåí-
òàì ìíîæåñòâà K, îïòèìàëüíàÿ îáîëî÷êà (Ω,mopt) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
ïðîñòîé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Îäíàêî îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå J(mopt) â (26) ñîîòâåòñòâóåò ñëàáîé ìàñêèðîâî÷íîé ýôôåê-
òèâíîñòè (ñì. Çàìå÷àíèå 2) ïðîåêòèðóåìîé àíèçîòðîïíîé ìàñêèðîâî÷-
íîé îáîëî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, äàæå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (19)
(îòâå÷àþùåå îäíîðîäíîé àíèçîòðîïíîé îáîëî÷êå) ñ êîìïîíåíòàìè µr =
µmin = 0.08 è µφ = µmax = 20 íå îáåñïå÷èâàåò âûñîêîé ìàñêèðîâî÷íîé
ýôôåêòèâíîñòè. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü, èñïîëüçóÿ ôèçè÷åñêèå ñîîáðàæå-
íèÿ, ìàëîñòüþ êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè γ = 15.8 ñïðîåêòèðîâàííîé
ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè. Â ýòîì òàêæå ìîæíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ
àíàëèçà èçîëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ Φ[mopt], ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 3à ïðè
âûïîëíåíèè (26), êîòîðûå âî âíåøíîñòè îáîëî÷êè Ω çàìåòíî èñêðèâ-
ëåíû, ò.å. âîçìóùåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûìè èçîëèíèÿìè ïîëÿ Φa.
Ýòîò ôàêò, ìàëîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè γ, ðàâíîå 15.8, è
îòíîñèòåëüíî áîëüøîå çíà÷åíèå J [mopt] = 3.38 · 10−2 ôóíêöèîíàëà êà÷å-
ñòâà J äåìîíñòðèðóþò íèçêóþ ìàñêèðîâî÷íóþ ýôôåêòèâíîñòü îáîëî÷êè
(Ω, µr, µφ).

Òàáëèöà 1. Çàäà÷à ìàñêèðîâêè: µmin = 0.08, µmax = 20,
êîíòðàñò = 250, γm = 15.8

M (µopt
r1 , µopt

φ1 ) (µopt
r2 , µopt

φ2 ) ... (µopt
rM , µopt

φM ) Ji(m
opt)

1 (0.08, 20)
2 (0.08, 20) (0.08, 20)
4 (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20)
8 (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20) 3.38·10−2

12 (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20)
16 (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâûñèòü ìàñêèðîâî÷íóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðîåêòèðó-
åìîé îáîëî÷êè, ñëåäóåò óâåëè÷èòü çíà÷åíèå µmax/µmin (íàçâàííîå âûøå
êîíòðàñòîì ïàðû (µmin, µmax)). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ëèáî çà ñ÷åò óìåíü-
øåíèÿ çíà÷åíèÿ µmin, ëèáî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ µmax. Â ñäåëàí-
íîì âûâîäå ìîæíî óáåäèòüñÿ èç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ âòîðîé ïàðû µmin = 0.02 è µmax = 50 â (23), êîòî-
ðîé îòâå÷àåò êîíòðàñò µmax/µmin = 2500 è êîýôôèöèåíò àíèçîòðîïèè
γ = 50.
Êàê ïîêàçàë ÷èñëåííûé àíàëèç (ñì. òàáë. 2), îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ

µopt
rm, µ

opt
φm ìàãíèòíûõ ïðîíèöàåìîñòåé âñåõ ñëîåâ, íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ

ÌÐ×, îïÿòü ñîâïàäàþò ïðè ëþáîì M = 1, 16 ñ íîâîé ïàðîé (µmin, µmax).
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò çàïîëíåíèþ âñåõ ñëîåâ îäíîé è òîé æå àíèçîòðîïíîé
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ñðåäîé ñ ïðîíèöàåìîñòÿìè µopt
rm = 0.02 è µopt

φm = 50, ïðè÷åì, êàê âûòåêàåò
èç òàáë. 2, ðåøåíèå çàäà÷è (19) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

µopt
r = 0.02, µopt

φ = 50, J(mopt) = 6.59 · 10−5 (27)

äëÿ êàæäîãî M = 1, 16, ãäå mopt îïðåäåëåíî â (25). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
çíà÷åíèå J(mopt) â (27) ñîîòâåòñòâóåò (â ñèëó Çàìå÷àíèÿ 2) âûñîêîé
ìàñêèðîâî÷íîé ýôôåêòèâíîñòè ñïðîåêòèðîâàííîé àíèçîòðîïíîé ìàñêè-
ðîâî÷íîé îáîëî÷êè. Â ýòîì òàêæå ìîæíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèçà
èçîëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ Φ[mopt], ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 3á ïðè âûïîëíå-
íèè (27), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè âî âíåøíîñòè îáîëî÷êè Ω, îçíà÷àÿ
íåâîçìóùåííîñòü ïîëÿ Φa âíå Ω. Òàêàÿ âèçóàëèçàöèÿ ñîçäàåò äëÿ âíåø-
íåãî íàáëþäàòåëÿ èëëþçèþ îòñóòñòâèÿ îáîëî÷êè âî âíåøíå ïðèëîæåí-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ýòîò ôàêò è ìàëîñòü çíà÷åíèÿ J(mopt) = 6.59·10−5

ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ ìàñêèðîâî÷íóþ ýô-
ôåêòèâíîñòü îäíîðîäíîé àíèçîòðîïíîé îáîëî÷êè (Ω, µr, µφ). Ñðàâíåíèå
ðèñ. 3à è 3á ïîäòâåðæäàåò òîò ôàêò, ÷òî óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ êîýôôè-
öèåíòà àíèçîòðîïèè ñïðîåêòèðîâàííîé ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè çà ñ÷åò
óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ êîíòðàñòà µma/µmin ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â îïðå-
äåëåíèå ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ïîâûøåíèþ
ìàñêèðîâî÷íîé ýôôåêòèâíîñòè ñïðîåêòèðîâàííîé àíèçîòðîïíîé îáîëî÷-
êè.
Îäíàêî íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîìó îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ

mopt îòâå÷àåò àíèçîòðîïíûé ìàòåðèàë, êîòîðûé õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ îäíî-
ðîäíûì, íî îí îáëàäàåò äîñòàòî÷íî âûñîêèì êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðî-
ïèè. Ïîñëåäíåå ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò òåõíè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ðåøå-
íèÿ mopt. Îäèí èç ñïîñîáîâ èçáàâëåíèÿ îò ýòîãî íåäîñòàòêà ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé ýôôåêòèâíîé (èçîòðîïíîé) ñðåäû,
èñïîëüçóåìîé â èíæåíåðíîé ôèçèêå [44, 45]. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè, ïðè-
ìåíåííîé ê ðàññìàòðèâàåìîìó íàìè ôèçè÷åñêîìó ñöåíàðèþ, äåéñòâèå
àíèçîòðîïíîé îäíîðîäíîé îáîëî÷êè (Ω, µopt

r , µopt
φ ) ïðè ìàëîé åå òîëùèíå

b− a ýêâèâàëåíòíî (ïî ñâîåé ìàñêèðîâî÷íîé ýôôåêòèâíîñòè) äåéñòâèþ
äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ îáîëî÷åê â âèäå êîëåö a < r < c è c < r < b, çà-
ïîëíåííûõ îäíîðîäíûìè èçîòðîïíûìè ñðåäàìè ñ îïðåäåëåííûì îáðàçîì
âûáðàííûìè ìàãíèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè (ñì. [41, ñ. 112]).
Âìåñòî ýòîé òåîðèè ìû âîñïîëüçóåìñÿ â íàøåé ðàáîòå ðàçðàáîòàí-

íîé îïòèìèçàöèîííîé òåõíîëîãèåé, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
åå ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëîã. Ñîãëàñíî äàííîé òåõíîëîãèè çàäà÷à íàõîæ-
äåíèÿ ìàãíèòíîé ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè, îáëàäàþùåé íàèâûñøåé ýô-
ôåêòèâíîñòüþ â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå óñòðîéñòâ è ïðîñòîòîé òåõíè-
÷åñêîé ðåàëèçàöèè, ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà J
íà ìíîæåñòâå K ′, ââåäåííîì â (2), ò.å. ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(20). Íàïîìíèì â ýòîé ñâÿçè, ÷òî èìåííî ìíîæåñòâî K ′ îïèñûâàåò ìíî-
æåñòâî âñåõM -ñëîéíûõ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûå îáîëî÷åê, êàæ-
äûé ñëîé êîòîðûõ çàïîëíåí îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäîé ñ ïîñòîÿííîé
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ µm èç èíòåðâàëà [µmin, µmax].
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Òàáëèöà 2. Çàäà÷à ìàñêèðîâêè: µmin = 0.02, µmax = 50,
êîíòðàñò = 2500, γm = 50

M (µopt
r1 , µopt

φ1 ) (µopt
r2 , µopt

φ2 ) ... (µopt
rM , µopt

φM ) Ji(m
opt)

1 (0.02, 50)
2 (0.02, 50) (0.02, 50)
4 (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50)
8 (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50) 6.59·10−5

12 (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50)
16 (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50)

à) á)

Ðèñ. 3. Èçîëèíèè ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà Φ â ñëó÷àå îä-
íîéñëîéíîé àíèçîòðîïíîé ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè ñ ïðî-
íèöàåìîñòüþ à) µ = diag(µr, µφ) = diag(0.08, 20) è á) µ = diag(0.02, 50).

Êàê óæå âûøå óêàçûâàëîñü, ìû îáñóäèì ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ çàäà÷ (20) è (21) äëÿ òðåõ ââåäåííûõ â
(24) ðàçíûõ ïàð (µmin, µmax) ñ óâåëè÷èâàþùèìñÿ êîíòðàñòîì µmax/µmin.
Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî âñå ââåäåííûå â (24) çíà÷åíèÿ, êðîìå
µmin = 0.007 è µmin = 0.01, îòâå÷àþò ìàãíèòíûì ïðîíèöàåìîñòÿì èç-
âåñòíûõ ïðèðîäíûõ èëè èíæåíåðíûõ ìàòåðèàëîâ. Òàê, çíà÷åíèå µmax =
14 îïèñûâàåò ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü íèêåëü-öèíêîâîãî ôåððèòà,
µmax = 100 îïèñûâàåò ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü ñòàëè è µmax = 140
îïèñûâàåò ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü íèêåëÿ. ×òî êàñàåòñÿ çíà÷åíèé
µmin = 0.007 è µmin = 0.01, òî îíè îïèñûâàþò ïðîíèöàåìîñòè èçâåñò-
íîãî ñâåðõïðîâîäíèêîâîãî ìåòàìàòåðèàëà � íèîáèé-òèòàíîâîãî ñïëàâà
[46]. Èñïîëüçîâàíèå ââåäåííîãî (óêàçàííîãî) ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî
áëèçêîé ê íóëþ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ, ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ óñïåõà
â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ñöåíàðèÿ.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê àíàëèçó ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-

òîâ äëÿ òåñòîâ âòîðîé ãðóïïû. Íà÷íåì ñ ðåçóëüòàòîâ ïî ðåøåíèþ çàäà÷è
ýêðàíèðîâàíèÿ. Êàê ïîêàçàë ÷èñëåííûé àíàëèç, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
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çàäà÷è ýêðàíèðîâàíèÿ îáëàäàåò âàæíûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå íîñèò íà-
çâàíèå ïðèíöèïà ðåëåéíîñòè (èëè bang-bang ïðèíöèïà).

Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó êàæäàÿ êîìïîíåíòà µopt
m îïòèìàëüíîãî ðå-

øåíèÿmopt çàäà÷è (21) ïðèíèìàåò ëèøü îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé µmin èëè
µmax, ïðè÷åì ýòè çíà÷åíèÿ ÷åðåäóþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Óêàçàííîå ñâîé-
ñòâî ðåëåéíîñòè ñïðàâåäëèâî äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è ýêðàíèðîâàíèÿ è äëÿ
äðóãèõ ñòàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ñì., íàïðèìåð, [32]). Â òî æå âðåìÿ, êàê
ïîêàçàë ÷èñëåííûé àíàëèç, äëÿ çàäà÷è ìàñêèðîâêè ïðèíöèï ðåëåéíîñòè
âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëåäíåãî óïðàâëåíèÿ µopt

M . Áîëåå

êîíêðåòíî, äëÿ êîìïîíåíò µopt
m îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ mopt ñ íîìåðàìè

m = 1,M − 1 âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå ÷åðåäîâàíèå, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç äâóõ ñîîòíîøåíèé

µopt
1 = µopt

3 = ... = µopt
M−1 = µmin, µopt

2 = µopt
4 = ... = µopt

M−2 = µmax (28)

ëèáî

µopt
2 = µopt

4 = ... = µopt
M−1 = µmin, µopt

1 = µopt
3 = ... = µopt

M−2 = µmax,

òîãäà êàê ïîñëåäíåå çíà÷åíèå µopt
M ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç

èíòåðâàëà [µmin, µmax], òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

µmin ≤ µopt
M ≤ µmax. (29)

Òàêèì îáðàçîì, èìåííî ïîâåäåíèåì ïîñëåäíåé êîìïîíåíòû µopt
M âåê-

òîðà mopt îòëè÷àåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ìàñêèðîâêè îò ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ýêðàíèðîâàíèÿ, ïðè÷åì óêàçàííûé ôàêò ñïðàâåä-
ëèâ è äëÿ äðóãèõ ñòàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ðàññìîòðåííûõ, â ÷àñòíîñòè â
[32, 35, 36, 38]. Ýòî îòëè÷èå â ïîâåäåíèè íàãëÿäíî ïðîÿâëÿåòñÿ íà ðèñ. 4,
ãäå ïðåäñòàâëåíû ñõåìàòè÷åñêèå âèçóàëèçèðîàâííûå èçîáðàæåíèÿ ýêðà-
íèðóþùåé (ðèñ. 4à) è ìàñêèðîâî÷íîé (ðèñ. 4á) îáîëî÷åê ïðè ëþáîì ÷åò-

íîì M ≤ 16, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü çíà÷åíèåì µopt
M .

Âòîðîå âàæíîå ñâîéñòâî (óñòàíîâëåííîå ñ ïîìîùüþ ïðîâåäåííûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ) ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ñëîåâ
M âåëè÷èíà (ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå) Jopt = J(mopt) óáûâàåò, à, ñëåäîâà-
òåëüíî, ìàñêèðîâî÷íàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðîåêòèðóåìîé îáîëî÷êè
(Ω,mopt) ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì êîíòðàñòà µmax/µmin. Àíàëîãè÷íûé ôàêò

ñïðàâåäëèâ è äëÿ Jopt
i .

Íàãëÿäíûì ïîäòâåðæäåíèåì ýòèõ äâóõ ñâîéñòâ îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ òàáë. 3�5 è ðèñ. 5. Â òàáë. 3 (4 ëèáî 5) ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è (19) äëÿ ïåðâîé (âòîðîé ëèáî òðåòüåé) ïàðû

â (24) â âèäå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé µopt
1 , µopt

2 , µopt
M−1, µ

opt
M ìàãíèòíûõ

ïðîíèöàåìîñòåé äâóõ ïåðâûõ è äâóõ ïîñëåäíèõ ñëîåâ îáîëî÷êè è çíà-
÷åíèé J(mopt) ôóíêöèîíàëà J íà îïòèìàëüíîì ðåøåíèè mopt çàäà÷è
ìàñêèðîâêè (19). Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ìèíè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Jopt ≡ J(mopt) îò ÷èñëà ñëîåâ M äëÿ òðåõ ðàçíûõ
ïàð (µmin, µmax), ïðèâåäåííûõ â (24).
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à) á)

Ðèñ. 4. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå îïòèìàëüíûõ ìíî-
ãîñëîéíûõ èçîòðîïíûõ îáîëî÷åê, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ýêðàíèðîâàíèÿ (à) ëèáî ìàñêèðîâêè (á)
äëÿ ïàðû çíà÷åíèé µmin è µmax, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíèöàìè
ìíîæåñòâà K.

Òàáëèöà 3. Çàäà÷à ìàñêèðîâêè: µmin = 0.007, µmax = 14,
êîíòðàñò = 2800, γm = 1

M µopt
1 µopt

2 µopt
M−1 µopt

M J(mopt)

2 0.007 14 2.70·10−2

4 0.007 14 0.007 14 9.72·10−3

8 0.007 14 0.007 14 6.74·10−3

12 0.007 14 0.007 14 6.43·10−3

16 0.007 14 0.007 14 6.39·10−3

Òàáëèöà 4. Çàäà÷à ìàñêèðîâêè: µmin = 0.01, µmax = 100,
êîíòðàñò = 10000, γm = 1

M µopt
1 µopt

2 µopt
M−1 µopt

M J(mopt)

2 0.01 100 1.64·10−2

4 0.01 100 0.01 18.47 4.54·10−3

8 0.01 100 0.01 28.80 5.13·10−4

12 0.01 100 0.01 34.50 2.17·10−4

16 0.01 100 0.01 37.92 1.44·10−4

Àíàëèç òàáë. 3�5 ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ µopt
1 , µopt

2 , µopt
M−1

â òî÷íîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (28) è (29). (Òî æå ñàìîå ñïðà-

âåäëèâî è äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé µopt
m ïðè 3 ≤ m ≤ M − 2 â ñèëó
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Òàáëèöà 5. Çàäà÷à ìàñêèðîâêè: µmin = 0.007, µmax =
140, êîíòðàñò = 28000, γm = 1

M µopt
1 µopt

2 µopt
M−1 µopt

M J(mopt)

2 0.007 140 9.60·10−3

4 0.007 140 0.007 20.91 9.32·10−4

8 0.007 140 0.007 37.19 2.30·10−5

12 0.007 140 0.007 49.64 3.58·10−6

16 0.007 140 0.007 59.49 1.26·10−6

Ðèñ. 5. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
Jopt ≡ J(mopt) ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J , ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî çàäà÷å ìàñêèðîâêè, îò ÷èñëà èçîòðîïíûõ ñëîåâ M
äëÿ òðåõ ðàçíûõ ïàð (µmin, µmax), ïðèâåäåííûõ â (24).

ñâîéñòâà ðåëåéíîñòè). Êðîìå òîãî, êàê ñëåäóåò èç òàáë. 3 ïðè óâåëè÷å-
íèè M îò 2 äî 16 çíà÷åíèÿ J(mopt) óìåíüøàþòñÿ ñ 2.70 · 10−2 äî çíà÷å-
íèÿ 6.39·10−3, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñëàáàÿ ìàñêèðîâî÷íàÿ ýôôåêòèâ-
íîñòü îïòèìàëüíîé îáîëî÷êè (Ω,mopt). Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè óâåëè÷åíèè
M îò 2 äî 16 çíà÷åíèÿ J(mopt) óìåíüøàþòñÿ ñ 1.64 · 10−2 äî çíà÷åíèÿ
1.44 · 10−4 â ñëó÷àå òàáë. 4 è 9.60 · 10−3 äî çíà÷åíèÿ 1.26 · 10−6 â ñëó÷àå
òàáë. 5. Ïîñëåäíåìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ ìàñêè-
ðîâî÷íàÿ ýôôåêòèâíîñòü îïòèìàëüíîé îáîëî÷êè (Ω,mopt).
Ôàêò óìåíüøåíèÿ J(mopt) ñ óâåëè÷åíèåì êîíòðàñòà µmax/µmin òàêæå

âûòåêàåò èç ðèñ. 5: ÷åì áîëüøå êîíòðàñò µmax/µmin, òåì íèæå íà ðèñ. 5
ãðàôèê ôóíêöèè Jopt = Jopt(M), îïèñûâàþùåé çàâèñèìîñòü Jopt îò M ,
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à ñëåäîâàòåëüíî, òåì âûøå ìàñêèðîâî÷íàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùåé îáîëî÷êè (Ω,mopt).
Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñîäåðæèò â ñèëó ñâî-

åé ñòðóêòóðû òîëüêî äâà ÷åðåäóþùèõñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëåäíåãî
ñëîÿ) ëåãêîäîñòóïíûõ ïðèðîäíûõ ëèáî èíæåíåðíûõ ìàòåðèàëà, òî ñëîè
Ω1, ...,ΩM−1 ñïðîåêòèðîâàííîé ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè äîïóñêàþò ïðî-
ñòóþ òåõíè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ. ×òî êàñàåòñÿ ïîñëåäíåãî ñëîÿ ΩM , òî
ïðîáëåìà åãî òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîé â
âèäó áîëüøèõ óñïåõîâ, äîñòèãíóòûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè â îáëàñòè
ñîçäàíèÿ êîìïîçèòîâ è ìåòàìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè ìàãíèòíûìè ñâîé-
ñòâàìè.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ñòàòüå ìû èçó÷èëè îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ 2D ìîäåëè ìàãíè-
òîñòàòèêè, âîçíèêàþùèå ïðè ðàçðàáîòêå òåõíîëîãèé äèçàéíà óñòðîéñòâ
ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë â âèäå êîëüöåâûõ ñëîèñòûõ îáîëî÷åê.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé àâòîðàìè îïòèìèçàöèîííîé òåõíîëî-
ãèè óêàçàííûå çàäà÷è áûëè ñâåäåíû ê êîíå÷íîìåðíûì çàäà÷àì óïðàâ-
ëåíèÿ, â êîòîðûõ ìàãíèòíûå ïðîíèöàåìîñòè îòäåëüíûõ ñëîåâ èãðàþò
ðîëü óïðàâëåíèé. Ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî âûñîêàÿ
ýôôåêòèâíîñòü ïðîåêòèðóåìûõ óñòðîéñòâ ìàãíèòíîé ìàñêèðîâêè ìîæåò
áûòü äîñòèãíóòà ïðè èñïîëüçîâàíèè êàê îäíîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ îáî-
ëî÷åê â âèäå êîëåö ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ àíèçîòðîïèè, òàê è ìíîãîñëîé-
íûõ êîëüöåâûõ îáîëî÷åê, ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ èçîòðîïíûõ îäíîðîä-
íûõ ñëîåâ ñ îïòèìàëüíî âûáðàííûìè ïîñòîÿííûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè.
Èõ çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèò-
ìà, èñïîëüçóþùåãî ìåòîä ðîÿ ÷àñòèö. Â ñëó÷àå èçîòðîïíûõ îáîëî÷åê ïî-
ñòðîåííûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ mopt îáëàäàþò ñâîéñòâîì ðåëåéíîñòè,
ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ñëîåâ M êàæäàÿ êîìïîíåíòà µopt

m ,
m = 1,M îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿmopt (êðîìå ïîñëåäíåé µopt

M ) ïðèíèìàåò
îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé: µmin è µmax, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíèöàìè ìíîæåñòâà
óïðàâëåíèé K. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âàæíûé âûâîä î òîì, ÷òî ïðåäëî-
æåííàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûå
ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè è ýêðàíèðîâàíèÿ, êîòîðûì ïðè íàäëåæàùåì
âûáîðå ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé îòâå÷àþò âûñîêîýôôåêòèâíûå ñëîèñòûå
îáîëî÷êè, îáëàäàþùèå ïðîñòîòîé òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ íå îãðà-

íè÷èâàåòñÿ ïðèìåíåíèÿìè ê ìàñêèðîâêå òîëüêî îò ìàãíèòíûõ ïîëåé.
Îíà ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà òàêæå íà ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå, òåïëî-
âûå è äðóãèå ñòàòè÷åñêèå ïîëÿ.
Àâòîðû áëàãîäàðÿò ðåöåíçåíòà çà öåííîå çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ ðåà-

ëèçàöèè ìåòîäà ðîÿ ÷àñòèö äëÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷.
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