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Ïîñâÿùàåòñÿ 85-ëåòèþ àêàäåìèêà Âëàäèìèðà Ãàâðèëîâè÷à Ðîìàíîâà

Abstract: The paper studies algorithms for solving applied prob-
lems of estimating the areas of solutions of di�erential equations.
Such problems arise when assessing the practical stability of move-
ments on a �nite time interval, when determining the areas of
attainability of controlled systems, when assessing the areas of
survivability of controlled systems, when calculating guaranteed
(not probabilistic) boundaries of zones of dangerous states of tech-
nical systems, when computing bounded values of parameters of
technical systems that correspond to the boundaries of dangerous
zones, when calculating the maximum deviations of movements in
order to control whether the system's trajectory enters a dangerous
zone. In the problems listed above, for some of the parameters, only
estimates of the ranges of their values are known, which leads to
the emergence of sets of solutions. The di�culty in solving these
problems lies in the fact that most methods for estimating solution
sets of ODE systems (or calculating upper and lower boundaries
of solutions) lead to a strong increase in the boundaries of these
solution sets. In this case, the problem of �nding a solution to
the same ODE system with numerical values of the parameters
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can be correctly posed and a convergent method can exist for
it. To overcome such growth of boundaries of solution sets, it is
useful to regularize the estimates of boundaries of solution sets
by moving to a linear approximation of the original system. This
regularization is speci�ed by the values of compression/extension
in given directions, displacement along the time axis, and rotation
by a certain angle of the selected directions of the solution set.

Keywords: perturbations, solution set, interior solution, bounda-
ry solution, regularization, compression, stretching, displacement,
rotation by an angle

1 Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà îöåíêè ãðàíèö ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) âàæíà â ñëåäóþùèõ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷àõ [1]-[7]: ïðè îöåíêå ïðàêòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé íà êî-
íå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, ïðè îïðåäåëåíèè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè
óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, ïðè îöåíêå îáëàñòåé âûæèâàåìîñòè óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì, ïðè âû÷èñëåíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ (íå âåðîÿòíîñòíûõ) ãðàíèö
çîí îïàñíûõ ñîñòîÿíèé òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðè âû÷èñëåíèè ïîðîãîâûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãðà-
íèöàì îïàñíûõ çîí, ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëüíûõ îòêëîíåíèé äâèæåíèé
äëÿ êîíòðîëÿ ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû â îïàñíóþ çîíó.
Â óêàçàííûõ âûøå ïîñòàíîâêàõ çàäà÷è îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ðå-

øåíèé ñèñòåìû ÎÄÓ ñ âîçìóùàþùèìè âîçäåéñòâèÿìè

dy

dt
= f(t, y, u), u ∈ U, y0 ∈ Y0, (1)

ãäå y− ýòî n− ìåðíûé ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå Rn, u− âåêòîð âîçìóùàþùèõ (óïðàâëÿþùèõ) âîçäåéñòâèé, U− êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rp, è Y0− ìíîæåñòâî
íà÷àëüíûõ äàííûõ. Íåîáõîäèìî òàêæå ñòðîèòü ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ âñåõ
ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ïðè ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1), çàâèñÿùèõ îò âîçìóùà-
þùåãî ïàðàìåòðà

Y (t) = Y (t, Y0, U) =
⋃

y0∈Y0,u∈U
y(t, y0, u) = (2)

= {y(t0, y0, t, u) : t ≥ 0,
dy

dt
= f(t, y, u) , y(t0) ∈ Y0, u(t) ∈ U}

íàçûâàåòñÿ òðóáêîé ðåøåíèé (èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ), è â îáùåì ñëó÷àå
îáðàçóåò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ îáëàñòü.
Âêëþ÷åíèå â çàäà÷ó (1) âîçìóùåíèé äâóõ òèïîâ � âîçìóùåíèÿ, îáî-

çíà÷àåìîãî âåêòîðíîé ôóíêöèåé u(t) ∈ U è âîçìóùåíèÿ, îáîçíà÷àåìîãî
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ìíîæåñòâîì âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íà÷àëüíûõ äàííûõ y0 ∈ Y0, ðàñ-
øèðÿåò êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷, äàåò âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü êàê âîçìó-
ùàþùèå òàê è óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèé. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ðÿä äîñòà-
òî÷íî ñëîæíûõ âîïðîñîâ, òðåáóþùèõ èíäèâèäóàëüíîãî àíàëèçà êàæäîãî
è âíèìàòåëüíîãî ïîäõîäà.
Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íàëàãàåòñÿ òðåáîâàíèå íà âîçìóùåíèÿ (óïðàâëÿþ-

ùèå âîçäåéñòâèÿ): u(t) ∈ U. Â ãðàíèöàõ u(t) ∈ U ìîãóò áûòü âûáðàíû
ðàçíûå âîçìóùàþùèå (óïðàâëÿþùèå) âîçäåéñòâèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ðàç-
ëè÷íûì âèäàì ðåøåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû

dy1(t)

dt
= y2(t) + u1(t), (3)

dy2(t)

dt
= −y1(t) + u2(t)

èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå u1(t), u2(t) ôóíêöèé cos(t), sin(t),
t

t2 + 1
è äðó-

ãèõ çàâèñèìîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ âêëþ÷åíèþ u(t) ∈ U, âëå÷åò ëèíåé-
íûé èëè ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ãðàäèåíòàìè ðî-
ñòà, òî åñòü ïðèâîäèò ê çàìåòíûì ðàçëè÷èÿì. Íà ñàìîì äåëå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (3) áåç âîçìóùåíèÿ � ýòî êîëåáàíèÿ, ïîâåäåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ
èìååò áîëüøîå îòëè÷èå îò ðàçëè÷íûõ ðàñòóùèõ ðåøåíèé. Êàê ïðàâèëî,
â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íàõîäèòñÿ è èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îöåíêà ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàñòóùåãî ðåøåíèÿ. Â èòîãå âû÷èñëåííûå ãðàíèöû
îöåíîê ìíîæåñòâ ðåøåíèé ìîãóò íå ñîîòâåòñòâîâàòü äåéñòâèòåëüíîìó
ïîâåäåíèþ ðåøåíèé ñèñòåìû (3) ïîä âëèÿíèåì ðàçëè÷íîãî âèäà âîçìó-
ùàþùèõ (óïðàâëÿþùèõ) âîçäåéñòâèé.
Äàëåå â ñòàòüå áóäåì îïèðàòüñÿ íà òî, ÷òî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò èíòåãðàëüíûå êðèâûå (òðàåêòîðèè ðåøåíèé,
â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì). Èññëåäîâàíèå ìíîæåñòâà
ðåøåíèé ñèñòåìû (3), à çíà÷èò è â îáùåì ñëó÷àå èññëåäîâàíèå èíòåãðàëü-
íûõ êðèâûõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (2) äîñòàòî÷íî ñëîæíî, òàê
êàê ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñèñòåìû ÎÄÓ ìîæåò ñîäåðæàòü
îêðóæíîñòè, ýëëèïñû, ïàðàáîëû, ãèïåðáîëû, ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðà-
ëè è îáðàçîâûâàòü ðàçëè÷íûå ôàçîâûå ïîðòðåòû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.
Ýòè ôàêòû â ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé òðóäíî ïðåäñêàçóåìîãî
âèäà îöåíîê ìíîæåñòâ òðàåêòîðèé ðåøåíèé. Ñëîæíî èëè äàæå èíîãäà
íåâîçìîæíî îïèñàòü, êàê âåäåò ãðàíèöà ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé, è çàïè-
ñàòü ôîðìóëó ãðàíèöû, ïðîãíîçèðîâàòü ïîâåäåíèå ãðàíèöû â êàæäîé
òî÷êå. Ïîýòîìó îïðåäåëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé,
âêëþ÷àþùèå èñêîìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
×òîáû ïðèáëèçèòü îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé ê ïîâåäåíèþ ìíîæåñòâ

ðåøåíèé, áóäåì èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ìîãóò
âûáèðàòüñÿ íåçàâèñèìî îò ñâîéñòâ ðåøåíèé. Íà îñíîâå ýòîãî îöåíêè ìíî-
æåñòâ ðåøåíèé (2) ýôôåêòèâíåå ïîëó÷àòü îòäåëüíî ïðè ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñàõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Íî ýòî áóäåò òåìîé äðóãîé ñòàòüè.
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Äàëåå â ýòîé ñòàòüå áóäåì ïîëàãàòü,÷òî óñëîâèå u(t) ∈ U çàìåíåíî íà
óñëîâèå u(t) = 0. Ýòî óñëîâèå íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèÿì
àëãîðèòìà îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé, íî ñîêðàùàåò îáúåì èçëîæåíèÿ.
Äëÿ áîëüøåé ýôôåêòèâíîñòè îïèñàíèÿ âêëþ÷åíèé ìíîæåñòâ ðåøåíèé

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñèìâîëüíûå ôîðìóëû � êîìáèíàöèè çíàêîâ
îïåðàöèé, êîíñòàíò è ïåðåìåííûõ âåëè÷èí, èìåþùèå ñàìîñòîÿòåëüíûé
ñìûñë. Ýòè ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîáùåíèÿ, óêàçûâàþùèå íà
àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ, ëèáî çàïèñü âûðàæåíèÿ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé âåëè÷èíû ÷åðåç ñâîè ïàðàìåòðû. Â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ ñèìâîëüíûå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè ôîð-
ìóë òî÷íûõ ðåøåíèé. Òàê êàê áîëüøàÿ ÷àñòü ñèñòåì ÎÄÓ íå èíòåãðè-
ðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, ñèìâîëüíûå ôîðìóëû íå ìîãóò áûòü çàäàíû êàê
ôîðìóëû òî÷íûõ ðåøåíèé èñõîäíûõ ñèñòåì.

2 Îïèñàíèå ìåòîäà îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé

Ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Âåêòîð ôóíêöèÿ f(t, y) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ

t, y â îáëàñòè [t0, T ] × Rn, à òàêæå äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé
îáëàñòè D ⊂ [t0, T ] × Rn ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà
L < ∞, ÷òî

∥ f(t, y1, u)− f(t, y2, u) ∥≤ L ∥ y1 − y2 ∥ (4)

äëÿ âñåõ (t, y) ∈ [t0, T ]×Rn. Óñëîâèå 1 ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå
1.a. Ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé, íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî y, â îáëàñòè (t, y, u) ∈ [t0, T ]×Rn.
2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà k < ∞, ÷òî

∥ f(t, y, u) ∥≤ k(1+ ∥ y ∥)

äëÿ âñåõ (t, y) ∈ [t0, T ]×Rn.
Â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé âûïîëíÿþòñÿ îäíèì

èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:
1) ïîòî÷å÷íîå îïèñàíèå îöåíîê ìíîæåñòâ ðåøåíèé;
2) ïðåäñòàâëåíèå îöåíîê ìíîæåñòâ ðåøåíèé íåðàâåíñòâàìè;
3) ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé îïîðíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëÿþ-

ùåéñÿ ôîðìóëîé äëÿ îãðàíè÷åííîãî, âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Y, r(s) =
maxy∈Y (y, s);
4) ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ãðàíèöû îöåíîê ìíîæåñòâà ðåøåíèé;
5) àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé êëàññîì áîëåå ïðîñòûõ îáëàñòåé

íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ôîðìû (íàïðèìåð, ýëëèïñîèäàìè, ïàðàëëåëå-
ïèïåäàìè, øàðàìè, âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè) è âûïîëíåíèå ñïåöè-
àëüíûõ îïåðàöèé íàä ýòèìè ìíîæåñòâàìè.
Äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáúåì çàäà÷ îöåíêè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè âû-

ïîëíÿþò ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðèáëèæåíèè ìíîæåñòâ îáúåäèíåíèåì
òî÷åê ("ïèêñåëîâ") [5], òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñè-
ñòåì ÎÄÓ.
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Ýòè ìåòîäû ìîãóò òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëå-
íèé è èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøîãî îáúåìà ïàìÿòè. Äëÿ íèõ èìååò ìåñòî
ÿâëåíèå "ðàñøèðÿþùåéñÿ ñåòêè"(÷åì áîëüøå ìíîæåñòâî, òåì áîëüøå òî-
÷åê íåîáõîäèìî äëÿ åãî àïïðîêñèìàöèè). Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå âñå áîëåå
òî÷íûõ îöåíîê ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.
Äëÿ êðàòêîãî îïèñàíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ñõåìû îöåíêè ìíîæåñòâ ðå-

øåíèé ñèñòåìû ÎÄÓ îáîçíà÷èì Y0− îáëàñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ, T−
èíòåðâàë âðåìåíè, N− ÷èñëî øàãîâ ïî âðåìåíè, δ = T

N .
Îñíîâó ñèìâîëüíîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå âåêòîðíûõ ñèì-

âîëüíûõ ôîðìóë Sym(ti, Y0, y1, ..., yn) = (Symk(ti, Y0, y1, ..., yn), k = 1, ..., n) íà
êàæäîì èíòåðâàëå âðåìåíè [0, δ] òàê, ÷òîáû îöåíêà⋃

y0∈Y0

Sym(ti, y0, ..., yn) ⊇ Y (ti) = Y (ti, Y0),

Y (ti) = Y (ti, Y0) îïðåäåëÿëàñü èç ôîðìóëû (2). Äëÿ ýòîãî ñèìâîëüíûå
ôîðìóëû äîëæíû äîñòàòî÷íî òî÷íî ïðèáëèæàòü òî÷íîå ðåøåíèå. Ïðè
ýòîì ñàìûìè òðóäîåìêèìè îïåðàöèÿìè áóäóò îïåðàöèè ïî îðãàíèçàöèè è
õðàíåíèþ ñèìâîëüíûõ ôîðìóë, ó÷àñòâóþùèõ â âû÷èñëåíèÿõ îöåíîê îá-
ëàñòåé çíà÷åíèé, à îáùåå ÷èñëî ýòèõ îïåðàöèé áóäåò ñóùåñòâåííî ìåíü-
øèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ ïðè âû÷èñëåíèè
îáëàñòè çíà÷åíèé ðåøåíèé.
Íà ñëåäóþùåì øàãå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ

ñèìâîëüíûõ ôîðìóë ðåøåíèé, âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé
êàê îöåíêè îáëàñòåé çíà÷åíèé ïîñòðîåííîãî ñèìâîëüíîãî âûðàæåíèÿ [8]-
[12]. Íàïðèìåð, âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

max
y0,k∈Y0

Symk(ti, y0, ..., yn), k = 1, ..., n.

Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ îáëàñòåé çíà÷åíèé ïî ñèìâîëü-
íîé ôîðìóëå îïðåäåëÿåòñÿ ìàëûìè çàòðàòàìè âðåìåíè è ÷èñëà îïåðà-
öèé. Ýòî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [8]- [12].
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèìâîëüíûõ ôîðìóë ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, îñ-

íîâàííûå íà èíúåêòèâíîñòè (âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè) ðåøåíèÿ/îïåðà-
òîðà ñäâèãà âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ÎÄÓ äëÿ îïðåäåëåí-
íûõ êëàññîâ ñèñòåì ÎÄÓ [10], [12]. Õàðàêòåðíûé ïðèçíàê òàêèõ ñèñòåì
� îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé íà âñåì èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè âû-
ïîëíåíèè ýòîãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñäâèãà ãðàíèöà ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ïåðåõîäèò â ãðàíèöó ýòîãî ìíîæåñòâà â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ýòî
äàåò âîçìîæíîñòü âûäåëèòü îïîðíóþ òî÷êó âíóòðè ìíîæåñòâà ðåøåíèé,
à òàêæå ðåïåðíûå (îáîçíà÷àþùèå ðóáåæ) òî÷êè íà ãðàíèöå íà÷àëüíûõ
äàííûõ. Ïðèìåíÿÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ê çàäà÷àì ñ ðåïåðíûìè òî÷êàìè
íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ è ê îïîðíîé òî÷êå âû÷èñëÿåì
íàáîð õàðàêòåðíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà ðåøåíèé â ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ âðå-
ìåíè. Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ÎÄÓ ñâîéñòâî âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè åñòü
ñëåäñòâèå ôîðìóëû Êîøè îáùåãî ðåøåíèÿ. Êðîìå ýòîãî, èìååò ìåñòî
ñâîéñòâî àôôèííîñòè îòîáðàæåíèé, çàäàâàåìûõ ðåøåíèÿìè ëèíåéíûìè
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ñèñòåìàìè ÎÄÓ. Äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ÎÄÓ, èìåþùèõ åäèíñòâåííûå
ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç çíà÷åíèé èç íåêîòîðîé îáëàñòè íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ, ðåøåíèÿ áóäóò ïåðåâîäèòü ãðàíèöû îáëàñòåé íà÷àëüíûõ äàííûõ
â ãðàíèöû îáëàñòåé ðåøåíèé â êàæäûé êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè.
Êëàññ òàêèõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ÎÄÓ ñîñòîèò èç ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé (óñòîé÷èâûõ ïî
Ëàãðàíæó).
Äëÿ ñèñòåìû (1) ñ íåëèíåéíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ìîæíî ïîñòðîèòü ¾âîç-

ìóùåííóþ¿ ñèñòåìó, ñâÿçàííóþ ñ ñèñòåìîé (1) ñ èçìåíåííûìè íà÷àëü-
íûìè äàííûìè,

dy

dt
= f(t, y), u(t0) = y0 (5)

dz

dt
= f(t, z) + g(t, z), z(t0) = y0 (6)

ñîîòâåòñòâåííî, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂f
∂y ñóùåñòâóåò è íåïðå-

ðûâíà. Òîãäà ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì [17], [18]

z(t) = y(t) +

∫ 1

0

∂y

∂y0
(t0, t, y0 + s(z0 − y0))(z0 − y0)ds+ (7)

+

∫ t

t0

∂y

∂y0
(s, t, z(s))g(s, z(s))ds.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîìîãàþò îöåíèâàòü îòêëîíåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì
ÎÄÓ ïîä âëèÿíèåì âîçìóùåíèé, òî åñòü îöåíèâàòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ñèñòåìû ñ âîçìóùåíèÿìè.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÎÄÓ èìåþò ñëîæ-

íûå ãðàíèöû (ãðàíè÷íûå ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòåé),
êîòîðûå íåâîçìîæíî îïèñàòü ôîðìóëàìè. Â ðåçóëüòàòå èñïîëüçóþòñÿ
âîçìîæíîñòè � ëèáî îïèñàòü çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé â íàáî-
ðå äèñêðåòíûõ òî÷åê (íà ñåòêå), ëèáî âû÷èñëèòü îöåíêè ìàêñèìàëüíûõ
çíà÷åíèé â íàïðàâëåíèÿõ îñåé êîîðäèíàò, ëèáî âû÷èñëèòü îöåíêè ìàê-
ñèìàëüíûõ çíà÷åíèé â ëþáîì âûáðàííîì íàïðàâëåíèè.
Ïðèìåíèì ñèìâîëè÷åñêèé ìåòîä äëÿ îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ êîëåáàíèé (3) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè −0.1 ≤ y1(t0) ≤ 0.1, 0.9 ≤
y2(t0) ≤ 1.1 ó÷èòûâàÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ðåøåíèé.
Ïîëó÷àåì õîðîøåå ñîâïàäåíèå îöåíîê ñ òî÷íûìè ãðàíèöàìè ìíîæåñòâ

ðåøåíèé (ñì. Ðèñóíîê 1) íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè.
Ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ïîñòðîåíèå îöåíîê ýòîé çàäà÷è
ôîðìèðóþòñÿ çà ñ÷åò íåñêîëüêèõ âû÷èñëåíèé ïî ïîñòðîåííîé ñèìâîëü-
íîé ôîðìóëå è íåâåëèêè [8]-[12].
Ìíîæåñòâî ðåøåíèé Y (t, t0, y0) =

⋃
y0∈Y0

y (t, t0, y0) ñîñòîèò èç òðàåê-
òîðèé

y(t, t0, y0) = (y1(t, t0, y0), y2(t, t0, y0), ...., yn(t, t0, y0)) .
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Ðèñ. 1. Âû÷èñëåííûå ãðàíèöû ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà-
÷è (3) íà èíòåðâàëå âðåìåíè [0, 50].

Ñðåäè òðàåêòîðèé, âõîäÿùèõ â ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé, âûäåëèì áà-
çîâóþ òðàåêòîðèþ (âñåãäà âõîäÿùóþ â íàáîð òðàåêòîðèé) y (t, t0, y0) ∈
Y (t, t0, y0) äëÿ ëþáîãî t ∈ T , à òàêæå ãðàíè÷íóþ òðàåêòîðèþ
ybound(t, t0, y0). Ãðàíè÷íàÿ òðàåêòîðèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ
òàê � äëÿ ëþáîãî ε > 0 â ε− îêðåñòíîñòè ýòîé òðàåêòîðèè åñòü òî÷êà, íå
ïðèíàäëåæàùàÿ íè îäíîé òðàåêòîðèè èç Y (t, t0, y0) =

⋃
y0∈Y0

y (t, t0, y0) :

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò zouter òàêîé, ÷òî d (ybound, zouter) < ε,
zouter ̸= y (t, t0, y0) äëÿ ëþáîãî y0 ∈ Y0.
Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íàÿ

òðàåêòîðèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé, à òàêæå ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü âíóò-
ðåííÿÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ãðàíè÷íîé òðàåêòîðèè.
Äî ñèõ ïîð äîñòàòî÷íî ïðîáëåìàòè÷íî ïîëíîñòüþ èññëåäîâàòü ñâîé-

ñòâî èíúåêòèâíîñòè (âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè) ðåøåíèé ÎÄÓ. Äëÿ ëè-
íåéíûõ ñèñòåì ÎÄÓ ñâîéñòâî âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ôîðìóëû Êîøè îáùåãî ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ñâîé-
ñòâî àôôèííîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ðåøåíèÿìè ëèíåéíûõ
ñèñòåì ÎÄÓ.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíúåêòèâíîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì ÎÄÓ

äîëæíî ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â íåêîòîðîé îáëàñòè èñõîä-
íûõ äàííûõ è áûòü îãðàíè÷åííûì. Òîãäà ãðàíèöû îáëàñòåé íà÷àëüíûõ
äàííûõ òðàåêòîðèè ñèñòåìû ÎÄÓ ïåðåâîäÿò â ãðàíèöû îáëàñòåé ðåøå-
íèé.
Îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû (8) ñëóæèò èëëþñòðàöèåé ïîâå-

äåíèÿ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà ðåøåíèé.
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Ðèñ. 2. Âû÷èñëåííûå ãðàíèöû ìíîæåñòâ ðåøåíèé çàäà÷è
(8), ïðîåêöèÿ â ïðîñòðàíñòâî y1, y2, y3 íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè [0, 15]

dy1
dt

= −y2 − y3,

dy2
dt

= y1 + 0.25y2 + y4, (8)

dy3
dt

= y1y3 + 3,

dy4
dt

= −0.5y3 + 0.05y4,

yi(t0) ∈ [−1, 1] , i = 1, ..., 4.

3 Ðåãóëÿðèçàöèÿ àëãîðèòìà îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé

Ñëîæíîñòè, âîçíèêàþùèå â çàäà÷àõ îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèñòåì
ÎÄÓ, ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè ïðîâåñòè àíàëèç ýòîé ñèòóàöèè è ñîçäàòü
íåîáõîäèìûå êîððåêòèðîâêè àëãîðèòìîâ. Ñèëüíûé ðîñò ãðàíèö îöåíîê
íàáëþäàåòñÿ â áîëüøèíñòâå ìåòîäîâ îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé. Îäíîé
èõ ïðè÷èí ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, òî, ÷òî ïðè îöåíèâàíèè ìíîæåñòâ ðåøå-
íèé èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû ÎÄÓ ñ ðàçìåðíîñòüþ âäâîå áîëüøåé ðàçìåð-
íîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû, òî åñòü èçìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðà çàäà÷è. Ñòðóê-
òóðíî âîçìóùåííûå ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ÷àñòî ìîãóò áûòü íåóñòîé÷èâû-
ìè ïî Ëÿïóíîâó. Â èòîãå âîçðàñòàíèå ãðàíèö îöåíîê ìíîæåñòâ ðåøåíèé
âî ìíîãèõ èçâåñòíûõ ìåòîäàõ ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî íåêîððåêòíîñòüþ
àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ ãðàíèö ìíîæåñòâ ðåøåíèé
×òîáû óñòðàíèòü âëèÿíèå ýòîãî, â ñèìâîëüíûõ ìåòîäàõ ïðîâîäèò-

ñÿ äåòàëüíûé àíàëèç ïðè÷èí, âûçûâàþùèõ ðîñò ãðàíèö îöåíêè ìíî-
æåñòâ ðåøåíèé, è âûïîëíÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ.
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À.Í.Òèõîíîâûì áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå ðåãóëÿðèçèðóþùåãî àë-
ãîðèòìà (ðåãóëÿðèçèðóùåãî îïåðàòîðà, ðåãóëÿðèçàòîðà) äëÿ íåêîððåêò-
íî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îïåðàòî-
ðîâ, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì àïïðîêñèìèðóþùåãî îáðàòíûé îïåðàòîð è
îáåñïå÷èâàþùåãî ïðè ñîãëàñîâàíèè ïàðàìåòðà ñ óðîâíåì ïîãðåøíîñòè
èñõîäíûõ äàííûõ óñòîé÷èâîå âîññòàíîâëåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ [14]. Äëÿ
êîððåêòíûõ ïî Àäàìàðó çàäà÷ â êà÷åñòâå ôîðìàëüíîãî ðåãóëÿðèçèðóþ-
ùåãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü âçÿò ñàì îáðàòíûé îïåðàòîð. Äðóãîå äå-
ëî, ÷òî òàêîé àëãîðèòì ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêîíñòðóêòèâíûì (ïðàêòè÷å-
ñêè íåðåàëèçóåìûì). Ïîíÿòèå ðåãóëÿðèçèðóþùåãî àëãîðèòìà îêàçàëîñü
âåñüìà ýôôåêòèâíûì è ðàáîòîñïîñîáíûì [13], [14], [15], [16].
Ïóñòü H,F,G− ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, d− ìíîæåñòâî òî÷íûõ íà-

÷àëüíûõ äàííûõ, íàïðèìåð, d = {A, f, L, g}, dσ � ìíîæåñòâî ïðèáëèæåí-
íûõ äàííûõ îñíîâíîé çàäà÷è ñ êîìïîíåíòàìè òîãî æå òèïà, íàïðèìåð,

dσ = {Â, f̂ , L̂, ĝ} , σ = (h, δ, t, τ)� âåêòîð òî÷íîñòè (èçìåðÿþùèé ïîãðåø-
íîñòü ïðèáëèæåííûõ äàííûõ äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû). Îòîáðàæåíèå
Rσ, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ïðèáëèæåííûì äàííûì Uσ ⊂ D íåêîòîðîå
íåïóñòîå ìíîæåñòâî dσ, îïðåäåëÿåò ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îñ-
íîâíîé çàäà÷è. Áóäåì îáîçíà÷àòü Uσ = Rσ. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

limσ→0supu∈Uσ ∥ Au− f ∥F≤ µA, limσ→0supu∈Uσ ∥ Lu− g ∥G≤ νL,

òî ïðèáëèæåííûé ìåòîä Rσ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì [15].
Âåêòîð òî÷íîñòè äàííûõ σ → 0, åñëè âñå åãî êîìïîíåíòû ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ.
Òåîðåìà. Äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà Rσ ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìåòîä áûë ðåãóëÿðíûì [15].
Ñðåäè ðåøåíèé, âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî ðåøåíèé, âûäåëèì áàçîâîå ðå-

øåíèå (âñåãäà âêëþ÷åííîå â ìíîæåñòâ ðåøåíèå) y (t, t0, y0) ∈ Y (t, t0, y0)
äëÿ ëþáîãî t ∈ T , à òàêæå ãðàíè÷íîå ðåøåíèå ybound(t, t0, y0) ∀ε > 0 â
ε−îêðåñòíîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ åñòü òî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ íè îäíîìó
ðåøåíèþ èç Y (t, t0, y0).
Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íîå

ðåøåíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé, à òàêæå ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü âíóòðåí-
íÿÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ãðàíè÷íîì ðåøåíèè: ∃ε > 0 ∃ zouter òàêîå, ÷òî
d (ybound, zouter) < ε, zouter ̸= y (t, t0, y0) äëÿ ëþáîãî y0 ∈ Y0?
Ïîëåçíî ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèòü ðåãóëÿðèçàöèþ îöåíîê ãðàíèö

ìíîæåñòâ ðåøåíèé, ïåðåõîäÿ ê ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé ñè-
ñòåìû. Ðåãóëÿðèçàöèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è îçíà÷àåò ïîèñê èíôîðìàöèè î
ìíîæåñòâå ïîäõîäÿùèõ äëÿ îöåíêè ðåøåíèé è çàäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè ñæà-
òèÿ/ðàñøèðåíèÿ â çàäàííûõ íàïðàâëåíèÿõ, ñìåùåíèÿ ïî îñè âðåìåíè è
ïîâîðîòà íà îïðåäåëåííûé óãîë [19].
Ìîæíî ãîâîðèòü î äåôîðìàöèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé â ëèíåéíîì ïðè-

áëèæåíèè (â íåêîòîðîì ñìûñëå íàïîìèíàÿ ëèíåéíóþ òåîðèþ óïðóãîñòè).
Áåñêîíå÷íî ìàëûå âåêòîðû, èñõîäÿùèå èç öåíòðà èñõîäíîãî ìíîæåñòâà
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(íàïðèìåð, øàðà ìàëîãî ðàäèóñà ρ), ïîä äåéñòâèåì àôôèíîðà (àôôèí-
íîãî òåíçîðà) ïåðåõîäÿò â âåêòîðû, èñõîäÿùèå èç öåíòðà ñìåùåííîãî (è
äåôîðìèðîâàííîãî) ìíîæåñòâà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà
−−−→
MM ′ â âåêòîð

−−→
LL′ ïðîèñõîäèò (ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè) ñ ïîìî-

ùüþ àôôèíîðà E + ∆t · U , ãäå U− ïðîèçâîäíûé àôôèíîð âåêòîðíîãî
ïîëÿ ñêîðîñòåé, à ∆t− ïðîøåäøèé áåñêîíå÷íî ìàëûé ïåðèîä âðåìåíè.
Îáëàñòü Ω, â êîòîðîé çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå, ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ñ

ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïîäâèæíîé äåôîðìèðóþùåé ñðåäû. Ïóñòü âåêòîð
f(M) îïèñûâàåò ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà ñðåäû, íàõîäÿ-
ùàÿñÿ â äàííûé ìîìåíò â òî÷êå M .
Êàæäàÿ òî÷êà, â [19], íàçâàííàÿ óñëîâíî ÷àñòèöåé æèäêîñòè, îïèñû-

âàåò îïðåäåë¼ííóþ òðàåêòîðèþ âî âðåìåíè

y1 = y1(t), y2 = y2(t), y3 = y3(t).

Ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè íà îñè êîîðäèíàò â ýòîì ñëó÷àå, êàê èç-
âåñòíî, ðàâíû

dyi
dt

, i = 1, 2, 3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîð ñêîðîñòè ñîâïàäàåò â êàæäîé òî÷êå M ñ âåê-
òîðîì ïîëÿ f(M), à åãî ïðîåêöèè ðàâíû fi(M) = fi(y1(t), y2(t), y3(t)).
Êàê ðåçóëüòàò

dyi
dt

= fi(y1, y2, y3), i = 1, 2, 3.

×àñòèöà æèäêîñòè, íàõîäÿùàÿñÿ â äàííîé òî÷êå M âî âðåìåíè, ÷å-
ðåç áåñêîíå÷íî ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè ε = ∆t ñìåñòèòñÿ íà âåêòîð
∆t · f(M), åñëè ïðåíåáðå÷ü áåñêîíå÷íî ìàëûì èíòåðâàëîì âðåìåíè ε =
∆t. ìàëûé áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèä-
êîñòè çàâèñèò îò åå ïîëîæåíèÿ, òî â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ñêîðîñòü, âî-
îáùå ãîâîðÿ, áóäåò ìåíÿòüñÿ. Îäíàêî çà áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè îíà óñïåâàåò èçìåíèòüñÿ, íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ f(M), ëèøü íà
áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó. Â ðåçóëüòàòå ∆t · f(M) äàåò ïåðåìåùåíèå ñ
îøèáêîé áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà (ãðóáî ãîâîðÿ, áåñêî-
íå÷íî ìàëàÿ îøèáêà ïî ñêîðîñòè ∆f óìíîæàåòñÿ íà ∆t, Err = ∆t ·∆f).
Ïóñòü M ′ � íåêîòîðàÿ òî÷êà øàðà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ρ ñ

öåíòðîì â M (íåêîòîðîå ðåøåíèå âûáèðàåòñÿ â îáëàñòè ðåøåíèé). Ïîä-
÷èíèòü âñå òî÷êè øàðà çàäàííîìó ñìåùåíèþ τ · f(M) ïî ïóòè ðåøåíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, òî÷êè M,M ′ ïåðåõîäÿò â íåêîòîðûå òî÷êè L,L′.
Íà ýòîé îñíîâå ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî áåñêîíå÷íî ìàëûå âåêòîðû, âûõî-

äÿùèå èç öåíòðà îêðåñòíîñòè ðåøåíèé ðàäèóñà ρ, îòîáðàæàþòñÿ â âåêòî-
ðû, èñõîäÿùèå èç öåíòðà ñìåùåííîé (è äåôîðìèðîâàííîé) îêðåñòíîñòè,
ïîä äåéñòâèåì àôôèíîðà U− ëèíåéíîãî çàêîíà, ïî êîòîðîìó êàæäîìó
âåêòîðó â ïðîñòðàíñòâå ñîïîñòàâëåí îïðåäåëåííûé âåêòîð, îáîçíà÷àå-
ìûé y = Uz, (ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ ).
Íî ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ òàêîãî àôôèíîðà áóäåò äåôîðìàöèÿ, ñî-

çäàííàÿ àôôèíîðîì E + ∆t · B, è ïîâîðîò ïîä âëèÿíèåì àôôèíîðà
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E + ∆t · C. Â ýòîì ñëó÷àå bij , cij− ñèììåòðè÷íàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ
÷àñòè àôôèíîðà

bij =
1

2

(∂ai
∂yj

+
∂aj
∂yi

)
, (9)

cij =
1

2

(∂ai
∂yj

− ∂aj
∂yi

)
. (10)

Ïîëüçóÿñü êèíåìàòè÷åñêèì îáúÿñíåíèåì Ðàøåâñêîãî [19], ïîëó÷èì, ÷òî
îáúåìíîå ðàñøèðåíèå ïðîèñõîäèò ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ, ò.å. ëþáàÿ îá-
ëàñòü ïðîñòðàíñòâà, çàïîëíåííàÿ ÷àñòèöàìè æèäêîñòè â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò, ñìåùàåòñÿ è äåôîðìèðóåòñÿ ñî âðåìåíåì, íå ìåíÿÿ ñâîåãî îáúåìà
(ýòî ëåãêî îáîñíîâàòü äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ êàïåëü æèäêîñòè, à ïåðåõîä
ê êîíå÷íîìó îáúåìó òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé). Äåôîðìà-
öèÿ (èçìåíåíèå ôîðìû) îáëàñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïðîèñõîäèò ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà
−−−→
MM ′ â âåêòîð

−−→
LL′ ïðîèñõî-

äèò (ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè) ñ ïîìîùüþ àôôèíîðà E + ∆t · U ,
ãäå U− ïðîèçâîäíûé àôôèíîð âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, à ∆t− � áåñ-
êîíå÷íî ìàëûé ïåðèîä âðåìåíè. Äåéñòâèå òàêîãî àôôèíîðà îáðàçóåò
÷èñòóþ äåôîðìàöèþ, ïîðîæäåííóþ àôôèíîðîì E + ∆t · B, è âðàùå-
íèå ñ ïîìîùüþ àôôèíîðà E +∆t · C. Ïðè ýòîì B, C−ñèììåòðè÷íàÿ è
êîñîñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòè àôôèíîðà U .

4 Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ÎÄÓ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñòðî-
åíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé çàâèñèò îò ñëîæíîãî õàðàêòåðà ìíîæåñòâà ðå-
øåíèé ÎÄÓ è íåâîçìîæíîñòè ó÷åñòü ïîâåäåíèå êàæäîãî èç ðåøåíèé,
âõîäÿùèõ â ýòî ìíîæåñòâî. Ãðàíèöû ìíîæåñòâà ðåøåíèé áóäóò çàâè-
ñåòü îò ìíîãèõ õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâ ðåøåíèé � íàïðèìåð, íàëè÷èÿ
ñåäëîâûõ òî÷åê, òî÷åê âîçâðàòà, òî÷åê áèôóðêàöèé, äèõîòîìèè ñïåêòðà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, íà êîòîðûå ìî-
æåò âëèÿòü âîçìóùàþùåå (óïðàâëÿþùåå) âîçäåéñòâèå, èíîãäà ÿâëÿþ-
ùååñÿ íåãëàäêîé ôóíêöèåé. Ïîýòîìó â ñòàòüå ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü
îïðåäåëåíèÿ ôîðìóëû ðåøåíèé, çàïèñàííîé â ñèìâîëüíîì âèäå. Ýòî ïîç-
âîëÿåò âû÷èñëèòü ãðàíè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà ðåøåíèé, èñïîëüçóÿ ýòó
ôîðìóëó. Ãðàíè÷íûå òî÷êè áóäóò íàéäåíû êàê ýêñòðåìóìû ñèìâîëüíûõ
âûðàæåíèé, ó÷èòûâàþùèå ëèáî íàïðàâëåíèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé, ëèáî
èíûå çàäàííûå íàïðàâëåíèÿ. Ïî çàäàííîìó íàáîðó ãðàíè÷íûõ òî÷åê âîç-
ìîæíî îïèñàòü ìíîæåñòâî, âêëþ÷àþùåå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
Â èòîãå ìîæíî ðåàëèçîâûâàòü äâà âàðèàíòà � ëèáî îïèñûâàòü çíà÷å-

íèÿ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé â íàáîðå äèñêðåòíûõ òî÷åê (íà ñåòêå), ëè-
áî âû÷èñëÿòü èõ îöåíêè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé â íàïðàâëåíèÿõ êîîð-
äèíàòíûõ îñåé, íàïðèìåð, ìàêñèìóì â ëþáîì âûáðàííîì íàïðàâëåíèè.
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Ïðåäâàðèòåëüíî ïîëåçíî ñòðîèòü ðåãóëÿðèçàöèþ îöåíîê ãðàíèö ìíî-
æåñòâ ðåøåíèé, ïåðåõîäÿ ê ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ èñõîäíîé ñèñòåìû.
Ïîä ðåãóëÿðèçàöèåé ïîíèìàåòñÿ íàõîæäåíèå èíôîðìàöèè î ìíîæåñòâå
òî÷íûõ ðåøåíèé. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü î èññëåäîâàíèè
äåôîðìàöèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.
Ó÷èòûâàÿ ýòó èíôîðìàöèþ î õàðàêòåðèñòèêàõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé

ñèñòåì ÎÄÓ ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèé, â àëãîðèòìå ïîäáèðàþòñÿ íà-
ïðàâëåíèÿ èçìåíåíèé ðåøåíèé ïîä âëèÿíèåì âîçìóùåíèé â ñîîòâåòñòâèè
ñî çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòèê.
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