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Ïðåäñòàâëåíî Ñ.Â. Ñóäîïëàòîâûì

Abstract: The problem of decidability of global admissibility of
GL logic rules, i.e. admissibility of an inference rule in all �nitely
approximable (tabular) extensions of GL logic at once, is investigated.
For rules whose model satis�es certain natural properties, a necessary
and su�cient condition for global admissibility in GL logic is ob-
tained. Based on the obtained description, an algorithm for che-
cking the global admissibility of an arbitrary rule in reduced form
is constructed. Thus, the problem of global admissibility in GL
logic is decidable.

Keywords:modal logic, Kripke frame and model, admissible inference
rule, globally admissible inference rules.

1 Ââåäåíèå

Êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ íàøåãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ ëîãè÷åñêîãî ñëå-
äîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðàâèë âûâîäà äëÿ åãî îïèñàíèÿ. Ïðà-
âèëî âûâîäà � ýòî âûðàæåíèå (äðîáü), ñîñòîÿùàÿ èç ïîñûëîê (÷èñëè-
òåëü) è çàêëþ÷åíèÿ, âûâîäà (çíàìåíàòåëü). Ïîñûëêè ïðàâèëà âûðàæàþò
ãèïîòåçû, çàäàííóþ èíôîðìàöèþ, à çàêëþ÷åíèå � ñëåäñòâèå èç íèõ. Â

V. V. Rimatskiy, Global admissibility of inference rules in logic GL.
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îòëè÷èå îò ôîðìóë ïðàâèëà âûâîäà ïîçâîëÿþò îïèñàòü äèíàìè÷åñêóþ,
íåñòàáèëüíóþ èíôîðìâöèþ. Êðîìå òîãî, òàêèå ïðàâèëà ïîçâîëÿþò ôîð-
ìàëèçîâàòü ñòàíäàðòíûé âîïðîñ â èññëåäîâàíèè ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâà-
íèÿ: äàíû íåêîòîðûå ãèïîòåçû èëè çàäàííàÿ èíôîðìàöèÿ, ÷òî èç íèõ
ñëåäóåò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì âûâîäîì èç èçâåñòíîé èíôîð-
ìàöèè?
Íàèáîëåå îáùèì âàðèàíòîì ïðàâèë âûâîäà, ñîâìåñòèìûõ ñ çàäàííîé

ëîãèêîé, îêàçàëèñü äîïóñòèìûå ïðàâèëà âûâîäà, ââåäåííûå Ëîðåíöåíîì
([1], 1955): ýòî òå ïðàâèëà, äîáàâëåíèå êîòîðûõ ê çàäàííîé ëîãèêå íå èç-
ìåíÿåò ìíîæåñòâî åå òåîðåì. Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ äîïóñòèìûõ ïðàâèë
âûâîäà áûë ñòèìóëèðîâàí ïîñòàíîâêîé ïðîáëåìû Ôðèäìàíà ([2], 1975) î
ðàçðåøèìîñòè ïî äîïóñòèìîñòè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè Int: ñóùåñòâó-
åò ëè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ äîïóñòèìîñòè çàäàííîãî ïðàâèëà âûâîäà
â ýòîé ëîãèêå? Â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå âîïðîñ ðàçðåøèìîñòè ïî äîïóñòè-
ìîñòè ðåøàëñÿ òðèâèàëüíî � äîïóñòèìû òîëüêî âûâîäèìûå, äîêàçóåìûå
ïðàâèëà. Â íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèêàõ ïðèìåðû Õàððîïà, Ìèíöà, Ïîðòà è
äð. ([3], [4], [5]) ïîêàçàëè, ÷òî â ýòèõ ëîãèêàõ åñòü äîïóñòèìûå, íî íå âû-
âîäèìûå ïðàâèëà âûâîäà. Ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Ôðèäìàíà
äëÿ ìíîãèõ áàçîâûõ íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê (Int, KC, K4, S4 è äð.) áûëî
ïîëó÷åíî Ðûáàêîâûì Â.Â. (ñì. [6, 7]). Äðóãèì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ âñåõ
äîïóñòèìûõ â çàäàííîé ëîãèêå ïðàâèë âûâîäà îêàçàëîñü ÿâíîå îïèñà-
íèå áàçèñà äëÿ íèõ, ò.å íàáîðà äîïóñòèìûõ ïðàâèë çàäàííîé ëîãèêè èç
êîòîðîãî âûâîäÿòñÿ âñå âîçìîæíûå òàêèå ïðàâèëà (ñì. [8], [9], [10], [11],
[12]).
Òàêèì îáðàçîì, â íà÷. 2000-õ âîçíèê âîïðîñ î äàëüíåéøåì ðàçâèòèè

òåîðèè äîïóñòèìûõ ïðàâèë âûâîäà íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê. Îäíèì èç íà-
ïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ìîæåò ñòàòü èñïîëüçîâàíèå äîïóñòèìûõ ïðàâèë äëÿ
îïèñàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ñâîéñòâ ìîäåëåé èëè ëîãèê. Íàïðèìåð, ñëàáîå
ñâîéñòâî êî-íàêðûòèé (extension property) äëÿ ìîäàëüíûõ èëè ñóïåðèí-
òóèöèîíèñòñêèõ ëîãèê ìîæåò áûòü îïèñàíî ÷åðåç äîïóñòèìîñòü çàäàí-
íîãî íàáîðà ïðàâèë âûâîäà â ëîãèêå (ñì. íàðèìåð [13], [14]).
Äðóãèì íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ ñòàëè ãëîáàëüíî äîïóñòèìûå ïðàâèëà

âûâîäà � ïðàâèëà, äîïóñòèìûå ñðàçó âî âñåõ (ôèíèòíî àïïðîêñèìèðó-
åìûõ) ðàñøèðåíèÿõ çàäàííîé ëîãèêè. Ïîíÿòèå ãëîáàëüíî äîïóñòèìîãî
ïðàâèëà âûâîäà ëîãèêè S4 (Int) áûëî ââåäåíî â êîðîòêîé çàìåòêå [15].
Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèå ïðàâèëà îáîáùàþò îáû÷íûå äîïóñòèìûå ïðàâèëà çà-
äàííîé ëîãèêè. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü
èíòåðåñ â Êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ è ÈÈ. Èçâåñòíî, ÷òî ÿâëåíèÿ èëè ïðî-
öåññû â ýòîé îáëàñòè (ñåòè èíòåðíåò, ïðîöåññû âû÷èñëåíèé è äîêàçà-
òåëüñòâ, ìíîãîàãåíòíûå ñðåäû è òä.) ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ òî÷êè çðå-
íèÿ è íà ÿçûêå ðàçëè÷íûõ íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê (ìíîãîìîäàëüíûõ, âðå-
ìåííûõ, ìíîãîàãåíòíûõ è òä.). Íàõîæäåíèå ïðàâèë âûâîäà, äîïóñòèìûõ
ñðàçó (îäíîâðåìåííî) âî âñåõ (èëè äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå) òàêèõ
ëîãèê ïîçâîëèò èíà÷å âçãëÿíóòü íà îïèñûâàåìûé ïðîöåññ èëè ÿâëåíèå,
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è ïîëó÷èòü íîâûå âûâîäû, èíôîðìàöèþ èç íàáëþäàåìûõ ôàêòîâ, èí-
ôîðìàöèè.
Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àâòîðó èçâåñòíî íå ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ

èçó÷åíèþ ãëîáàëüíî äîïóñòèìûõ ïðàâèë âûâîäà. Â êîðîòêîé çàìåòêå
[15] áûëà äîêàçàíà ðåäóêöèÿ ãëîáàëüíîé äîïóñòèìîñòè ê òàáëè÷íîé äî-
ïóñòèìîñòè: ïðàâèëî ãëîáàëüíî äîïóñòèìî â ëîãèêå L åñëè, è òîëüêî
åñëè îíî äîïóñòèìî âî âñåõ òàáëè÷íûõ ðàñøèðåíèÿõ ëîãèêè L. Â [16]
ïîëó÷åí ÿâíûé (áåñêîíå÷íûé) áàçèñ ïðàâèë âûâîäà, ãëîáàëüíî äîïóñòè-
ìûõ â ìîäàëüíûõ ïðåäòàáëè÷íûõ ëîãèêàõ PT2, PT3. Â [12] áûë îïèñàí
ÿâíûé áàçèñ ãëîáàëüíî äîïóñòèìûõ ïðàâèë äëÿ (áåñêîíå÷íîãî êëàññà)
ðàñøèðåíèé ëîãèêè S4 ñî ñëàáûì ñâîéñòâîì êî-íàêðûòèé.
Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èçó÷åíèå ãëîáàëüíî äîïóñòèìûõ

ïðàâèë íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê è ðàçâèâàåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [17,
18]. Äëÿ ïðàâèë â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå, ìîäåëü (ïîñòðîåííàÿ íà ôîð-
ìóëàõ ïîñûëêè ïðàâèëà) äëÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì åñòå-
ñòâåííûì ñâîéñòâàì, ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëî-
áàëüíîé äîïóñòèìîñòè â ëîãèêå GL. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî îïèñàíèÿ
ïîñòðîåí àëãîðèòì ïðîâåðêè ãëîáàëüíîé äîïóñòèìîñòè ïðîèçâîëüíîãî
ïðàâèëà â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå. Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ãëîáàëü-
íîé äîïóñòèìîñòè â GL ðàçðåøèìà.

2 Îïðåäåëåíèÿ, ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Âíà÷àëå íàïîìíèì êðàòêî íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû
(äëÿ äåòàëüíîãî çíàêîìñòâà ñ ïðåäìåòîì ðåêîìåíäóåì ìîíîãðàôèþ [7]).
Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ëîãèêè, ðàñøèðÿþùèå GL, ïîýòîìó âñå
ôðåéìû èððåôëåêñèâíû è òðàíçèòèâíû.
Ôðåéì F := ⟨W,R⟩ åñòü ïàðà, ãäå W � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è R -

áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå W . Áàçèñíîå ìíîæåñòâî è ñàì ôðåéì
äàëåå ÷àñòî áóäåì îáîçíà÷àòü îäíîé è òîé æå áóêâîé. Åñëè ⟨W,R⟩ �
íåêîòîðûé ôðåéì, òî íåïóñòîå ìíîæåñòâî C ⊆ W íàçûâàåòñÿ ñãóñò-
êîì, åñëè: C ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî èððåôëåêñèâíîãî ýëåìåíòà, èëè
1) äëÿ ëþáûõ x, y èç C âûïîëíÿåòñÿ xRy; 2) äëÿ ëþáûõ x ∈ C è y ∈ W
(xRy&yRx) =⇒ y ∈ C. Ñãóñòîê íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè |C| > 1; â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îäíîýëåìåíòíûì èëè âûðîæäåííûì. Äëÿ ýëåìåíòà
a ∈ F ÷åðåç C(a) îáîçíà÷èì ñãóñòîê, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì a. Ò.ê. ìû
ðàññìàòðèâàåì ëîãèêè íàä GL, òî âñå ñãóñòêè ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåíûìè
è ñîñòîÿò èç îäíîãî èððåôëåêñèâíîãî ýëåìåíòà.
Ìîäåëüþ íàçûâàåòñÿ òðîéêàM = ⟨W, R, V ⟩, ãäå F := ⟨W,R⟩ôðåéì è

V � îçíà÷èâàíèå ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ P íà ôðåé-
ìå F , ò.å. V : P → 2W . Dom(V ) = P íàçûâàåòñÿ äîìåéíîì V .
Ôðåéì F = ⟨W1, R1⟩ íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ïîäôðåéìîì ôðåéìà G =

⟨W2, R2⟩ (îáîçíà÷àåì F ⊑ G), åñëè âûïîëíÿåòñÿW1 ⊆W2, R2∩W 2
1 = R1

è ∀a ∈W1 ∀b ∈W2 (aR2b =⇒ b ∈W1).
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Åñëè M1 = ⟨W1, R1, V1⟩, M2 = ⟨W2, R2, V2⟩ ìîäåëè, òî ìîäåëü M1

íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé ïîäìîäåëüþ ìîäåëè M2 (îáîçíà÷àåì M1 ⊑ M2),
åñëè 1) ôðåéì ⟨W1, R1⟩ � îòêðûòûé ïîäôðåì ôðåéìà ⟨W2, R2⟩ ; 2)
Dom(V1) = Dom(V2) è ∀p ∈ Dom(V1) V1(p) = V2(p) ∩W1.
Îòîáðàæåíèå ôðåéìîâ f : ⟨F, R⟩ → ⟨G, S⟩ íàçûâàåòñÿ ð-ìîðôèçìîì,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ: (1) aRb =⇒ f(a)Sf(b); (2) f(x)Sz =⇒ ∃y ∈ F : f(y) =
z&xRy. Îòîáðàæåíèå f : M1 = ⟨W1, R1, V1⟩ → M2 = ⟨W2, R2, V2⟩
íàçûâàåì òàêæå ð-ìîðôèçìîì ìîäåëè M1 â ìîäåëü M2, åñëè 1) f åñòü
ð-ìîðôèçì ôðåéìà F1 = ⟨W1, R1⟩ âî ôðåéì F2 = ⟨W2, R2⟩ ; 2) îçíà÷è-
âàíèÿ V1, V2 îïðåäåëåíû äëÿ îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ;
3) ∀ p ∈ Dom(V1), ∀a ∈W1(a |=V1 p ⇐⇒ f(a) |=V2 p).
Îñíîâíûì ñâîéñòâîì âçÿòèÿ îòêðûòûõ ïîäìîäåëåé è ð-ìîðôèçìîâ ÿâ-

ëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå èñòèííîñòè ôîðìóë:

Óòâåðæäåíèå 2.1. [7]
1) Åñëè M1 îòêðûòàÿ ïîäìîäåëü ìîäåëè M2, òîãäà äëÿ ëþáîé ôîð-

ìóëû α, ïîñòðîåííîé íà ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Dom(V1), M2 |= α
âëå÷åò M1 |= α;
2) åñëè îòîáðàæåíèå f åñòü ð-ìîðôèçì ìîäåëèM1 = ⟨W1, R1, V1⟩ íà

ìîäåëü M2 = ⟨W2, R2, V2⟩, òîãäà äëÿ ëþáîé ôîðìóëû α, ïîñòðîåííîé
íà ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Dom(V1), ñïðàâåäëèâî ∀a ∈ W1(a |=V1

α ⇐⇒ f(a) |=V2 α).

Ïóñòü Fi = ⟨Wi, Ri⟩, i ∈ I � ñåìåéñòâî ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ
ôðåéìîâ, ò.å. Wi ∩Wj = ∅ äëÿ i ̸= j ∈ I. Ïðÿìûì îáúåäèíåíèåì ýòîãî
ñåìåéñòâà íàçûâàåòñÿ ôðåéì

⊔
i∈I Fi = ⟨W, R⟩, ãäå W =

⋃
i∈I Wi, R =⋃

i∈I Ri. Ïðÿìîå îáúåäèíåíèå ìîäåëåé îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ãîâîðèì, ÷òî ôðåéì F ÿâëÿåòñÿ λ-ôðåéìîì, åñëè âñå òåîðåìû ëîãèêè

λ èñòèííû íà F ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè ïåðåìåííûõ. Ñîîòâåòñòâåííî,
λ(F) � ìíîæåñòâî ôîðìóë, èñòèííûõ íà F � åñòü ëîãèêà, ïîðîæäåííàÿ
ôðåéìîì F .
Ïî Ëåììå 2.5.26 [7] ïðÿìîå îáúåäèíåíèå ôðåéìîâ (èëè ìîäåëåé) ñî-

õðàíÿåò èñòèííîñòü ôîðìóë:
⊔

i∈I Fi |=V α ⇐⇒ ∀i (Fi |=Vi α). Çíà÷èò,
ïðÿìîå îáúåäèíåíèå λ-ôðåéìîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ λ-ôðåéìîì.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñãóñòêè C1, C2, . . . , Cn íåêîòîðîãî ôðåéìà F ïî-

ïàðíî íå ñðàâíèìû ïî îòíîøåíèþ R, åñëè ñïðàâåäëèâî: ∀Ci, Cj , 1 ≤
i, j ≤ n, ∀x ∈ Ci, y ∈ Cj(¬(xRy)&¬(yRx)), ò.å. èç ýëåìåíòîâ îäíî-
ãî ñãóñòêà äàííîãî ìíîæåñòâà ñãóñòêîâ íå äîñòèæèìû ïî îòíîøåíèþ
R ýëåìåíòû äðóãîãî ñãóñòêà. Ëþáîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ
ïî îòíîøåíèþ R ñãóñòêîâ ôðåéìà F íàçûâàåòñÿ àíòèöåïüþ. Àíòèöåïü
A íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè A ñîñòîèò ïî êðàéíåé ìåðå èç äâóõ
ðàçëè÷íûõ ñãóñòêîâ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � òðèâèàëüíîé.
Ïóñòü F = ⟨F, R⟩ íåêîòîðûé ôðåéì. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ F îáî-

çíà÷èì aR = {x|aRx} è a<R = aR \ C(a) è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò
a (ñãóñòîê C(a)) ïîðîæäàåò êàê êîðåíü ïîäôðåéì aR (C(a)R ñîîòâåò-
ñòâåííî) ôðåéìà F . Àíàëîãè÷íî, äëÿ ìíîæåñòâà X ⊆ F îïðåäåëÿåì
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XR :=
⋃
{xR|x ∈ X} è X<R = XR \ X, è òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ìíîæåñòâî X ⊆ F ïîðîæäàåò ïîäôðåéì XR èëè X<R ñîîòâåòñòâåííî.
Äàëåå ïîìèìî ñòàíäàðòíîãî îáîçíà÷åíèÿ ôðåéìîâ ïðîïèñíûììè ëàòèí-
ñêèìè áóêâàìè (F, F , G, . . . ), òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü è îáîçíà÷åíèÿ
aR, CR, XR, . . . äëÿ ïîäôðåéìîâ (ôðåéìîâ), ïîðîæäåííûõ ýëåìåíòîì
a ∈ F , ñãóñòêîì C ∈ F èëè ìíîæåñòâîì X ⊆ F .
Ôðåéì F � êîðíåâîé, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ F òàêîé, ÷òî ∀b ∈

F (aRb). Äàííûé ýëåìåíò a (è ñãóñòîê C(a)) íàçûâàåì òàêæå êîðíåì
F . Ñãóñòîê C(a) èç F åñòü êî-íàêðûòèå äëÿ ìíîæåñòâà (èëè àíòèöåïè)
X ⊆ F , åñëè a<R = XR :=

⋃
{xR|x ∈ X}. Ãîâîðèì, ÷òî ýëåìåíò a åñòü

êî-íàêðûòèå äëÿX ⊆ F , åñëè îäíîýëåìåíòíûé ñãóñòîê C(a) îáðàçóåò êî-
íàêðûòèå äëÿ X. λ-êî-íàêðûòèåì íàçûâàåì êî-íàêðûòèå, ïîðîæäàþùåå
êàê êîðåíü λ-ôðåéì.
Ãëóáèíîé d(x) ýëåìåíòà x ôðåéìà (ìîäåëè) F íàçûâàåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíîå ÷èñëî ñãóñòêîâ â öåïÿõ ñãóñòêîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñî ñãóñòêà, ñî-
äåðæàùåãî x. Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ôðåéìà (ìîäåëè) F ãëóáèíû íå
áîëåå ÷åì n áóäåì îáîçíà÷àòü S≤n(F), à ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãëóáèíû
n îáîçíà÷èì Sn(F).
Ïîäìíîæåñòâî X çàäàííîé ìîäåëè M íàçûâàåòñÿ ôîðìóëüíî îïðåäå-

ëèìûì èëè ôîðìóëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà α òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈
M

[
x |=V α ⇐⇒ x ∈ X

]
. Ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíò x ∈ M ÿâëÿåòñÿ

ôîðìóëüíûì, åñëè ìíîæåñòâî {x}ôîðìóëüíîå. Îçíà÷èâàíèå V îïðåäåëè-
ìî (ôîðìóëüíîå) â ìîäåëè M, åñëè äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé p èç îáëàñòè
V , ìíîæåñòâî V (p) ôîðìóëüíîå.
Äëÿ çàäàííîãî ôðåéìà F , çàäàííîãî îçíà÷èâàíèÿ V è ïðàâèëà âû-

âîäà r := {α1, . . . , αk/β}, ãîâîðèì ÷òî r èñòèííî íà F ïðè îçíà÷èâà-
íèè V (îáîçíà÷àåì F |=V r), åñëè êàê òîëüêî ∀x ∈ F ∀i (x |=V αi),
òî ∀x ∈ F (x |=V β). Ïðàâèëî r èñòèííî íà F , åñëè r èñòèííî íà F
ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè V (îáîçíà÷àåì F |= r). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ èñòèííîñòü ïðàâèëà íà çàäàííîé ìîäåëè: r èñòèííî íà M, åñëè êàê
òîëüêî ∀x ∈ M∀i (x |=V αi), òî ∀x ∈ M (x |=V β) ïðè îçíà÷èâàíèè V .
Ïðàâèëî âûâîäà r = {α1(x1, ..., xn), . . . , αk(x1, ..., xn)/β(x1, ..., xn)}

íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì â ëîãèêå λ [îáîçíà÷àåì r ∈ Ad(λ)],
åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë δ1, . . . , δn èç (∀j αj(δ1, . . . , δn) ∈ λ) ñëåäóåò
β(δ1, . . . , δn) ∈ λ.
Äîïóñòèìûå ïðàâèëà ïðîïîçèöèîíàëüíîé ìîäàëüíîé (ñóïåðèíòóèöèî-

íèñòñêîé) ëîãèêè λ èìåþò àëãåáðàè÷åñêîå îïèñàíèå � èì ñîîòâåòñòâóþò
êâàçèòîæäåñòâà, èñòèííûå íà ñâîáîäíîé àëãåáðå ñ÷åòíîãî ðàíãà Fw(λ)
ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð V ar(λ), ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîé ëîãèêå, ò.å. ñïðà-
âåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 2.2 (ãë. 3, [7]). Ïðàâèëî âûâîäà r = {α1, . . . , αk/β} äî-
ïóñòèìî â ëîãèêå λ åñëè è òîëüêî åñëè íà ñâîáîäíîé àëãåáðå ñ÷åòíîãî
ðàíãà Fw(λ) èç ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð V ar(λ) èñòèííî êâàçèòîæäåñòâî
r∗ = {α1 = 1& . . .&αk = 1 =⇒ β = 1}.



1062 Â.Â. ÐÈÌÀÖÊÈÉ

Ìîäåëü Êðèïêå ⟨F,R, V ⟩, ãäå V : Pn → 2F è Pn = {p1, p2, . . . , pn},
íàçûâàåòñÿ n-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ëîãèêè λ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáîé ôîðìóëû α îò ïåðåìåííûõ p1, . . . , pn, âûïîëíÿåòñÿ α ∈
λ ⇐⇒ ⟨F,R, V ⟩ |= α.
Â íàøåì èññëåäîâàíèè ñóùåñòâåííî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòðîåíèå n-

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûõ ëîãèê, ðàñ-
øèðÿþùèõ ëîãèêó GL, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé áóäåò îïèñàíà äîïóñòèìîñòü
ïðàâèë âûâîäà â ýòèõ ëîãèêàõ. Ñëåäóÿ ãë. 3 [7], îïèøåì êîíñòðóêöèþ è
ñâîéñòâà ýòîé ìîäåëè.
Ïóñòü çàäàíà ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ëîãèêà λ, ðàñøèðÿþùàÿ ëî-

ãèêó GL. È ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
Pn = {p1, p2, . . . , pn}. Ïåðâûé ñëîé äàííîé ìîäåëè S1(Cn(λ)) ñîñòîèò èç
ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êàê ìîäåëè ñãóñòêîâ ñî âñåâîçìîæ-
íûìè îçíà÷èâàíèÿìè V ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Pn (â ñëó÷àå ðàñøèðå-
íèé ëîãèêè GL âñå ñãóñòêè ïåðâîãî ñëîÿ îäíîýëåìåíòíû è èìåþò ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûå îçíà÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S≤m(Cn(λ))
óæå ïîñòðîåí. Ñëîé Sm+1(Cn(λ)) ãëóáèíû m+1 ïîëó÷èì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ àíòèöåïü ñãóñòêîâ X ⊂ S≤m(Cn(λ)), ñî-
äåðæàùóþ õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò (ñãóñòîê) ãëóáèíûm è äîáàâèì ñãóñòîê
C èç S1(Cn(λ)) êàê êî-íàêðûòèå äëÿ àíòèöåïè X ïðè óñëîâèè:
(i) ôðåéì, ïîðîæäåííûé ñãóñòêîì C êàê êîðíåì, ÿâëÿåòñÿ λ-ôðåéìîì:

CR = XR ∪ {C} ÿâëÿåòñÿ λ-ôðåéì;
(ii) åñëè X = {C1}, òî ñãóñòîê C íå èçîìîðôåí ïîäìîäåëè ñãóñòêà C1

êàê ìîäåëü.
Ïðîäîëæàÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó, â èòîãå ïîëó÷èì ìîäåëü Cn(λ).

Ñâîéñòâà ïîëó÷åííîé ìîäåëè ñôîðìóëèðóåì â ñëåäóþùèõ óòâåðæäå-
íèÿõ.

Óòâåðæäåíèå 2.3 (Th. 3.3.6, 3.3.7 [7]). Äëÿ ëþáîé ôèíèòíî àïïðîêñè-
ìèðóåìîé ëîãèêè λ, ðàñøèðÿþùåé GL, ìîäåëü Cn(λ) ÿâëÿåòñÿ n-õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé, è êàæäûé ýëåìåíò äàííîé ìîäåëè � ôîðìóëüíûé.

Óòâåðæäåíèå 2.4 (Th. 3.3.3 [7]). Äëÿ ëþáîé ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóå-
ìîé ëîãèêè λ, ðàñøèðÿþùåé GL, ïðàâèëî âûâîäà r äîïóñòèìî â λ åñëè
è òîëüêî åñëè r èñòèííî íà ôðåéìå Cn(λ) äëÿ ëþáîãî n è ïðè ëþáîì
ôîðìóëüíîì îçíà÷èâàíèè ïåðåìåííûõ r.

Â äàííîì èññëåäîâàíèè íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ôîð-
ìà ìîäàëüíûõ ïðàâèë âûâîäà. Ãîâîðèì, ÷òî ïðàâèëî r èìååò ðåäóöèðî-
âàííóþ ôîðìó, åñëè r := {

∨
1≤j≤m ϕj/x0}, ãäå

ϕj :=
∧

0≤i≤k

xaii ∧
∧

0≤i≤k

♢xbii , ai, bi ∈ {0, 1}; x0 := x, x1 := ¬x.

Äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ϕj ïîñûëêè ïðàâèëà â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå îïðå-
äåëèì òàêæå ìíîæåñòâà
θ1(ϕj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, aj = 0}; θ2(ϕj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, bj = 0}.
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θ3(ϕj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, aj = 1}; θ4(ϕj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, bj = 1}.
Äëÿ ïðàâèëà r â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë ϕj â
ïîñûëêå îáîçíà÷èì êàê Pr(r).

Óòâåðæäåíèå 2.5 (ñì. Ãë. 3.1 [7]). Äëÿ ëþáîãî ìîäàëüíîãî ïðàâèëà
âûâîäà R ñóùåñòâóåò ïðàâèëî rf(R) â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå, ýêâèâà-
ëåíòíîå R îòíîñèòåëüíî èñòèííîñòè íà K4-àëãåáðàõ è K4-ôðåéìàõ;
R è rf(R) îäíîâðåìåííî âûâîäèìû èëè äîïóñòèìû â ëþáîé ìîäàëüíîé
ëîãèêå, ðàñøèðÿþùåé K4.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ãëîáàëüíî äîïóñòèìîãî ïðàâèëà âûâîäà, ââå-
äåííîå â [15]. Ïðàâèëî âûâîäà r ãëîáàëüíî äîïóñòèìî â ëîãèêå L, åñëè
r äîïóñòèìî âî âñåõ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûõ ëîãèêàõ, ðàñøèðÿþ-
ùèõ ëîãèêó L. Íàáîð ïðàâèë âûâîäà R íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ãëîáàëüíî
äîïóñòèìûõ ïðàâèë ëîãèêè L, åñëè: 1) êàæäîå ïðàâèëî èç R ãëîáàëüíî
äîïóñòèìî â L; 2) ëþáîå ãëîáàëüíî äîïóñòèìîå â L ïðàâèëî âûâîäèòñÿ
èç R âî âñåõ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûõ ëîãèêàõ, ðàñøèðÿþùèõ L.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì [15] áûëà ðåäóêöèÿ ãëîáàëüíîé äîïóñòèìîñòè

ïðàâèëà â ëîãèêå S4 (Int) ê äîïóñòèìîñòè âî âñåõ òàáëè÷íûõ ðàñøèðå-
íèÿõ ýòîé ëîãèêè:

Òåîðåìà 2.6 (ñì. Ò.3 [15]). Ïðàâèëî âûâîäà r äîïóñòèìî âî âñåõ ôè-
íèòíî àïïðîêñèìèðóåìûõ ëîãèêàõ, ðàñøèðÿþùèõ S4 (Int) ⇐⇒ r
äîïóñòèìî âî âñåõ òàáëè÷íûõ ëîãèêàõ (â òîì ÷èñëå ïîðîæäåííûõ êî-
íå÷íûìè êîðíåâûìè S4-ôðåéìàìè), ðàñøèðÿþùèõ S4(Int).

3 Âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò

Ïóñòü çàäàíî ïðàâèëî âûâîäà r â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå. Îïðåäåëèì
ìîäåëüM(r,X) äëÿ ïðàâèëà r (ñì. ãë. 3.9 [7]). Ïóñòü ìíîæåñòâî X ñîñòî-
èò èç âñåõ ÷ëåíîâ ϕ ∈ Pr(r) ïîñûëêè ïðàâèëà. ÌîäåëüM(r,X) ïîñòðîåíà
íà ìíîæåñòâå X ñ îòíîøåíèåì R è îçíà÷èâàíèåì S:

∀ϕj , ϕk ∈ X (ϕjRϕk ⇐⇒ θ2(ϕk) ⊂ θ2(ϕj) & θ1(ϕk) ⊆ θ2(ϕj));

∀ϕj ∈ X,∀p ∈ V ar(r) (ϕj ∈ S(p) ⇐⇒ p ∈ θ1(ϕ1)).

Ïîíÿòíî, ÷òî îòíîøåíèå R èððåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå
X. Äàëåå îçíà÷èâàíèå S ñ÷èòàåì ñòàíäàðòíûì è çàôèêñèðîâàííûì íà
äàííîé ìîäåëè.
Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé λ-ôðåéì (λ-ìîäåëü), è ëîãèêà λ

ðàñøèðÿåò ëîãèêó GL. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà y ∈ G îïðåäåëèì
ëîêàëüíóþ êîìïîíåíòó K(y) (êàê îòêðûòûé ïîäôðåéì èëè ïîäìîäåëü
G) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü F0 := yR. Íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ
i > 0 äëÿ êàæäîé àíòèöåïè Aj ⊆ S≤(i+1)(Fi), èìåþùåé êî-íàêðûòèå â
G, äîáàâëÿåì îäíî èç íèõ ê Fi+1. ×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïðîöåññ
ïîñòðîåíèÿ îáîðâåòñÿ â ñèëó êîíå÷íîñòè G. Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå
ôðåéì åñòü ëîêàëüíàÿ êîìïîíåíòà K(y).
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Ïîíÿòíî, ÷òî àíòèöåïü èìååò êî-íàêðûòèå â ëîêàëüíîé êîìïîíåíòå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äàííàÿ àíòèöåïü èìååò êî-íàêðûòèå â G.
Êðîìå òîãî, ëîêàëüíàÿ êîìïîíåíòà � êîíå÷íûé ôðåéì.
Íàëè÷èå âñåõ íåîáõîäèìûõ λ-êî-íàêðûòèé âî ôðåéìå ëîêàëüíîé êîì-

ïîíåíòû ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà c ∈ Chn(λ) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü:

Óòâåðæäåíèå 3.1. Äëÿ ëþáîãî n è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
c ∈ Chn(λ) ñóùåñòâóåò p-ìîðôèçì èç ôðåéìà n-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ìîäåëè Chn(λ) íà ëîêàëüíóþ êîìïîíåíòó K(y).

Ïóñòü çàäàíî ïðàâèëî r â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå è ìîäåëü M(r,X)
äëÿ ýòîãî ïðàâèëà. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-
÷åííûõ â [17, 18] (äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ íåêîòîðûìè óïðîùåíèÿ-
ìè), ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òðèâèàëüíûå ñëó÷àè, èñêëþ÷èâ èõ â äàëüíåé-
øåì ðàññìîòðåíèè:

Ëåììà 3.1. (1) Åñëè ∀ϕ ∈ S1(M(r,X)) âûïîëíÿåòñÿ θ2(ϕ) ̸= ∅, òî
ïðàâèëî r ãëîáàëüíî äîïóñòèìî â ëîãèêå GL.
(2) Åñëè ∀ϕ ∈ M(r,X) âûïîëíÿåòñÿ x0 ∈ θ1(ϕ), òî ïðàâèëî r ãëî-

áàëüíî äîïóñòèìî â GL. Åñëè ñóùåñòâóåò ϕ0 ∈ Pr(r) : x0 ̸∈ θ1(ϕ0)
è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ òàêæå θ2(ϕ0) = ∅, òî ïðàâèëî íå äîïóñòèìî
ãëîáàëüíî â ëîãèêå GL.
(3) Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ϕ0 : (x0 ̸∈ θ1(ϕ0)) âûïîëíÿåòñÿ ∃ϕ ∈ Kc(ϕ0) ⊑

M(r,X) : ϕ ̸|=S ϕ, òî ïðàâèëî r ãëîáàëüíî äîïóñòèìî â ëîãèêå GL.
(4) Åñëè â ìîäåëèM(r,X) âûïîëíÿåòñÿ: ∃ϕ1 ∈ S1(M(r,X)) : θ1(ϕ

1) =
∅, ∃ϕ0 ∈ M(r,X) : x0 ̸∈ θ1(ϕ0) & θ2(ϕ0) = ∅, è ïðè ýòîì ëîêàëüíàÿ
êîìïîíåíòà Kc(ϕ0) íàñûùåííà ïî êî-íàêðûòèÿì äî ãëóáèíû d(ϕ0) ýëå-
ìåíòà ϕ0 (ò.å. êàæäàÿ àíòèöåïü ýëåìåíòîâ èç Kc(ϕ0) ãëóáèíû íå áî-
ëåå d(ϕ0) èìååò êî-íàêðûòèå), òî ïðàâèëî r íå äîïóñòèìî ãëîáàëüíî â
ëîãèêå GL.
(5) Ïóñòü çàäàíî ïîäìíîæåñòâî Z ⊆ X òàêîå, ÷òî M(r, Z) ⊑ M(r,X).

Åñëè |Z| ≤ 2 è ïðàâèëî r îïðîâåðãàåòñÿ íà ïîäìîäåëè M(r, Z), òî ïðà-
âèëî r íå äîïóñòèìî ãëîáàëüíî â ëîãèêå GL.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâèëî r íå
äîïóñòèìî ãëîáàëüíî â GL, ò.å. íå äîïóñòèìî â íåêîòîðîé òàáëè÷íîé
(ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé) ëîãèêå L íàä GL. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé
ïîäñòàíîâêè e âûïîëíÿåòñÿ:

e(
∨
ϕj) ∈ L, e(x0) ̸∈ L.

Â ñèëó ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè ëîãèêè, ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
L-ìîäåëü M òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ M |= e(

∨
ϕj), M ̸|= e(x0).

Íî òîãäà îäíîòî÷å÷íàÿ èððåôëåêñèâíàÿ ìîäåëü E òàêæå àäåêâàòíà
äàííîé ëîãèêå è íà íåé â ñèëó e(

∨
ϕj) ∈ L âûïîëíÿåòñÿ E |= e(

∨
ϕj).

Îäíàêî, ýòî íå âîçìîæíî ïî óñëîâèþ: íà òàêîé ìîäåëè äëÿ âñåõ ôîðìóë
ϕj ∈ M(r,X) íå âûïîëíÿåòñÿ θ2(ϕ) = ∅, ÷òî íåâîçìîæíî ïî èððåôëåê-
ñèâíîñòè îòíîøåíèÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.
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2) Åñëè òàêîé ôîðìóëû ϕ0 ∈ Pr(r) íå ñóùåñòâóåò, òî çàêëþ÷åíèå ïðà-
âèëà áóäåò èñòèííî íà ëþáîé ìîäåëè (ïðàâèëî èñòèííî íà ëþáîé êîíå÷-
íîé ìîäåëè), è çíà÷èò, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3 [17] íå ñëîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâèëî ãëîáàëüíî äîïóñòèìî â ëîãèêå GL. Åñëè òàêàÿ
ôîðìóëà ϕ0 ∈ Pr(r) ñóùåñòâóåò â ìîäåëè M(r,X), òî ïðè ðàâåíñòâå
θ1(ϕ0) = ∅ ïðàâèëî íå äîïóñòèìî ãëîáàëüíî â ëîãèêå GL (äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî òåîðåìå 6 [17]).
3) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 [17].
4) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.1 [17]. Ïðè-

âåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Îòêðûòûì ïîäôðåéìîì S≤d(ϕ0)(Kc(ϕ0)) ïî-
ðîäèì òàáëè÷íóþ ëîãèêó L = L(S≤d(ϕ0)(Kc(ϕ0)). Äëÿ íåêîòîðîãî n äàí-
íûé ôðåéì Kc(ϕ0) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäôðåéìîì ìîäåëè Chn(L).
Íàëè÷èå âñåõ âîçìîæíûõ L-êî-íàêðûòèé â ïîðîæäàþùåì ïîäôðåéìå
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà íåãî ð-ìîðôèçì ôðåéìà n-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ìîäåëè. Ïåðåíîñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî ð-ìîðôèçìà îçíà÷èâàíèå ñ
S≤d(ϕ0)(Kc(ϕ0)) íà ôðåéì Chn(L) îïðîâåðãíåì äàííîå ïðàâèëî íà Chn(L).
Îòñþäà ñëåäóåò íå äîïóñòèìîñòü ýòîãî ïðàâèëà â çàäàííîé òàáëè÷íîé
ëîãèêå.
5) Åñëè |Z| ≤ 2, òî ôðåéì ìîäåëè M(r, Z) ñîñòîèò èç îäíîé èððåôëåê-

ñèâíîé òî÷êè, äâóõ íåñðàâíèìûõ òî÷åê, öåïè èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Åñëè
ïðàâèëî îïðîâåðãàåòñÿ íà äàííîé ìîäåëè, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî
íå äîïóñòèìî â òàáëè÷íîé ëîãèêå, ïîðîæäåííîé ôðåéìîì M(r,X). È
çíà÷èò, íå äîïóñòèìî ãëîáàëüíî â ëîãèêå GL.

□

Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ðàññìàòðèâàåì ïðàâèëà âûâîäà â ðåäóöèðîâàí-
íîé ôîðìå, ìîäåëü M(r,X) äëÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì:
(1) ∃ϕ1 ∈ S1(M(r,X)) : θ2(ϕ

1) = ∅,
(2) ∃ϕ0 ∈ M(r,X) : x0 ̸∈ θ1(ϕ0) & θ2(ϕ0) ̸= ∅.
(3) äëÿ âñåõ ϕ0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2), ïðàâèëî r îïðîâåðãà-

åòñÿ íà ëîêàëüíîé êîìïîíåíòå Kc(ϕ0) :

∀ϕ ∈ Kc(ϕ0) (ϕ |=S ϕ), ∃ϕ0 ∈ Kc(ϕ0) (ϕ0 ̸|=S x0)).

(4) ëîêàëüíàÿ êîìïîíåíòà Kc(ϕ0) íå íàñûùåííà ïî êî-íàêðûòèÿì (ò.å.
ñóùåñòâóåò àíòèöåïü ýëåìåíòîâ ãëóáèíû íå áîëåå d(ϕ0) áåç êî-íàêðûòèÿ).
Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé çàäàííîå

ïðàâèëî ìîæåò áûòü êàê ãëîáàëüíî äîïóñòèìûì â ëîãèêå GL, òàê è íå
äîïóñòèìûì ãëîáàëüíî.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ìîäåëü M(r,X) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (1) �
(4), ïðèâåäåííûì ðàíåå. Ïóñòü òàêæå äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæå-
ñòâà äèçúþíêòîâ Z : ϕR0 ⊑ Z ⊆ X (|Z| ≥ 3) ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëü-
íàÿ àíòèöåïü A ⊆ Kc(ϕ0) ⊆ M(r, Z) òàêàÿ, ÷òî:
(1) ∃ Y ⊆ Kc(ϕ0) : f(YR) = AR&f − p-morphism;
(2) ∃ϕY ∈ Kc(ϕ0) � êî-íàêðûòèå äëÿ Y â Kc(ϕ0); ò.å.

θ2(ϕY) = {
⋃

ϕi∈Y θ1(ϕi)∪
⋃

ϕi∈Y θ2(ϕi)} & {θ4(ϕY) =
⋂

ϕi∈Y θ3(ϕi)∩
⋂

ϕi∈Y θ4(ϕi)}
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(3) àíòèöåïü A íå èìååò êî-íàêðûòèÿ â M(r,X), ò.å. ∀ϕa ∈ M(r,X)

{θ2(ϕa) ̸=
⋃

ϕi∈A

θ1(ϕi) ∪
⋃

ϕi∈A

θ2(ϕi)} ∨ {θ4(ϕa) ̸=
⋂

ϕi∈A

θ3(ϕi) ∩
⋂

ϕi∈A

θ4(ϕi)}.

Òîãäà ïðàâèëî r ãëîáàëüíî äîïóñòèìî â GL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàííîå ïðàâèëî r â ðåäóöèðîâííîé ôîðìå íå
äîïóñòèìî â íåêîòîðîé òàáëè÷íîé ëîãèêå λ, ðàñøèðÿþùåé ëîãèêó GL.
Òîãäà ïî òåîðåìå 3.5.1 [7], ïðàâèëî r îïðîâåðãàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì ôîð-
ìóëüíîì îçíà÷èâàíèè V (ò.å. äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé p ìíîæåñòâî V (p)
ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëüíûì, ñì. îïðåäåëåíèå íà ñ. 5) íàm-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ìîäåëè Chm(λ) äëÿ íåêîòîðîãî m:
∀ a ∈ Chm(λ) a |=V ϕj , ϕj ∈ Pr(r); ∃ b ∈ Chm(λ) : b ̸|=V x0. (1)
Âûïîëíèì ñæèìàþùèé ð-ìîðôèçì ìîäåëè Chm(λ), ò.å. ïî-ñëîéíî

ñêëåèâàåì âñå äóáëè ïðè çàäàííîì îçíà÷èâàíèè � ýëåìåíòû, îçíà÷è-
âàíèÿ è ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ èç íèõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàþò. Ò.ê. ð-
ìîðôèçì ñîõðàíÿåò èñòèííîñòü ôîðìóë, òî íà ïîëó÷åííîé ìîäåëè ïðà-
âèëî r îïðîâåðãàåòñÿ: ò.å. âûðàæåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ
è ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïîëó÷åííóþ ìîäåëü òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
Chm(λ).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ëîêàëüíóþ êîìïîíåíòóK(b) ýëåìåíòà b : b ̸|=V x0.

Äàííàÿ ëîêàëüíàÿ êîìïîíåíòà K(b) ïðè çàäàííîì îçíà÷èâàíèè V ÿâëÿ-
åòñÿ îòêðûòîé ïîäìîäåëüþ ìîäåëè Chm(λ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó
îòêðûòîé ïîäìîäåëè, ïðàâèëî r îïðîâåðãàåòñÿ íà íåé.
Ïóñòü ìíîæåñòâî Z � ýòî ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ ïîñûëêè ïðàâèëà, èìå-

þùèõ íåïóñòîå ìíîæåñòâî èñòèííîñòè íà K(b), ò.å. Z := {ϕ ∈ Pr(r) :
V (ϕ) ∩K(b) ̸= ∅}. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ :

Ëåììà 3.2. ⟨K(b), V ⟩ ∼= ⟨Kc(ϕ0), S⟩ ⊆ M(r, Z)

Äîêàçàòåëüñòâî. (I) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò t ∈ S1(K(b)) è ïî
óñëîâèþ âûïîëíÿåòñÿ t |=V ϕt, ϕt ∈ Pr(r). Òàêàÿ ôîðìóëà ϕt èç ïî-
ñûëêè óíèêàëüíà äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà (ò.å äðóãèå ôîðìóëû èç ïîñûëêè
ïðàâèëà íà íåì íå ìîãóò áûòü èñòèííû ïî îïðåäåëåíèþ äàííîé ôîðìó-
ëû). Èç ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòà t è èððåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ ñëå-
äóåò :

♢t = {x : t |=V ♢x} = θ2(ϕt) = ∅. (∗)
Åñëè ϕt ∈ S1(Kc(ϕ0)), òî èçîìîðôèçì ⟨t, V ⟩ ∼= ⟨ϕt, S⟩ äîêàçàí. Åñëè æå
ýëåìåíò ϕt èìååò ãëóáèíó ñòðîãî áîëüøå 1, òî èç íåãî äîñòèæèì ïî îòíî-
øåíèþ R íåêîòîðûé ýëåìåíò ïåðâîãî ñëîÿ ϕa ∈ S1(Kc(ϕ0)). Òîãäà ñïðà-
âåäëèâî θ2(ϕa) = ∅. Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ R íà ìîäåëè
M(r, Z) çàêëþ÷àåì θ2(ϕa) ⊂ θ2(ϕt) = ∅. Ïðîòèâîðå÷èå.
Îáðàòíî, ïóñòü ϕt ∈ S1(Kc(ϕ0)). Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Z ñó-

ùåñòâóåò ýëåìåíò t ∈ Kc(b) òàêîé, ÷òî t |=V ϕt. Åñëè t ∈ S1(Kc(b)),
òî âûïîëíÿåòñÿ (∗) è èçîìîðôèçì ñãóñòêîâ C(t) è C(ϕt) äîêàçàí. Åñ-
ëè æå ýëåìåíò t èìååò ãëóáèíó ñòðîãî áîëüøå 1, òî èç íåãî äîñòèæèì
ïî îòíîøåíèþ R íåêîòîðûé ýëåìåíò ïåðâîãî ñëîÿ a ∈ S1(K(b)). Òîãäà
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ñïðàâåäëèâî θ2(ϕa) = ∅ è çíà÷èò âûïîëíÿåòñÿ θ2(ϕa) ⊂ θ2(ϕt) = ∅. Ïðî-
òèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ S1(Kc(b)) ∼= S1(Kc(ϕ0)) â ñèëó ïðîèç-

âîëüíîñòè âûáîðà ýëåìåíòà t (ϕt).
(II) Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ ãëóáèíû íå áîëåå k óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Âîçüìåì ýëåìåíò t ∈ Sk+1(K(b)) & t |=V ϕt. È ïóñòü äàííûé ýëåìåíò
ÿâëÿåòñÿ êî-íàêðûòèåì íåêîòîðîé àíòèöåïè {b1, b2 . . . bn}R & ∀i bi |=V

ϕi, ϕi ∈ Pr(r). Ïî èíäóêòèâíîé ãèïîòåçå âûïîëíÿåòñÿ

{b1, b2 . . . bn}R ∼= {ϕ1, ϕ2 . . . ϕn}R ⊆ S≤k(Kc(ϕ0)).

Èç ðàñïîëîæåíèÿ äàííîãî ýëåìåíòà çàêëþ÷àåì :

♢t = {x : t |=V ♢x} =
⋃
bi

♢bi =
⋃
i

θ1(ϕi) ∪
⋃
i

θ2(ϕi) = θ2(ϕt);

¬♢t = {x : t |=V ¬♢x} =
⋂
bi

¬♢bi =
⋂
i

θ3(ϕi) ∩
⋂
i

θ4(ϕi) = θ4(ϕt).

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò ϕt ÿâëÿåòñÿ êî-íàêðûòèåì äëÿ àíòè-
öåïè {ϕ1, ϕ2 . . . ϕn}R ⊆ S≤k(Kc(ϕ0)).
Îáðàòíî, ïóñòü ýëåìåíò ϕt ∈ Sk+1(Kc(ϕ0)) åñòü êî-íàêðûòèå äëÿ íåêî-

òîðîé àíòèöåïè {ϕ1, . . . ϕn}R ãëóáèíû íå áîëåå k âî ôðåéìå Kc(ϕ0). Ïî
èíäóêòèâíîé ãèïîòåçå íàéäåòñÿ àíòèöåïü ýëåìåíòîâ

{b1, b2 . . . bn} ⊆ S≤k(K(b)) & ∀i bi |=V ϕi, ϕi ∈ Pr(r),

òàêàÿ, ÷òî {b1, b2 . . . bn}R ∼= {ϕ1, ϕ2 . . . ϕn}R ⊆ S≤k(Kc(ϕ0)).
Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Z ñóùåñòâóåò ýëåìåíò t ∈ K(b) òàêîé,

÷òî t |=V ϕt. Ïîêàæåì, ÷òî äàííûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ êî-íàêðûòèåì
äëÿ àíòèöåïè {b1, b2 . . . bn} ⊆ S≤k(K(b)). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü
ýëåìåíò t ÿâëÿåòñÿ êî-íàêðûòèåì äëÿ àíòèöåïè {z1, . . . zk} è âûïîëíÿ-
åòñÿ {b1, b2 . . . bn}R ̸∼= {z1, . . . zk}R. Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå íàéäåòñÿ àíòè-
öåïü ýëåìåíòîâ ìîäåëèM(r, Z) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ {z1, z2 . . . zk}R ∼=
{ψ1, ψ2 . . . ψn}R ⊆ S≤k(Kc(ϕ0)).
Íî òîãäà íå ñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò ϕt áóäåò ÿâëÿòüñÿ êî-íàêðû-

òèåì äâóõ ðàçëè÷íûõ àíòèöåïåé â ìîäåëè M(r, Z), ò.ê.⋃
i

θ1(ϕi) ∪
⋃
i

θ2(ϕi) ̸=
⋃
j

θ1(ψj) ∪
⋃
j

θ2(ψj) èëè

⋂
i

θ3(ϕi) ∩
⋂
i

θ4(ϕi) ̸=
⋂
j

θ3(ψj) ∩
⋂
j

θ4(ψj),

÷òî íåâîçìîæíî ïî ïîñòðîåíèþ äàííîé ìîäåëè. Ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì ⟨K(b), V ⟩ ∼= ⟨Kc(ϕ0), S⟩. Óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî.
□

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû âî
ôðåéìå ëîêàëüíîé êîìïîíåíòû Kc(ϕ0) ⊑ M(r, Z) ñóùåñòâóþò àíòèöåïè
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A, Y è ýëåìåíò ϕy ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæå-
ñòâà Z è äîêàçàííîìó âûøå, â ëîêàëüíîé êîìïîíåíòå K(b) ñóùåñòâóþò
ýëåìåíòû (àíòèöåïè), òàêèå ÷òî:

{a1, . . . an}R ∼= AR & {y1, . . . yk}R ∼= YR & yR0
∼= ϕRy = {ϕy} ∪ YR.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò ð-ìîðôèçì YR íà AR. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò ð-ìîðôèçì ïîäôðåéìà {y1, . . . yk}R íà ïîäôðåéì {a1, ...an}R.
Ýëåìåíò y0 ∈ K(b) ÿâëÿåòñÿ êî-íàêðûòèåì äëÿ àíòèöåïè {y1, . . . yk} è
ïîðîæäàåò êàê êîðåíü λ-ôðåéì. Ò.ê. ð-ìîðôèçì ñîõðàíÿåò èñòèííîñòü
ôîðìóë, òî îáðàç e = f(y0) ýòîãî ýëåìåíòà y0 ïðè óêàçàííîì ð-ìîðôèçìå
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êî-íàêðûòèåì äëÿ àíòèöåïè A = {a1, . . . an} â K(b). Ïî
èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, íà ýëåìåíòå e äîëæíà áûòü èñòèííà íåêîòî-
ðàÿ ôîðìóëà ϕe ∈ M(r, Z) èç ïîñûëêè ïðàâèëà.
Â ñèëó ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòà e äëÿ ôîðìóëû ϕe äîëæíî âûïîëíÿòü-

ñÿ:

θ2(ϕe) =
⋃

ϕi∈A
θ1(ϕi) ∪

⋃
ϕi∈A

θ2(ϕi); & θ4(ϕe) =
⋂

ϕi∈A
θ3(ϕi) ∩

⋂
ϕi∈A

θ4(ϕi).

Îäíàêî, ïî óñëîâèþ òåîðåìû òàêîé ôîðìóëû íå ñóùåñòâóåò. Ïðîòè-
âîðå÷èå. Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà. □

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó :

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ìîäåëü M(r,X) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (1) �
(4). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ Z : ϕR0 ⊑
Z ⊆ X äëÿ ëþáîé íåòðèâèàëüíîé àíòèöåïè A ⊆ Kc(ϕ0) ⊆ M(r, Z)
âûïîëíÿåòñÿ :
(1) ëèáî A èìååò êî-íàêðûòèå â Kc(ϕ0) ⊑ M(r,X), ò.å. âûïîëíÿåò-

ñÿ: ∃ϕa ∈ M(r, Z)

θ2(ϕe) =
⋃

ϕi∈A
θ1(ϕi) ∪

⋃
ϕi∈A

θ2(ϕi); & θ4(ϕe) =
⋂

ϕi∈A
θ3(ϕi) ∩

⋂
ϕi∈A

θ4(ϕi).

(2) ëèáî äëÿ êàæäîé àíòèöåïè Y ⊆ Kc(ϕ0) âûïîëíÿåòñÿ:
åñëè

(
f(YR) = AR&f − p-ìîðôèçì), òî íå ñóùåñòâóåò êî-íàêðûòèÿ

äëÿ àíòèöåïè Y â Kc(ϕ0)
)
.

Òîãäà ïðàâèëî r íå äîïóñòèìî ãëîáàëüíî â ëîãèêå GL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíå÷íûì ôðåéìîì ëîêàëüíîé êîìïîíåíòûKc(ϕ0) ïî-
ðîäèì òàáëè÷íóþ ëîãèêó L = L(Kc(ϕ0)), ðàñøèðÿþùóþ ëîãèêó GL. Òî-
ãäà äëÿ íåêîòîðîãî n ôðåéì Kc(ϕ0) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäôðåéìîì
n-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìîäåëè Chn(L) (ñì. Proposition 4, c. 8 [14]). Ïî
óñëîâèþ òåîðåìû ïðè çàäàííîì îçíà÷èâàíèè S ïðàâèëî îïðîâåðãàåòñÿ
íà îòêðûòîé ïîäìîäåëè Kc(ϕ0) ⊑ Chn(L). Åñëè äîîïðåäåëèì îçíà÷è-
âàíèå ïåðåìåííûõ íà âñåì ôðåéìå n-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìîäåëè òàê,
÷òîáû ïîñûëêà ïðàâèëà áûëà èñòèííîé, òî îïðîâåðãíåì çàäàííîå ïðà-
âèëî íà Chn(L), îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü åãî íåäîïóñòèìîñòü â òàáëè÷íîé
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ëîãèêå L íàä GL. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ð-ìîðôèçì ôðåéìà n-õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ìîäåëè Chn(L) íà åå ïîäôðåéì Kc(ϕ0). Ïåðåíîñÿ ñ ïîìî-
ùüþ äàííîãî ð-ìîðôèçìà îçíà÷èâàíèå ñ Kc(ϕ0) íà âåñü ôðåéì Chn(L),
îïðîâåðãíåì çàäàííîå ïðàâèëî íà n-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìîäåëè Chn(L).
Îïðåäåëèì ð-ìîðôèçì g íà ôðåéìå Chn(L) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1) Äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ Kc(ϕ0) ⊑ Chn(L) ð-ìîðôèçì g îïðåäåëèì

êàê òîæäåñòâåííûé: g(x) = x.
2) Äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ z ∈ S1(Chn(L))\S1(Kc(ϕ0)) ð-ìîðôèçì g îïðå-

äåëèì êàê g(z) = e, ãäå e ∈ S1(Kc(ϕ0)) ⊑ Chn(L) íåêîòîðûé ôèêñèðî-
âàííûé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé ïåðâîìó ñëîþ S1(Kc(ϕ0)).
Òàêèì îáðàçîì, ð-ìîðôèçì îïðåäåëåí íà âñåì ïåðâîì ñëîå Chn(L).
3) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò z ∈ S2(Chn(L) \ Kc(ϕ0)). Ïî ïî-

ñòðîåíèþ n-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìîäåëè äàííûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ êî-
íàêðûòèåì äëÿ íåêîòîðîé àíòèöåïè ýëåìåíòîâ Z ⊂ S1(Chn(L)), íà êî-
òîðîé ð-ìîðôèçì óæå îïðåäåëåí è g(Z) ⊂ S1(Kc(ϕ0)).
Ò.ê. ôðåéì Kc(ϕ0) ïîðîæäàåò ëîãèêó L, òî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êîðíå-

âîé ôðåéì zR = {z} ∪ Z ÿâëÿåòñÿ ð-ìîðôíûì îáðàçîì (ïðè íåêîòîðîì
ð-ìîðôèçìå f) êîðíåâîãî ïîäôðåéìà ϕRz = {ϕz} ∪ Y ⊑ Kc(ϕ0). Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîìïîçèöèÿ ð-ìîðôèçìîâ f è g ÿâëÿåòñÿ ð-ìîðôèçìîì ïîôðåéìà
YR ⊑ Kc(ϕ0) íà ïîäôðåéì ZR ⊑ Kc(ϕ0) è àíòèöåïü Y èìååò êî-íàêðûòèå
â Kc(ϕ0).
Åñëè àíòèöåïü A = g(Z) èìååò êî-íàêðûòèå t ∈ S2(Chn(L)), òî îïðå-

äåëÿåì g(z) = t. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â òàêîì ñëó÷àå óñëîâèå (1) íå âûïîëíÿåòñÿ. Óñëîâèå (2)
òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. äëÿ íåêîòîðîãî ð-ìîðôèçìà âûïîëíÿåòñÿ
AR = g(f(YR)) è àíòèöåïü Y èìååò êî-íàêðûòèå ϕz â Kc(ϕ0). Ñëåäîâà-
òåëüíî, àíòèöåïü A = g(Z) èìååò êî-íàêðûòèå â ëîêàëüíîé êîìïîíåíòå
Kc(ϕ0) è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ýëåìåíòà ð-ìîðôèçì îïðåäåëåí
íà âñåì âòîðîì ñëîå S2(Chn(L)).
4) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ z ∈ S≤k(Chn(L) ð-ìîðôèçì

óæå îïðåäåëåí è g(S≤k(Chn(L)) ⊑ S≤k(Kc(ϕ0)).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò z ∈ Sk+1(Chn(L) \ Kc(ϕ0)). Ïî ïî-

ñòðîåíèþ ìîäåëè äàííûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ êî-íàêðûòèåì äëÿ íåêîòî-
ðîé àíòèöåïè ýëåìåíòîâ Z ⊂ S≤k(Chn(L)), íà êîòîðîé ð-ìîðôèçì óæå
îïðåäåëåí è g(ZR) ⊑ S≤k(Kc(ϕ0)). Êàê è ðàíåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
êîðíåâîé ôðåéì zR = {z}∪ZR ÿâëÿåòñÿ ð-ìîðôíûì îáðàçîì (ïðè íåêî-
òîðîì ð-ìîðôèçìå f) êîðíåâîãî ïîäôðåéìà ϕRz = {ϕz} ∪ YR ⊑ Kc(ϕ0).
Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîçèöèÿ ð-ìîðôèçìîâ f è g ÿâëÿåòñÿ ð-ìîðôèçìîì
ïîäôðåéìà YR ⊑ Kc(ϕ0) íà ïîäôðåéì ZR.
Åñëè àíòèöåïü A = g(Z) èìååò êî-íàêðûòèå t ∈ Sk+1(Chn(L)), òî

îïðåäåëÿåì g(z) = t. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (åñëè íåò òàêîãî êî-íàêðûòèÿ
t) ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äåéñòâèòåëüíî, â òàêîì ñëó÷àå óñëîâèå
(1) íå âûïîëíÿåòñÿ. Óñëîâèå (2) òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. äëÿ íåêî-
òîðîãî ð-ìîðôèçìà âûïîëíÿåòñÿ AR = g(f(Y)R) è àíòèöåïü Y èìååò
êî-íàêðûòèå ϕz â Kc(ϕ0).
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Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèëè ð-ìîðôèçì ìîäåëåé :

g : ⟨Chn(L), g−1(S)⟩ →g ⟨Kc(ϕ0), S⟩,

ñîõðàíÿþùèé èñòèííîñòü ôîðìóë. Òåïåðü îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïåðå-
íîñÿ ñ ïîìîùüþ ð-ìîðôèçìà g îçíà÷èâàíèå S ñ îòêðûòîé ïîäìîäåëè
Kc(ϕ0) ⊑ Chn(L) (íà êîòîðîé ïðàâèëî r îïðîâåðãàåòñÿ) îïðîâåðãíåì
äàííîå ïðàâèëî íà n-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìîäåëè Chn(L) ïðè íåêîòî-
ðîì ôîðìóëüíîì îçíà÷èâàíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèëî r íå äîïóñòèìî
â äàííîé òàáëè÷íîé ëîãèêå L(Kc(ϕ0))(⊇ GL), è çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ ãëî-
áàëüíî äîïóñòèìûì â ëîãèêå GL. □

4 Ðàçðåøèìîñòü ãëîáàëüíîé äîïóñòèìîñòè â ëîãèêå GL.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðóåì â ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 4.1. Ïðîáëåìà ãëîáàëüíîé äîïóñòèìîñòè ïðàâèëà r â ëîãèêå
GL ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ïðåä-
ëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðîâåðêè ãëîáàëüíîé äîïóñòèìîñòè â ëîãè-
êå GL çàäàííîãî ïðàâèëà r â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíîå ïðàâèëî r (â ðåäóöèðîâàíîé ôîðìå) è åãî êîíå÷íóþ GL-ìîäåëü
ìîäåëü M(r,X). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâèëà ïîñòðîåíèå åãî ðåäóöèðî-
âàííîé ôîðìû è ïîñòðîåíèå ìîäåëèM(r,X) îñóùåñòâëÿåòñÿ çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ. Âûïîëíèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðêó (òàêæå çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ) ñëåäóþùèõ óñëîâèé (ñâîéñòâ ìîäåëè M(r,X)).
(1) Ïðîâåðÿåì óñëîâèå: ∃ϕ1 ∈ S1(M(r,X)) : θ1(ϕ

1) = ∅. Åñëè òàêîãî
ýëåìåíòà íå ñóùåñòâóåò, òî ïî ëåììå 3.1 ïðàâèëî r ãëîáàëüíî äîïóñòèìî
â ëîãèêå GL. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ìîäåëèM(r,X) äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå
(1) âûïîëíÿåòñÿ. Ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå ïóíêòà 2).
(2) Ïðîâåðÿåì óñëîâèå: ∃ϕ0 ∈ M(r,X) : ( x0 ̸∈ θ1(ϕ0) & θ2(ϕ0) ̸= ∅).

Åñëè íå âûïîëíåí ïåðâûé êîíúþíêò, òî ïî ëåììå 3.1 ïðàâèëî r ãëîáàëü-
íî äîïóñòèìî â ëîãèêå GL. Åñëè âûïîëíåíà ïåðâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ, íî
íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðàÿ � íå äîïóñòèìî ãëîáàëüíî â ëîãèêå GL. Ïîýòîìó
äàëåå ðàññìàòðèâàåì ìîäåëè M(r,X) â êîòîðûõ óñëîâèÿ (1)-(2) âûïîë-
íÿþòñÿ. Ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå ïóíêòà 3).
(3) Ïðîâåðÿåì óñëîâèå: ïîñûëêà ïðàâèëà r èñòèííà íà Kc(ϕ0) (ò.å.

∀ϕ ∈ Kc(ϕ0) (ϕ |=S ϕ)). Åñëè íåò, òî ïî ëåììå 3.1 ïðàâèëî r ãëîáàëüíî
äîïóñòèìî â ëîãèêå GL. Ïîýòîìó äàëåå ðàññìàòðèâàåì ìîäåëè M(r,X),
â êîòîðûõ ïðàâèëî r îïðîâåðãàåòñÿ íà ëîêàëüíîé êîìïîíåíòåKc(ϕ0), ò.å.
óñëîâèÿ (1)-(3) âûïîëíÿþòñÿ. Ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå ïóíêòà 4).
(4) Ïðîâåðÿåì óñëîâèå: ëîêàëüíàÿ êîìïîíåíòà Kc(ϕ0) íå íàñûùåí-

íà ïî êî-íàêðûòèÿì, ò.å. ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ àíòèöåïü áåç êî-
íàêðûòèÿ. Åñëè óñëîâèå íå âûïîëíåíî (ò.å. ëîêàëüíàÿ êîìïîíåíòà íàñû-
ùåííà ïî êî-íàêðûòèÿì äî ãëóáèíû ýëåìåíòà ϕ0), òî, ïðè âûïîëíåíèè
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óñëîâèé (1)�(3), ïðàâèëî r íå äîïóñòèìî ãëîáàëüíî â ëîãèêå GL ïî ëåì-
ìå 3.1. Ïîýòîìó äàëåå ðàññìàòðèâàåì ìîäåëèM(r,X), â êîòîðûõ óñëîâèÿ
(1)-(4) âûïîëíÿþòñÿ. Ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå ïóíêòà 5).
(5) Åñëè ìîäåëüM(r,X) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) � (4) è óäîâëåòâî-

ðÿåò òàêæå óñëîâèÿì òåîðåìû 3.2 , òî ïðàâèëî r ãëîáàëüíî äîïóñòèìî â
ëîãèêå GL è ïðîâåðêà çàêîí÷åíà. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå ïóíêòà 6).
(6) Åñëè ìîäåëüM(r,X) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) � (4) è óäîâëåòâî-

ðÿåò òàêæå óñëîâèÿì òåîðåìû 3.3, òî ïðàâèëî r íå äîïóñòèìî ãëîáàëüíî
â ëîãèêå GL. Ïðîâåðêà çàêîí÷åíà.
Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâèëà r â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ìîæåì ïðîâåðèòü åãî ãëîáàëüíóþ äîïóñòè-
ìîñòü èëè íåäîïóñòèìîñòü â ëîãèêå GL. □

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå èññëåäóþòñÿ ïðàâèëà âûâîäà, ãëîáàëüíî äîïóñòèìûå â ëîãè-
êå GL (ò. å. äîïóñòèìûå ñðàçó âî âñåõ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûõ ðàñ-
øèðåíèÿõ GL). Äëÿ ïðàâèë â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå, ìîäåëü êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì ñâîéñòâàì, ïîëó÷åíî íåîáõîäè-
ìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëîáàëüíîé äîïóñòèìîñòè â ëîãèêå GL. Íà
îñíîâå ïîëó÷åííîãî îïèñàíèÿ ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðîâåðêè ãëîáàëüíîé
äîïóñòèìîñòè ïðîèçâîëüíîãî ïðàâèëà â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîáëåìà ãëîáàëüíîé äîïóñòèìîñòè â ëîãèêå GL ðàçðåøèìà.
Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î íàëè÷èè (îïèñàíèè) êîíå÷íîãî èëè
ÿâíîãî áàçèñà äëÿ ãëîáàëüíî äîïóñòèìûõ ïðàâèë äëÿ S4 è áîëüøèíñòâà
áàçîâûõ ëîãèê (Grz,GL, S4.1 è òä.)
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