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Abstract: In this paper, a new stochastic simulation method is
proposed to solve a mixed boundary value problem for the system
of Lam�e equations, which describes the displacement vector of
an elastic body. Both planar and spatial problems with mixed
boundary conditions are considered in detail. The basic idea is
to use the Slobodyanskii representation of the solution through
auxiliary harmonic functions. In our work, we use an approximation
of the solution in the form of linear combinations of fundamental
solutions for the Laplace equation, as is done in the method of
fundamental solutions. As a result, the problem reduces to solving
a system of linear algebraic equations for the coe�cients in this
linear combination. This system is solved by a special stochastic
projection method.
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1 Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàìå, îïèñûâàþùàÿ âåêòîð ñìå-
ùåíèé óïðóãîãî èçîòðîïíîãî òåëà, ïðåäñòàâëÿåò ñåðüåçíûå òðóäíîñòè
ïðè åå ÷èñëåííîì ðåøåíèè êàê ðàçíîñòíûìè ìåòîäàìè, òàê è ìåòîäàìè
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â îñîáåííîñòè, êîãäà çàäàíû ñìåøàííûå ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ïðèâîäèò
ê ìàòðèöå ñ î÷åíü áîëüøèì çíà÷åíèåì ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè, à ïåðå-
õîä ê ñèñòåìå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñâÿçàí ñ ñèíãóëÿð-
íûìè ÿäðàìè, èíòåãðèðóåìûìè ëèøü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ [4].
Îäíîâðåìåííî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé
Ëàïëàñà âñå ïåðå÷èñëåííûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ïðè-
âîäÿò ê óñòîé÷èâûì è ýôôåêòèâíûì ìåòîäàì [2], [3]. Îäíàêî ïðÿìîé
ñâÿçè ìåæäó ãðàíè÷íûìè çàäà÷àìè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàìå è óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà íå ñóùåñòâóåò. Â ðàáîòå Ñëîáîäÿíñêîãî [13] óñòàíîâëåíà ñâÿçü
îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàìå, áåç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñ ðåøåíèÿìè,
òàêæå îáùèìè, óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Îáîáùåíèå òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé íà
ðàçëè÷íûå êëàññû óðàâíåíèé äàíû â [6]. Îäíàêî çäåñü âîçíèêàåò òðóä-
íàÿ çàäà÷à ïîèñêà ýòèõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü èñõîäíûå ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàìå, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó äàæå
â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå. Ñëó÷àé çàäà÷è Äèðèõëå ðàññìîòðåí â íàøåé
íåäàâíåé ðàáîòå [12], à òàêæå â [1].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì îáùèé ñëó÷àé ñìåøàííûõ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé, êîãäà íà ÷àñòè ãðàíèöû çàäàíû ñìåùåíèÿ (óñëîâèÿ Äè-
ðèõëå), à íà îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû çàäàíû íàïðÿæåíèÿ (îáîáùåííûå
óñëîâèÿ Íåéìàíà). Â íàøåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì ïðèáëèæåíèå ðåøå-
íèÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Ëàïëàñà, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ìåòîäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé
[10]. Â èòîãå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.
Äàííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîåêöèîííîãî
ìåòîäà, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, ïîñêîëüêó â îáùåé ìàòðè-
öå ó÷àñòâóåò òîëüêî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, à
íå óðàâíåíèÿ Ëàìå. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, ñðàçó æå âû÷èñëèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàìå â
ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ âíóòðè îáëàñòè ïðîñòûì ñóììèðîâàíèåì çíà÷åíèé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè â ýòèõ òî÷êàõ.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Ω � îòêðûòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rd, ∂Ω � ãðà-
íèöà îáëàñòè Ω, ∂Ω=∂Ω1 ∪ ∂Ω2, ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 = ∅. Ìû ðàññìàòðèâàåì â
äàííîé ñòàòüå âàðàíòû d = 2 è d = 3, òî åñòü ïëîñêóþ è ïðîñòðàíñòâåí-
íóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè .
Ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàìå èìååò ñëå-

äóþùèé âèä:

µ∆
−→
U + (λ+ µ)∇

(
∇ ·

−→
U
)
= 0, (1)

−→
U |∂Ω1

=
−→
G, −→r ∈ ∂Ω1,

−→n · T̂ |∂Ω2
=

−→
F , −→r ∈ ∂Ω2,

ãäå λ, µ > 0 - êîíñòàíòû óïðóãîñòè,
−→
U = (U1, . . . , Ud) � èñêîìûé âåê-

òîð ðåøåíèÿ, íåïðåðûâíûå âåêòîð-ôóíêöèè
−→
G = (G1, . . . , Gd) è

−→
F =

(F1, . . . , Fd) çàäàíû íà ãðàíèöå, −→n � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ãðà-

íèöå ∂Ω2, à
−→n · T̂ |∂Ω2

íà ãðàíèöå ∂Ω2, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
[5]

−→n · T̂ |∂Ω2
= 2µ

(
λ

2µ
div

−→
U · −→n+−→n ·∇

−→
U + 0.5 · −→n × rot

−→
U

)
. (2)

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû Ëàìå (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Ñëîáîäÿíñêîãî [13]:

−→
U = γ

−→
W + (−→r · ∇)

−→
W −−→r · div

−→
W, (3)

∆
−→
W = 0,

ãäå −→r � ðàäèóñ-âåêòîð, à
−→
W = (W1, . . . ,Wd) - âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòî-

ðîãî - ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Êîíñòàíòà γ ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç d
è êîíñòàíòû λ è µ. Â äàííîé ðàáîòå ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñè-
ñòåìû Ëàìå (1) ðåøàåòñÿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R2 è â òðeõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå R3. Â ýòîé ñèñòåìå çàäàþòñÿ êîíñòàíòû λ, µ > 0 ðàâíûìè
äðóã äðóãó λ = µ, òîãäà â äâóìåðíîì ñëó÷àå γ = 2, â òðeõìåðíîì ñëó÷àå
γ = 3.

3 Ïðåäñòàâëåíèå Ñëîáîäÿíñêîãî. Äâóìåðíûé ñëó÷àé.

Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû
Ëàìå (1) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(λ+ 2µ)
∂2U1

∂x2
+ µ

∂2U1

∂y2
+ (λ+ µ)

∂2U2

∂x∂y
= 0, (4)

µ
∂2U2

∂x2
+ (λ+ 2µ)

∂2U2

∂y2
+ (λ+ µ)

∂2U1

∂x∂y
= 0,

U1 = G1,

U2 = G2,
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ïðè (x, y) ∈ ∂Ω1,(
(λ+ 2µ)

∂U1

∂x
+ λ

∂U2

∂y

)
nx +

(
µ
∂U1

∂y
+ µ

∂U2

∂x

)
ny = F1,(

µ
∂U1

∂y
+ µ

∂U2

∂x

)
nx +

(
λ
∂U1

∂x
+ (λ+ 2µ)

∂U2

∂y

)
ny = F2,

ïðè (x, y) ∈ ∂Ω2.
Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíèå Ñëîáîäÿíñêîãî (3) èìååò ñëåäó-
þùèé âèä:

U1 = 2W1 + y
∂W1

∂y
− x

∂W2

∂y
, (5)

U2 = −y
∂W1

∂x
+ 2W2 + x

∂W2

∂x
.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü èñõîäíóþ ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà-
÷ó (4) äëÿ ñèñòåìû Ëàìå ñ ó÷eòîì ïðåäñòàâëåíèÿ Ñëîáîäÿíñêîãî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

U1 = 2W1 + y
∂W1

∂y
− x

∂W2

∂y
, (6)

U2 = −y
∂W1

∂x
+ 2W2 + x

∂W2

∂x
,

U1 = G1,

U2 = G2,

ïðè (x, y) ∈ ∂Ω1,(
(λ+ 2µ)

∂U1

∂x
+ λ

∂U2

∂y

)
nx +

(
µ
∂U1

∂y
+ µ

∂U2

∂x

)
ny = F1,(

µ
∂U1

∂y
+ µ

∂U2

∂x

)
nx +

(
λ
∂U1

∂x
+ (λ+ 2µ)

∂U2

∂y

)
ny = F2,

ïðè (x, y) ∈ ∂Ω2,

∆W1 = 0,

∆W2 = 0,

òî åñòü íàäî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû (6) (ôóíêöèè U1 è U2) â îáëàñòè
Ω ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèé G1, G2 íà ãðàíèöå ∂Ω1, è F1 è F2

íà ãðàíèöå ∂Ω2, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè W1 è W2 ÿâëÿþòñÿ ãàðìî-
íè÷åñêèìè (óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà), íî äëÿ íèõ íå çàäàíû
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Òàê êàê â êðàåâûå óñëîâèÿ Íåéìàíà âõîäÿò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèé U1 è U2, òî âûðàçèì èõ ÷åðåç ôóíêöèè W1 è W2:

∂U1

∂x
= 2

∂W1

∂x
+ y

∂2W1

∂x∂y
− ∂W2

∂y
− x

∂2W2

∂x∂y
, (7)

∂U1

∂y
= 3

∂W1

∂y
+ y

∂2W1

∂y2
− x

∂2W2

∂y2
,
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∂U2

∂x
= −y

∂2W1

∂x2
+ 3

∂W2

∂x
+ x

∂2W2

∂x2
,

∂U2

∂y
= −∂W1

∂x
− y

∂2W1

∂x∂y
+ 2

∂W2

∂y
+ x

∂2W2

∂x∂y
,

Òîãäà ñèñòåìà (6) çàïèøåòñÿ â âèäå:

2W1 + y
∂W1

∂y
− x

∂W2

∂y
= G1, (8)

−y
∂W1

∂x
+ 2W2 + x

∂W2

∂x
= G2,

ïðè (x, y) ∈ ∂Ω1,

5
∂W1

∂x
nx + 2y

∂2W1

∂x∂y
nx + 3

∂W1

∂y
ny − 2y

∂2W1

∂x2
ny −

−∂W2

∂y
nx − 2x

∂2W2

∂x∂y
nx + 3

∂W2

∂x
ny + 2x

∂2W2

∂x2
ny = F1,

3
∂W1

∂y
nx − 2y

∂2W1

∂x2
nx −

∂W1

∂x
ny − 2y

∂2W1

∂x∂y
ny +

+3
∂W2

∂x
nx + 2x

∂2W2

∂x2
nx + 5

∂W2

∂y
ny + 2x

∂2W2

∂x∂y
ny = F2,

ïðè (x, y) ∈ ∂Ω2,
∆W1 = 0,

∆W2 = 0.

4 Ìåòîä ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Äâóìåðíûé ñëó÷àé

Â äàííîé ðàáîòå çàäàþòñÿ λ = µ = 1. Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R2

ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îïðåäåëÿåòñÿ êàê:
E(x, y;x′, y′) = − 1

2π ln
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ ∆E = −δ(r− r′), ãäå r = (x, y), r′ = (x′, y′).
Âîçüìeì íà ãðàíèöå ∂Ω êîëëîêàöèîííûå òî÷êè (xm, ym) , m = 1, . . . ,M
� êîëè÷åñòâî êîëëîêàöèîííûõ òî÷åê, âîçüìeì âíå îáëàñòè Ω èñòî÷íèêè
(x′n, y

′
n) , n = 1, . . . , N � êîëè÷åñòâî èñòî÷íèêîâ. Ïðåäñòàâèì ãàðìîíè÷å-

ñêèå ôóíêöèè W1 è W2 â ñëåäóþùåì âèäå:

W1 (xm, ym) =

N∑
n=1

cnE
(
xm, ym;x′n, y

′
n

)
, (9)

W2 (xm, ym) =

N∑
n=1

dnE
(
xm, ym;x′n, y

′
n

)
,

ãäå E (xm, ym;x′n, y
′
n) = − 1

2π ln
√
(xm − x′n)

2 + (ym − y′n)
2 , m = 1, . . . ,M �

êîëè÷åñòâî êîëëîêàöèîííûõ òî÷åê, n = 1, . . . , N � êîëè÷åñòâî èñòî÷íè-
êîâ,
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè V (x, y) = ln

√
(x− x0)

2
+ (y − y0)

2

(êîíñòàíòû x0, y0):

∂V

∂x
=

(x− x0)

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 ,

∂V

∂y
=

(y − y0)

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 ,

∂2V

∂x2
= − (x− x0)

2 − (y − y0)
2(

(x− x0)
2 + (y − y0)

2
)2 ,

∂2V

∂y2
=

(x− x0)
2 − (y − y0)

2(
(x− x0)

2 + (y − y0)
2
)2 ,

∂2V

∂x∂y
= − 2 (x− x0) (y − y0)(

(x− x0)
2 + (y − y0)

2
)2 .

Ââåäeì îáîçíà÷åíèÿ, ïóñòü − 1
2π = σ è (xm − x′n)

2 + (ym − y′n)
2 = δmn,

òîãäà √
(xm − x′n)

2 + (ym − y′n)
2 =

√
δmn,((

xm − x′n
)2

+
(
ym − y′n

)2)2
= δ2mn.

Äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû:
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9) â âûðàæåíèå (8) äëÿ ÷àñòè êîëëîêàöèîííûõ
òî÷åê, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïðèâåäÿ çàòåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:

N∑
n=1

(
2σln

√
δmn + σym

(
(ym − y′n)

δmn

))
cn +

+

N∑
n=1

(
σ (−xm)

(
(ym − y′n)

δmn

))
dn =

=

N∑
n=1

imncn +

N∑
n=1

jmndn = G1 (xm, ym) ,m = 1, . . . , M̃ .

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9) â âûðàæåíèå (8) äëÿ ÷àñòè êîëëîêàöèîííûõ
òî÷åê, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïðèâåäÿ çàòåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:
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N∑
n=1

(
5σ
((xm − x′n)

δmn

)
nx + 2σym

((−2(xm − x′n)(ym − y′n)

δ2mn

)
nx +

+3σ
((ym − y′n)

δmn

)
ny + (−2)σym

(−(xm − x′n)
2 + (ym − y′n)

2

δ2mn

)
ny

)
cn +

+

N∑
n=1

(
− σ

((ym − y′n

)
δmn

)
nx +

+(−2)σxm

((− 2
(
xm − x′n

)(
ym − y′n

))
δ2mn

)
nx + 3σ

((xm − x′n)

δmn

)
ny +

+2σxm

((−(xm − x′n)
2 + (ym − y′n)

2)

δ2mn

)
ny

)
dn =

=
N∑

n=1

imncn +
N∑

n=1

jmndn = F1(xm, ym) , m = M̃ + 1, . . . ,M.

Èëè â ìàòðè÷íîì âèäå: Ic+ Jd = f , ãäå

ìàòðèöà I =

 i11 · · · i1N
...

. . .
...

iM1 · · · iMN

 ñ ýëåìåíòàìè imn, âåêòîð íåèçâåñòíûõ

êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå òðåáóåòñÿ íàéòè, c = (c1, . . . , cN )T , è ìàòðèöà

J =

 j11 · · · j1N
...

. . .
...

jM1 · · · jMN

 ñ ýëåìåíòàìè jmn, è âòîðîé âåêòîð íåèçâåñò-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå òðåáóåòñÿ íàéòè, d = (d1, . . . , dN )T . Âåêòîð
ïðàâîé ÷àñòè:

f =
(
G1(x1, y1), . . . , G1(xM̃ , yM̃ ), F1(xM̃+1, yM̃+1), . . . , F1(xM , yM )

)T
.

Äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû:
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9) â âûðàæåíèå (8) äëÿ ÷àñòè êîëëîêàöèîííûõ
òî÷åê, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïðèâåäÿ çàòåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:

N∑
n=1

(
σ (−ym)

(
(xm − x′n)

δmn

))
cn +

+
N∑

n=1

(
2σln

√
δmn + σxm

(
(xm − x′n)

δmn

))
dn =

=

N∑
n=1

kmncn +

N∑
n=1

lmndn = G2 (xm, ym) ,m = 1, . . . , M̃ .
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9) â âûðàæåíèå (8) äëÿ ÷àñòè êîëëîêàöèîííûõ
òî÷åê, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïðèâåäÿ çàòåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:

N∑
n=1

(
3σ
((ym − y′n)

δmn
)nx + (−2)σym

((−(xm − x′n)
2 + (ym − y′n)

2)

δ2mn

)
nx +

+(−σ)
((xm − x′n)

δmn
)ny + (−2)σym

((−2(xm − x′n)(ym − y′n))

δ2mn

)
ny

)
cn +

+

N∑
n=1

(
3σ
((xm − x′)

δmn

)
nx + 2σxm

((−(xm − x′n)
2 + (ym − y′n)

2)

δ2mn

)
nx +

+5σ
((ym − y′n)

δmn

)
ny + 2σxm

((−2(xm − x′n)(ym − y′n))

δ2mn

)
ny

)
dn =

=

N∑
n=1

kmncn +

N∑
n=1

lmndn = F2(xm, ym), m = M̃ + 1, . . . ,M.

Èëè â ìàòðè÷íîì âèäå: Kc+ Ld = g, ãäå

ìàòðèöà K =

 k11 · · · k1N
...

. . .
...

kM1 · · · kMN

 ñ ýëåìåíòàìè kmn, âåêòîð íåèçâåñò-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå òðåáóåòñÿ íàéòè, c = (c1, . . . , cN )T , ìàòðè-

öà L =

 l11 · · · l1N
...

. . .
...

lM1 · · · lMN

 ñ ýëåìåíòàìè lmn, âåêòîð íåèçâåñòíûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ, êîòîðûå òðåáóåòñÿ íàéòè, d = (d1, . . . , dN )T . Âåêòîð ïðàâîé
÷àñòè:

g =
(
G2(x1, y1), . . . , G2(xM̃ , yM̃ ), F2(xM̃+1, yM̃+1), . . . , F2(xM , yM )

)T
.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìà
(8) â ìàòðè÷íîì âèäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ic+ Jd = f, (10)

Kc+ Ld = g.

Ìàòðèöû I, J, K, L ðàçìåðà M ×N , âåêòîðà íåèçâåñòíûõ c, d ðàçìåðà
N , âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè f, g ðàçìåðà M . Åñëè çàïèñàòü (10) â áëî÷íîì
âèäå, òî ïîëó÷èì ÑËÀÓ:

Ax = b, (11)

ãäå A =

(
I J
K L

)
, x =

(
c
d

)
, b =

(
f
g

)
.
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5 Ïðåäñòàâëåíèå Ñëîáîäÿíñêîãî. Òðåõìåðíûé ñëó÷àé.

Äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû
Ëàìå (1) èìååò ñëåäóþùèé âèä. Òðè óðàâíåíèÿ íà êîìïîíåíòû ñìåùåíèÿ

(λ+ 2µ)
∂2U1

∂x2
+µ

∂2U1

∂y2
+µ

∂2U1

∂z2
+(λ+ µ)

∂2U2

∂x∂y
+(λ+ µ)

∂2U3

∂x∂z
= 0, (12)

µ
∂2U2

∂x2
+ (λ+ 2µ)

∂2U2

∂y2
+ µ

∂2U2

∂z2
+ (λ+ µ)

∂2U1

∂x∂y
+ (λ+ µ)

∂2U3

∂y∂z
= 0,

µ
∂2U3

∂x2
+ µ

∂2U3

∂y2
+ (λ+ 2µ)

∂2U3

∂z2
+ (λ+ µ)

∂2U1

∂x∂z
+ (λ+ µ)

∂2U2

∂y∂z
= 0,

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå

U1 = G1, U2 = G2, U3 = G3, (x, y, z) ∈ ∂Ω1.

è óñëîâèÿìè Íåéìàíà íà âòîðîé ÷àñòè ãðàíèöû(
(λ+ 2µ)

∂U1

∂x
+ λ

∂U2

∂y
+ λ

∂U3

∂z

)
nx +

(
µ
∂U1

∂y
+ µ

∂U2

∂x

)
ny +

+

(
µ
∂U1

∂z
+ µ

∂U3

∂x

)
nz = F1,

(
µ
∂U1

∂y
+ µ

∂U2

∂x

)
nx +

(
λ
∂U1

∂x
+ (λ+ 2µ)

∂U2

∂y
+ λ

∂U3

∂z

)
ny +

+

(
µ
∂U2

∂z
+ µ

∂U3

∂y

)
nz = F2,

(
µ
∂U1

∂z
+ µ

∂U3

∂x

)
nx +

(
µ
∂U2

∂z
+ µ

∂U3

∂y

)
ny +

+

(
λ
∂U1

∂x
+ λ

∂U2

∂y
+ (λ+ 2µ)

∂U3

∂z

)
nz = F3,

ïðè (x, y, z) ∈ ∂Ω2.
Äëÿ òðeõìåðíîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíèå Ñëîáîäÿíñêîãî (3) èìååò ñëåäó-
þùèé âèä:

U1 = 3W1 + y
∂W1

∂y
+ z

∂W1

∂z
− x

∂W2

∂y
− x

∂W3

∂z
, (13)

U2 = −y
∂W1

∂x
+ 3W2 + x

∂W2

∂x
+ z

∂W2

∂z
− y

∂W3

∂z
,

U3 = −z
∂W1

∂x
− z

∂W2

∂y
+ 3W3 + x

∂W3

∂x
+ y

∂W3

∂y
.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü èñõîäíóþ ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà-
÷ó (12) äëÿ ñèñòåìû Ëàìå ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ Ñëîáîäÿíñêîãî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: òðè óðàâíåíèÿ íà êîìïîíåíòû

U1 = 3W1 + y
∂W1

∂y
+ z

∂W1

∂z
− x

∂W2

∂y
− x

∂W3

∂z
, (14)
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U2 = −y
∂W1

∂x
+ 3W2 + x

∂W2

∂x
+ z

∂W2

∂z
− y

∂W3

∂z
,

U3 = −z
∂W1

∂x
− z

∂W2

∂y
+ 3W3 + x

∂W3

∂x
+ y

∂W3

∂y
,

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå

U1 = G1, U2 = G2, U3 = G3, (x, y, z) ∈ ∂Ω1

è óñëîâèÿìè Íåéìàíà íà âòîðîé ÷àñòè ãðàíèöû(
(λ+ 2µ)

∂U1

∂x
+ λ

∂U2

∂y
+ λ

∂U3

∂z

)
nx +

(
µ
∂U1

∂y
+ µ

∂U2

∂x

)
ny +

+

(
µ
∂U1

∂z
+ µ

∂U3

∂x

)
nz = F1,

(
µ
∂U1

∂y
+ µ

∂U2

∂x

)
nx +

(
λ
∂U1

∂x
+ (λ+ 2µ)

∂U2

∂y
+ λ

∂U3

∂z

)
ny +

+

(
µ
∂U2

∂z
+ µ

∂U3

∂y

)
nz = F2,

(
µ
∂U1

∂z
+ µ

∂U3

∂x

)
nx +

(
µ
∂U2

∂z
+ µ

∂U3

∂y

)
ny +

+

(
λ
∂U1

∂x
+ λ

∂U2

∂y
+ (λ+ 2µ)

∂U3

∂z

)
nz = F3,

ïðè (x, y, z) ∈ ∂Ω2. Ôóíêöèè Wi, i = 1, 2, 3 ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè

∆W1 = 0, ∆W2 = 0, ∆W3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íàäî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû (14) (ôóíêöèè U1, U2 è U3)
â îáëàñòè Ω ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèé G1, G2, G3 íà ãðàíèöå
∂Ω1, è F1, F2, F3 íà ãðàíèöå ∂Ω2, åñëè äàíî, ÷òî ôóíêöèè W1, W2 è W3

ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè, íî äëÿ íèõ íåèçâåñòíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Òàê êàê â êðàåâûå óñëîâèÿ Íåéìàíà âõîäÿò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèé U1, U2 è U3, òî âûðàçèì èõ ÷åðåç ôóíêöèè W1, W2 è W3:

∂U1

∂x
= 3

∂W1

∂x
+ y

∂2W1

∂x∂y
+ z

∂2W1

∂x∂z
− ∂W2

∂y
− x

∂2W2

∂x∂y
− ∂W3

∂z
− x

∂2W3

∂x∂z
, (15)

∂U1

∂y
= 4

∂W1

∂y
+ y

∂2W1

∂y2
+ z

∂2W1

∂y∂z
− x

∂2W2

∂y2
− x

∂2W3

∂y∂z
,

∂U1

∂z
= 4

∂W1

∂z
+ z

∂2W1

∂z2
+ y

∂2W1

∂y∂z
− x

∂2W2

∂y∂z
− x

∂2W3

∂z2
,

∂U2

∂x
= −y

∂2W1

∂x2
+ 4

∂W2

∂x
+ x

∂2W2

∂x2
+ z

∂2W2

∂x∂z
− y

∂2W3

∂x∂z
,

∂U2

∂y
= −∂W1

∂x
− y

∂2W1

∂x∂y
+ 3

∂W2

∂y
+ x

∂2W2

∂x∂y
+ z

∂2W2

∂y∂z
− ∂W3

∂z
− y

∂2W3

∂y∂z
,
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∂U2

∂z
= −y

∂2W1

∂x∂z
+ 4

∂W2

∂z
+ z

∂2W2

∂z2
+ x

∂2W2

∂x∂z
− y

∂2W3

∂z2
,

∂U3

∂x
= −z

∂2W1

∂x2
− z

∂2W2

∂x∂y
+ 4

∂W3

∂x
+ x

∂2W3

∂x2
+ y

∂2W3

∂x∂y
,

∂U3

∂y
= −z

∂2W1

∂x∂y
− z

∂2W2

∂y2
+ 4

∂W3

∂y
+ y

∂2W3

∂y2
+ x

∂2W3

∂x∂y
,

∂U3

∂z
= −∂W1

∂x
− z

∂2W1

∂x∂z
− ∂W2

∂y
− z

∂2W2

∂y∂z
+ 3

∂W3

∂z
+ x

∂2W3

∂x∂z
+ y

∂2W3

∂y∂z
,

òîãäà ñèñòåìà (14) çàïèøåòñÿ â âèäå:

3W1 + y
∂W1

∂y
+ z

∂W1

∂z
− x

∂W2

∂y
− x

∂W3

∂z
= G1, (16)

−y
∂W1

∂x
+ 3W2 + x

∂W2

∂x
+ z

∂W2

∂z
− y

∂W3

∂z
= G2,

−z
∂W1

∂x
− z

∂W2

∂y
+ 3W3 + x

∂W3

∂x
+ y

∂W3

∂y
= G3,

ïðè (x, y, z) ∈ ∂Ω1.
Íà âòîðîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå çàäàíû óñëîâèÿ Íåéìàíà

27∑
i=1

α(i) = F1,

ãäå

α(1) = 7
∂W1

∂x
nx, α

(2) = 2y
∂2W1

∂x∂y
nx, α

(3) = 2z
∂2W1

∂x∂z
nx,

α(4) = 4
∂W1

∂y
ny, α

(5) = −y
∂2W1

∂x2
ny, α

(6) = y
∂2W1

∂y2
ny,

α(7) = z
∂2W1

∂y∂z
ny, α

(8) = 4
∂W1

∂z
nz, α

(9) = −z
∂2W1

∂x2
nz,

α(10) = z
∂2W1

∂z2
nz, α

(11) = y
∂2W1

∂y∂z
nz, α

(12) = −∂W2

∂y
nx,

α(13) = −2x
∂2W2

∂x∂y
nx, α

(14) = 4
∂W2

∂x
ny, α

(15) = x
∂2W2

∂x2
ny,

α(16) = −x
∂2W2

∂y2
ny, α

(17) = z
∂2W2

∂x∂z
ny, α

(18) = −z
∂2W2

∂x∂y
nz,

α(19) = −x
∂2W2

∂y∂z
nz, α

(20) = −∂W3

∂z
nx, α

(21) = −2x
∂2W3

∂x∂z
nx,

α(22) = −y
∂2W3

∂x∂z
ny, α

(23) = −x
∂2W3

∂y∂z
ny, α

(24) = 4
∂W3

∂x
nz,

α(25) = x
∂2W3

∂x2
nz, α

(26) = −x
∂2W3

∂z2
nz, α

(27) = y
∂2W3

∂x∂y
nz,
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27∑
i=1

β(i) = F2,

ãäå

β(1) = 4
∂W1

∂y
nx, β

(2) = −y
∂2W1

∂x2
nx, β

(3) = y
∂2W1

∂y2
nx,

β(4) = z
∂2W1

∂y∂z
nx, β

(5) = −∂W1

∂x
ny, β

(6) = −2y
∂2W1

∂x∂y
ny,

β(7) = −z
∂2W1

∂x∂y
nz, β

(8) = −y
∂2W1

∂x∂z
nz, β

(9) = 4
∂W2

∂x
nx,

β(10) = x
∂2W2

∂x2
nx, β

(11) = −x
∂2W2

∂y2
nx, β

(12) = z
∂2W2

∂x∂z
nx,

β(13) = 7
∂W2

∂y
ny, β

(14) = 2x
∂2W2

∂x∂y
ny, β

(15) = 2z
∂2W2

∂y∂z
ny,

β(16) = 4
∂W2

∂z
nz, β

(17) = −z
∂2W2

∂y2
nz, β

(18) = z
∂2W2

∂z2
nz,

β(19) = x
∂2W2

∂x∂z
nz, β

(20) = −y
∂2W3

∂x∂z
nx, β

(21) = −x
∂2W3

∂y∂z
nx,

β(22) = −∂W3

∂z
ny, β

(23) = −2y
∂2W3

∂y∂z
ny, β

(24) = 4
∂W3

∂y
nz,

β(25) = y
∂2W3

∂y2
nz, β

(26) = −y
∂2W3

∂z2
nz, β

(27) = x
∂2W3

∂x∂y
nz,

27∑
i=1

γ(i) = F3,

ãäå

γ(1) = 4
∂W1

∂z
nx, γ

(2) = −z
∂2W1

∂x2
nx, γ

(3) = z
∂2W1

∂z2
nx,

γ(4) = y
∂2W1

∂y∂z
nx, γ

(5) = −z
∂2W1

∂x∂y
ny, γ

(6) = −y
∂2W1

∂x∂z
ny,

γ(7) = −∂W1

∂x
nz, γ

(8) = −2z
∂2W1

∂x∂z
nz, γ

(9) = −z
∂2W2

∂x∂y
nx,

γ(10) = −x
∂2W2

∂y∂z
nx, γ

(11) = 4
∂W2

∂z
ny, γ

(12) = −z
∂2W2

∂y2
ny,

γ(13) = z
∂2W2

∂z2
ny, γ

(14) = x
∂2W2

∂x∂z
ny, γ

(15) = −∂W2

∂y
nz,

γ(16) = −2z
∂2W2

∂y∂z
nz, γ

(17) = 4
∂W3

∂x
nx, γ

(18) = x
∂2W3

∂x2
nx,
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γ(19) = −x
∂2W3

∂z2
nx, γ

(20) = y
∂2W3

∂x∂y
nx, γ

(21) = 4
∂W3

∂y
ny,

γ(22) = y
∂2W3

∂y2
ny, γ

(23) = −y
∂2W3

∂z2
ny, γ

(24) = x
∂2W3

∂x∂y
ny,

γ(25) = 7
∂W3

∂z
nz, γ

(26) = 2x
∂2W3

∂x∂z
nz, γ

(27) = 2y
∂2W3

∂y∂z
nz,

ïðè (x, y, z) ∈ ∂Ω2. Ôóíêöèè Wi, i = 1, 2, 3 ãàðìîíè÷åñêèå.

6 Ìåòîä ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Òðeõìåðíûé
ñëó÷àé

Â äàííîé ðàáîòå çàäàþòñÿ λ = µ = 1. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3

ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èìååò âèä

E(x, y, z;x′, y′, z′) = − 1

4π
√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

.

Âîçüìåì íà ãðàíèöå ∂Ω êîëëîêàöèîííûå òî÷êè (xm, ym, zm) ,m = 1, ...,M
� êîëè÷åñòâî êîëëîêàöèîííûõ òî÷åê, è ïîìåñòèì âíå îáëàñòè Ω òî÷å÷íûå
èñòî÷íèêè (x′n, y

′
n, z

′
n) , n = 1, . . . , N � êîëè÷åñòâî èñòî÷íèêîâ. Ïðåäñòà-

âèì ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè W1, W2 è W3 â ñëåäóþùåì âèäå:

W1 (xm, ym, zm) =

N∑
n=1

cnE
(
xm, ym, zm;x′n, y

′
n, z

′
n

)
, (17)

W2 (xm, ym, zm) =
N∑

n=1

dnE
(
xm, ym, zm;x′n, y

′
n, z

′
n

)
,

W3 (xm, ym, zm) =
N∑

n=1

enE
(
xm, ym, zm;x′n, y

′
n, z

′
n

)
,

m = 1, . . . ,M � êîëè÷åñòâî êîëëîêàöèîííûõ òî÷åê, n = 1, . . . , N � êîëè-
÷åñòâî èñòî÷íèêîâ.
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè V (x, y, z) = 1√

(x−x0)
2+(y−y0)

2+(z−z0)
2

∂V

∂x
= − x− x0(

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2
) 3

2

,

∂V

∂y
= − y − y0(

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2
) 3

2

,

∂V

∂z
= − z − z0(

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2
) 3

2

.
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∂2V

∂x2
=

3(x− x0)
2(

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2
) 5

2

−

− 1(
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
) 3

2

,

∂2V

∂y2
=

3(y − y0)
2(

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2
) 5

2

−

− 1(
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
) 3

2

,

∂2V

∂z2
=

3(z − z0)
2(

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2
) 5

2

−

− 1(
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
) 3

2

,

∂2V

∂x∂y
=

3 (x− x0) (y − y0)(
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
) 5

2

,

∂2V

∂x∂z
=

3 (x− x0) (z − z0)(
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
) 5

2

,

∂2V

∂y∂z
=

3 (y − y0) (z − z0)(
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
) 5

2

.

Îáîçíà÷èì − 1
4π = σ è

√
(xm − x′n)

2 + (ym − y′n)
2 + (zm − z′n)

2 = δmn,
òîãäà ((

xm − x′n
)2

+
(
ym − y′n

)2
+
(
zm − z′n

)2) 3
2
= δ3mn,((

xm − x′n
)2

+
(
ym − y′n

)2
+
(
zm − z′n

)2) 5
2
= δ5mn.

Äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû:
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (17) â âûðàæåíèå (16) äëÿ ÷àñòè êîëëîêàöèîí-
íûõ òî÷åê, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïðèâåäÿ çàòåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:



1020 Ê.Ê. Ñàáåëüôåëüä, Ä.Ä. Ñìèðíîâ

N∑
n=1

(
3σ

1

δmn
+ σym

(
−(ym − y′n)

δ3mn

)
+ σzm

(
−(zm − z′n)

δ3mn

))
cn +

+

N∑
n=1

(
σ (−xm)

(
−(ym − y′n)

δ3mn

))
dn +

+

N∑
n=1

(
σ (−xm)

(
−(zm − z′n)

δ3mn

))
en =

=
N∑

n=1

imncn +
N∑

n=1

jmndn +
N∑

n=1

kmnen =

= G1 (xm, ym, zm) ,m = 1, . . . , M̃ .

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (17) â âûðàæåíèå (16) äëÿ ÷àñòè êîëëîêàöèîí-
íûõ òî÷åê, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïðèâåäÿ çàòåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:

N∑
n=1

(
11∑
i=1

α(i)
mn

)
cn +

N∑
n=1

(
19∑

i=12

α(i)
mn

)
dn +

N∑
n=1

(
27∑

i=20

α(i)
mn

)
en =

=

N∑
n=1

imncn +

N∑
n=1

jmndn +

N∑
n=1

kmnen =

= F1 (xm, ym, zm) ,m = M̃ + 1, . . . ,M.

Òóò

α(1)
mn = 7σ

(
−(xm − x′n)

δ3mn

)
nx, α

(2)
mn = 2σym

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
nx,

α(3)
mn = 2σzm

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nx, α

(4)
mn = 4σ

(
−(ym − y′n)

δ3mn

)
ny,

α(5)
mn = σ (−ym)


(
3(xm − x′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)ny,

α(6)
mn = σym


(
3(ym − y′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)ny,

α(7)
mn = σzm

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
ny, α

(8)
mn = 4σ

(
−(zm − z′n)

δ3mn

)
nz,
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α(9)
mn = σ (−zm)


(
3(xm − x′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nz,

α(10)
mn = σzm


(
3(zm − z′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nz,

α(11)
mn = σym

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nz, α

(12)
mn = (−σ)

(
−(ym − y′n)

δ3mn

)
nx,

α(13)
mn = 2σ (−xm)

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
nx,

α(14)
mn = 4σ

(
−(xm − x′n)

δ3mn

)
ny,

α(15)
mn = σxm


(
3(xm − x′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)ny,

α(16)
mn = σ (−xm)


(
3(ym − y′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)ny,

α(17)
mn = σzm

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
ny,

α(18)
mn = σ (−zm)

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
nz,

α(19)
mn = σ (−xm)

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nz,

α(20)
mn = (−σ)

(
−(zm − z′n)

δ3mn

)
nx,

α(21)
mn = 2σ (−xm)

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nx,

α(22)
mn = σ (−ym)

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
ny,

α(23)
mn = σ (−xm)

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
ny,

α(24)
mn = 4σ

(
−(xm − x′n)

δ3mn

)
nz,
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α(25)
mn = σxm


(
3(xm − x′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nz,

α(26)
mn = σ (−xm)


(
3(zm − z′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nz,

α(27)
mn = σym

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
nz.

Èëè â ìàòðè÷íîì âèäå:
Ic+ Jd+Ke = f , ãäå

ìàòðèöà I =

 i11 · · · i1N
...

. . .
...

iM1 · · · iMN

 ñ ýëåìåíòàìè imn,

âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ c = (c1, . . . , cN )T ,

ìàòðèöà J =

 j11 · · · j1N
...

. . .
...

jM1 · · · jMN

 ñ ýëåìåíòàìè jmn,

âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ d = (d1, . . . , dN )T ,

ìàòðèöà K =

 k11 · · · k1N
...

. . .
...

kM1 · · · kMN

 ñ ýëåìåíòàìè kmn,

âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ e = (e1, . . . , eN )T . Âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè:

f =(
G1(x1, y1, z1), ..., G1(xM̃ , yM̃ , zM̃ ), F1(xM̃+1, yM̃+1, zM̃+1), ..., F1(xM , yM , zM )

)T
.

Äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû:
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (17) â âûðàæåíèå (16) äëÿ ÷àñòè êîëëîêàöèîí-
íûõ òî÷åê, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïðèâåäÿ çàòåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:
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N∑
n=1

(
σ (−ym)

(
−(xm − x′n)

δ3mn

))
cn +

+
N∑

n=1

(
3σ

1

δmn
+ σxm

(
−(xm − x′n)

δ3mn

)
+ σzm

(
−(zm − z′n)

δ3mn

))
dn +

+
N∑

n=1

(
σ (−ym)

(
−(zm − z′n)

δ3mn

))
en =

=
N∑

n=1

lmncn +
N∑

n=1

pmndn +
N∑

n=1

qmnen =

= G2 (xm, ym, zm) ,m = 1, . . . , M̃ .

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (17) â âûðàæåíèå (16) äëÿ ÷àñòè êîëëîêàöèîí-
íûõ òî÷åê, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïðèâåäÿ çàòåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:

N∑
n=1

(
8∑

i=1

β(i)
mn

)
cn +

N∑
n=1

(
19∑
i=9

β(i)
mn

)
dn +

N∑
n=1

(
27∑

i=20

β(i)
mn

)
en =

=
N∑

n=1

lmncn +
N∑

n=1

pmndn +
N∑

n=1

qmnen =

= F2 (xm, ym, zm) ,m = M̃ + 1, . . . ,M.

Òóò

β(1)
mn = 4σ

(
−(xm − x′n)

δ3mn

)
nx,

β(2)
mn = σ (−ym)


(
3(xm − x′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nx,

β(3)
mn = σym


(
3(ym − y′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nx,

β(4)
mn = σzm

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nx,

β(5)
mn = (−σ)

(
−(xm − x′n)

δ3mn

)
ny,

β(6)
mn = 2σ (−ym)

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
ny,
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β(7)
mn = σ (−zm)

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
nz,

β(8)
mn = σ (−ym)

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nz,

β(9)
mn = 4σ

(
−(xm − x′n)

δ3mn

)
nx,

β(10)
mn = σxm


(
3(xm − x′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nx,

β(11)
mn = σ (−xm)


(
3(ym − y′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nx,

β(12)
mn = σzm

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nx,

β(13)
mn = 7σ

(
−(ym − y′n)

δ3mn

)
ny, β

(14)
mn = 2σxm

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
ny,

β(15)
mn = 2σzm

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
ny, β

(16)
mn = 4σ

(
−(zm − z′n)

δ3mn

)
nz,

β(17)
mn = σ (−zm)


(
3(ym − y′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nz,

β(18)
mn = σzm


(
3(zm − z′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nz,

β(19)
mn = σxm

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nz,

β(20)
mn = σ (−ym)

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nx,

β(21)
mn = σ (−xm)

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nx,

β(22)
mn = (−σ)

(
−(zm − z′n)

δ3mn

)
ny,

β(23)
mn = 2σ (−ym)

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
ny,

β(24)
mn = 4σ

(
−(ym − y′n)

δ3mn

)
nz,
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β(25)
mn = σym


(
3(ym − y′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nz,

β(26)
mn = σ (−ym)


(
3(zm − z′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nz,

β(27)
mn = σxm

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
nz.

Èëè â ìàòðè÷íîì âèäå:
Lc+ Pd+Qe = g, ãäå

ìàòðèöà L =

 l11 · · · l1N
...

. . .
...

lM1 · · · lMN

 ñ ýëåìåíòàìè lmn,

âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ c = (c1, . . . , cN )T ,

ìàòðèöà P =

 p11 · · · p1N
...

. . .
...

pM1 · · · pMN

 ñ ýëåìåíòàìè pmn,

âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ d = (d1, . . . , dN )T ,

ìàòðèöà Q =

 q11 · · · q1N
...

. . .
...

qM1 · · · qMN

 ñ ýëåìåíòàìè qmn,

âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ e = (e1, . . . , eN )T . Âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè:

g =(
G2(x1, y1, z1), ..., G2(xM̃ , yM̃ , zM̃ ), F2(xM̃+1, yM̃+1, zM̃+1), ...2, F2(xM , yM , zM )

)T
.

Äëÿ òðåòüåé êîìïîíåíòû:
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (17) â âûðàæåíèå (16) äëÿ ÷àñòè êîëëîêàöèîí-
íûõ òî÷åê, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïðèâåäÿ çàòåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:
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N∑
n=1

(
σ (−zm)

(
−(xm − x′n)

δ3mn

))
cn +

+
N∑

n=1

(
σ (−zm)

(
−(ym − y′n)

δ3mn

))
dn +

+
N∑

n=1

(
3σ

1

δmn
+ σxm

(
−(xm − x′n)

δ3mn

)
+ σym

(
−(ym − y′n)

δ3mn

))
en =

=
N∑

n=1

rmncn +
N∑

n=1

smndn +
N∑

n=1

tmnen =

= G3 (xm, ym, zm) ,m = 1, . . . , M̃ .

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (17) â âûðàæåíèå (16) äëÿ ÷àñòè êîëëîêàöèîí-
íûõ òî÷åê, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïðèâåäÿ çàòåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:

N∑
n=1

(
8∑

i=1

γ(i)mn

)
cn +

N∑
n=1

(
16∑
i=9

γ(i)mn

)
dn +

N∑
n=1

(
27∑

i=17

γ(i)mn

)
en =

=
N∑

n=1

rmncn +
N∑

n=1

smndn +
N∑

n=1

tmnen =

= F3 (xm, ym, zm) ,m = M̃ + 1, . . . ,M.

Òóò

γ(1)mn = 4σ

(
−(zm − z′n)

δ3mn

)
nx,

γ(2)mn = σ (−zm)


(
3(xm − x′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nx,

γ(3)mn = σzm


(
3(zm − z′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nx,

γ(4)mn = σym

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nx,

γ(5)mn = σ (−zm)

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
ny,

γ(6)mn = σ (−ym)

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
ny,
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γ(7)mn = (−σ)

(
−(xm − x′n)

δ3mn

)
nz,

γ(8)mn = 2σ (−zm)

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nz,

γ(9)mn = σ (−zm)

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
nx,

γ(10)mn = σ (−xm)

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nx,

γ(11)mn = 4σ

(
−(zm − z′n)

δ3mn

)
ny,

γ(12)mn = σ (−zm)


(
3(ym − y′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)ny,

γ(13)mn = σzm


(
3(zm − z′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)ny,

γ(14)mn = σxm

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
ny,

γ(15)mn = (−σ)

(
−(ym − y′n)

δ3mn

)
nz,

γ(16)mn = 2σ (−zm)

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nz,

γ(17)mn = 4σ

(
−(xm − x′n)

δ3mn

)
nx,

γ(18)mn = σxm


(
3(xm − x′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nx,

γ(19)mn = σ (−xm)


(
3(zm − z′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)nx,

γ(20)mn = σym

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
nx,

γ(21)mn = 4σ

(
−(ym − y′n)

δ3mn

)
ny,

γ(22)mn = σym


(
3(ym − y′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)ny,
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γ(23)mn = σ (−ym)


(
3(zm − z′n)

2
)

δ5mn

−
(

1

δ3mn

)ny,

γ(24)mn = σxm

(
(3 (xm − x′n) (ym − y′n))

δ5mn

)
ny,

γ(25)mn = 7σ

(
−(zm − z′n)

δ3mn

)
nz, γ

(26)
mn = 2σxm

(
(3 (xm − x′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nz,

γ(27)mn = 2σym

(
(3 (ym − y′n) (zm − z′n))

δ5mn

)
nz.

Èëè â ìàòðè÷íîì âèäå:
Rc+ Sd+ Te = h, ãäå

ìàòðèöà R =

 r11 · · · r1N
...

. . .
...

rM1 · · · rMN

 ñ ýëåìåíòàìè rmn,

âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ c = (c1, . . . , cN )T ,

ìàòðèöà S =

 s11 · · · s1N
...

. . .
...

sM1 · · · sMN

 ñ ýëåìåíòàìè smn,

âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ d = (d1, . . . , dN )T ,

ìàòðèöà T =

 t11 · · · t1N
...

. . .
...

tM1 · · · tMN

 ñ ýëåìåíòàìè tmn,

âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ e = (e1, . . . , eN )T . Âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè:

h =(
G3(x1, y1, z1), ..., G3(xM̃ , yM̃ , zM̃ ), F3(xM̃+1, yM̃+1, zM̃+1), ..., F3(xM , yM , zM )

)T
.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòå-
ìà (16) â ìàòðè÷íîì âèäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ic+ Jd+Ke = f, (18)

Lc+ Pd+Qe = g,

Rc+ Sd+ Te = h.

Ìàòðèöû I, J,K,L, P, Q,R, S, T ðàçìåðà M ×N , âåêòîðà íåèçâåñòíûõ
c, d, e ðàçìåðà N , âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè f, g, h ðàçìåðàM . Åñëè çàïèñàòü
(18) â áëî÷íîì âèäå, òî ïîëó÷èì ÑËÀÓ:

Ax = b, (19)

ãäå A =

 I J K
L P Q
R S T

, x =

 c
d
e

, b =
 f

g
h

.
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7 Ñòîõàñòè÷åñêèé èòåðàöèîííûé ïðîåêöèîííûé ìåòîä

Ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîåêöèîííûé ìåòîä ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ ïðîèç-
âîëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé
A ðàçìåðíîñòè m × n. Îí âû÷èñëÿåò îáîáùåííîå ðåøåíèå x∗, ìèíèìè-
çèðóÿ íîðìó íåâÿçêè ∥Ax∗ − b∥2. Îí ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ èòåðàöèé êîìïîíåíò ðåøåíèÿ [14], [9]:

xk+1 = xk +
bν(i) − (aν(i),xk)

||aν(i)||22
aTν(i), (20)

ãäå x0 ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ñòàðòîâûé âåêòîð, ν(i) ñëó÷àéíûé íîìåð
ñòðîêè aν(i), bν(i) - ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà b. Ñëó÷àéíûé
íîìåð ñòðîêè ν(i) âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äèñêðåòíûì ðàïðåäåëå-
íèåì

p(i) =
||ai||22∑m
j=1 ||aj ||22

.

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ÷óâñòâèòåëüíà ê âåëè÷èíå ÷èñëà îáóñëîâ-
ëåííîñòè ìàòðèöû A, ÷òî ñëåäóåò èç îöåíêè [14]

IE
[
∥xk − x∥22

]
≤
(
1− 1

κ2(A)

)k
∥x0 − x∥22 , (21)

ãäå x - òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ax = b, à κ(A) - ÷èñëî îáóñëîâëåííî-
ñòè, êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå κ(A) = ∥A∥F ∥A−1∥F ãäå F óêàçûâàåò
íà íîðìó Ôðîáåíèóñà ∥A∥2F =

∑m
i=1

∑n
j=1 a

2
ij .

Ýêîíîìè÷íûé ìåòîä âûáîðà èíäåêñîâ ïî ïðîèçâîëüíîìó äèñêðåòíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ äàí â ðàáîòå [15]. Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ ìû ïðåäâàðèòåëüíî
íîðìèðîâàëè ñèñòåìó óðàâíåíèé òàê, ÷òîáû êàæäàÿ ñòðîêà èìåëà îäíó
è òó æå âåðîÿòíîñòü, òîãäà íîìåð ñòðîêè ν (i) ìàòðèöû A âûáèðàåòñÿ
ðàâíîâåðîÿòíî. Îòìåòèì, ÷òî ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ è äðóãèå ðàíäîìèçè-
ðîâàííûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ñèñòåì óðàâíåíèé [8], [11], [7].

8 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Òåñò 1. Ðåøåíèå ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû Ëàìå ñòîõà-
ñòè÷åñêèì ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì èùåòñÿ â îáëàñòè
Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} � êâàäðàò ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè 1.
Çàäàâàëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå íà ëåâîé ñòîðîíå êâàäðàòà

{(x, y) : x = 0, 0 ≤ y ≤ 1} :

G1 = y2,

G2 = y2.

Çàäàâàëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå íà âåðõíåé ñòîðîíå êâàäðàòà

{(x, y) : 0 < x < 1, y = 1} :

G1 = 3x2 − 7x+ 1,

G2 = 4x2 − 10x+ 1.



1030 Ê.Ê. Ñàáåëüôåëüä, Ä.Ä. Ñìèðíîâ

Çàäàâàëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå íà ïðàâîé ñòîðîíå êâàäðàòà

{(x, y) : x = 1, 0 ≤ y ≤ 1} :

G1 = 3− 7y + y2,

G2 = 4− 10y + y2.

Çàäàâàëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà íà íèæíåé ñòîðîíå êâàäðàòà

{(x, y) : 0 < x < 1, y = 0} :

F1 = −x,

F2 = 24x.

Èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è:

U1 = 3x2 − 7xy + y2,

U2 = 4x2 − 10xy + y2.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ â äèñ-
êðåòíîì àíàëîãå íîðìû L2 ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

εL2 =

√∑Nx−1
i=1

∑Ny−1
j=0 (U (xi, yj)− Uh (xi, yj))

2√∑Nx−1
i=1

∑Ny−1
j=0 (U (xi, yj))

2
· 100%.

8.0.1. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôè-
öèåíòà δ (êîëè÷åñòâî øàãîâ, íà êîòîðûå óäàëåíû èñòî÷íèêè îò
ñòîðîí êâàäðàòà). Â ìåòîäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ïàðàìåòðû

çàäàâàëèñü òàê:
(
Nx = 1

hx
, Ny = 1

hy

)
; êîëè÷åñòâî êîëëîêàöèîííûõ òî÷åê

M = 2 ((Nx − 5) + (Ny − 5)), êîëè÷åñòâî òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ
N = 2 ((Nx − 1) + (Ny − 1)), â ñòîõàñòè÷åñêîì èòåðàöèîííîì ïðîåêöèîí-
íîì ìåòîäå äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ íà÷àëüíàÿ èòåðàöèÿ çàäàâàëàñü íóëåâîé,
à êîëè÷åñòâî èòåðàöèé çàäàâàëîñü Kiter = 107.
Íà Ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ U1 (x, 0.5), ïî-

ëó÷åííûå ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (êðàñíûì öâåòîì ïðè
çíà÷åíèè δ = 1, ñèíèì öâåòîì ïðè çíà÷åíèè δ = 20, çåëeíûì öâåòîì ïðè
çíà÷åíèè δ = 400) è òî÷íîå ðåøåíèå (ñåðûì öâåòîì), øàã ñåòêè çàäà-
âàëñÿ hx = hy = 10−2. Íà Ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû òå æå ãðàôèêè, íî äëÿ
êîìïîíåíòû U2 (x, 0.5).
Â ýòèõ ðàñ÷åòàõ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè δ = 1: εL2 = 10.1%

äëÿ U1, εL2 = 5.1% äëÿ U2; ïðè δ = 20: εL2 = 0.4% äëÿ U1, è εL2 = 0.2%
äëÿ U2; ïðè δ = 400: εL2 = 23.1% äëÿ U1, εL2 = 4.7% äëÿ U2.
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Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðañ÷åòîâ ñ òî÷íûì ðåøå-
íèåì äëÿ òðåõ âàðèàíòîâ âûáîðà δ.

Ðèñ. 2. Òî æå, ÷òî è íà Ðèñ. 1, íî äëÿ êîìïîíåíòû U2.
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8.0.2. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïðè ðàçíîì ÷èñëå èòåðàöèé
ñòîõàñòè÷åñêîãî èòåðàöèîííîãî ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà. Â äàí-
íîì ðàñ÷åòå âñå ïàðàìåòðû â ìåòîäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé çàäà-
âàëîñü òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, êîýôôèöèåíò δ áûë ôèê-
ñèðîâàí, δ = 25, ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçíîãî ÷èñëà èòåðàöèé â
ñòîõàñòè÷åñêîì ïðîåêöèîííîì ìåòîäå.
Íà Ðèñ. 3 ïîêàçàíû ãðàôèêè äëÿ êîìïîíåíòû U1 (x, 0.5), (êðàñíûì

öâåòîì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé Kiter = 103, çåëeíûì öâåòîì êîëè÷åñòâî
èòåðàöèé Kiter = 105, ñèíèì öâåòîì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé Kiter = 107) è
òî÷íîå ðåøåíèå (ñåðûì öâåòîì), øàã ñåòêè çàäàâàëñÿ hx = hy = 10−2. Íà
Ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè÷íûå ãðàôèêè äëÿ êîìïîíåíòû U2 (x, 0.5)

Ðèñ. 3. Ñðàâíåíèå ñ òî÷íûì ðåøåíèåì äëÿ ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ ÷èñëà èòåðàöèé â ñòîõàñòè÷åñêîì ïðîåêöèîí-
íîì ìåòîäå.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â ýòèõ ðàñ÷åòàõ: ïðè Kiter = 103: εL2 =
8.6% äëÿ U1, è εL2 = 6.9% äëÿ U2; ïðè Kiter = 105 εL2 = 2.1% äëÿ U1,
è εL2 = 1% äëÿ U2; ïðè Kiter = 107: εL2 = 0.32% äëÿ U1, è εL2 = 0.18%
äëÿ U2.
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Ðèñ. 4. Òî æå, ÷òî è íà Ðèñ.3, íî äëÿ êîìïîíåíòû U2.

8.0.3. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïðè ðàçíûõ êîëè÷åñòâàõ êîëëî-
êàöèîííûõ òî÷åê è èñòî÷íèêîâ. Â äàííîì ïðèìåðå ïàðàìåòðû â ìå-
òîäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé çàäàâàëèñü òàêèìè æå, ÷òî è â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå, à êîëè÷åñòâî èòåðàöèé çàäàâàëîñü Kiter = 107. Ðàñ÷åòû
ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ÷èñëà òî÷åê êîëëîêàöèé è èñòî÷-
íèêîâ.
Ïðèâåäåì çäåñü äîñòèãíóòûå îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè: εL2 = 0.32%

äëÿ U1, εL2 = 0.18% äëÿ U2 ïðè ÷èñëå êîëëîêàöèîííûõ òî÷åê M =
2 ((Nx − 5) + (Ny − 5)) è ÷èñëå èñòî÷íèêîâ N = 2 ((Nx − 1) + (Ny − 1));
â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ðåøàåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé, â
íåé ñòðîê ìåíüøå, ÷åì ñòîëáöîâ.
Âòîðîé âàðèàíò: εL2 = 0.32% äëÿ U1, εL2 = 0.12% äëÿ U2 ïðè ÷èñëå

òî÷åê êîëëîêàöèè M = 2 ((Nx − 1) + (Ny − 1)) è ÷èñëå èñòî÷íèêîâ N =
2 ((Nx − 1) + (Ny − 1)). Â ýòî ñëó÷àå ìàòðèöà ñèñòåìû - êâàäðàòíàÿ.
Òðåòèé âàðèàíò: εL2 = 0.41% äëÿ U1, εL2 = 0.15% äëÿ U2 ïðè ÷èñëå

òî÷åê êîëëîêàöèè M = 2 ((Nx − 1) + (Ny − 1)) è ÷èñëå èñòî÷íèêîâ N =
2 ((Nx − 5) + (Ny − 5)). Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîê áîëüøå, ÷åì ñòîëáöîâ.

8.1. Òåñò 2. Â äàííîì òåñòå âûáðàíî òî÷íîå ðåøåíèå ñìåøàííîé êðà-
åâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàìå â åäèíè÷íîì êóáå Ω

U1 = 9x+ 20y + 24z − 6− x2z + 2xz,

U2 = 5xyz + 2yz − 3y,

U3 = 10x2 − 5y2 − xz2 − 3z2 − 3z.
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Ω = {(x, y, z) |0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}.
Ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷íûì

ðåøåíèåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óñëîâèÿ Äèðèõëå çàäàíû íà ïÿòè ãðàíÿõ
êóáà: íà çàäíåé ãðàíè êóáà

{(x, y, z) |x = 0, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1} :

G1 = 20y + 24z − 6,

G2 = 2yz − 3y,

G3 = −5y2 − 3z2 − 3z.

íà ïåðåäíåé ãðàíè êóáà

{(x, y, z) |x = 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1} :

G1 = 9 + 20y + 25z − 6,

G2 = 7yz − 3y,

G3 = 10− 5y2 − 4z2 − 3z.

íà ëåâîé ãðàíè êóáà

{(x, y, z) |0 < x < 1, y = 0, 0 ≤ z ≤ 1} :

G1 = 9x+ 24z − 6− x2z + 2xz,

G2 = 0,

G3 = 10x2 − xz2 − 3z2 − 3z.

íà ïðàâîé ãðàíè êóáà

{(x, y, z) |0 < x < 1, y = 1, 0 ≤ z ≤ 1} :

G1 = 9x+ 14 + 24z − x2z + 2xz,

G2 = 5xz + 2z − 3,

G3 = 10x2 − 5− xz2 − 3z2 − 3z.

è íà âåðõíåé ãðàíè êóáà

{(x, y, z) |0 < x < 1, 0 < y < 1, z = 1} :

G1 = 11x+ 20y + 18− x2,

G2 = 5xy − y,

G3 = 10x2 − 5y2 − x− 6.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà çàäàíû íà íèæíåé ãðàíè êóáà

{(x, y, z) |0 < x < 1, 0 < y < 1, z = 0} :

F1 = x2 − 22x− 44,

F2 = −5xy + 8y,

F3 = 3.

Â ìåòîäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé çàäàâàëîñü ðàçáèåíèå
Nx = 1

hx
, Ny = 1

hy
, Nz =

1
hz
. ×èñëî òî÷åê êîëëîêàöèè

M = 2 ((Nx − 1) · (Ny − 1) + (Nx − 1) · (Nz − 1) + (Ny − 1) · (Nz − 1)) ,
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÷èñëî èñòî÷íèêîâ

N = 2 ((Nx + 1) · (Ny + 1) + (Nx + 1) · (Nz + 1) + (Ny + 1) · (Nz + 1)) .

Â ñòîõàñòè÷åñêîì èòåðàöèîííîì ïðîåêöèîííîì ìåòîäå ñòàðòîâîå ðåøå-
íèå áðàëîñü íóëåâûì, ïàðàìåòð δ = 5, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé Kiter = 107.
Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ â äèñ-
êðåòíîì àíàëîãå íîðìû L2 ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

εL2 =

√∑Nx−1
i=1

∑Ny−1
j=1

∑Nz−1
k=0 (U (xi, yj , zk)− Uh (xi, yj , zk))

2√∑Nx−1
i=1

∑Ny−1
j=1

∑Nz−1
k=0 (U (xi, yj , zk))

2
· 100%.

Íà Ðèñ. 5 èçîáðàæåíû ãðàôèê ðåøåíèÿ U1 (x, 0.5, 0.5), ïîëó÷åííûé ñòîõà-
ñòè÷åñêèì ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (êðàñíûì öâåòîì), è òî÷íîå ðåøåíèå
(ñåðûì öâåòîì), øàã ñåòêè çàäàâàëñÿ hx = hy = hz = 0.05.

Ðèñ. 5. Ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â êóáå: ñðàâíåíèå ñ
òî÷íûì ðåøåíèåì.

Íà Ðèñ. 6 èçîáðàæåíû ãðàôèê ðåøåíèÿ U2 (x, 0.5, 0.5), ïîëó÷åííûé
ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (êðàñíûì öâåòîì), è òî÷íîå ðå-
øåíèå (ñåðûì öâåòîì), øàã ñåòêè çàäàâàëñÿ hx = hy = hz = 0.05.
Íà Ðèñ. 7 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ðåøåíèÿ U3 (x, 0.5, 0.5) ñòîõàñòè÷å-

ñêèì ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì (êðàñíûì öâåòîì) è òî÷íîå ðåøåíèå (ñå-
ðûì öâåòîì), øàã ñåòêè çàäàâàëñÿ hx = hy = hz = 0.05.
Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â äàííûõ ðàñ÷åòàõ: εL2 = 0.08% äëÿ U1,

εL2 = 0.7% äëÿ U2, è εL2 = 0.02% äëÿ U3.
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Ðèñ. 6. Òî æå, ÷òî è íà Ðèñ. 5, íî äëÿ êîìïîíåíòû U2.

Ðèñ. 7. Òî æå, ÷òî è íà Ðèñ. 5, íî äëÿ êîìïîíåíòû U3.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàìå,
êîòîðàÿ îïèñûâàåò âåêòîð ñìåùåíèé óïðóãîãî òåëà â èçîòðîïíîì ñëó-
÷àå. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû êàê ïëîñêàÿ, òàê è ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà-
÷à ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â èñïîëüçîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà ðåøåíèé Ñëîáîäÿíñêîãî ÷åðåç
âñïîìîãàòåëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïðîáëåìà çäåñü ïåðåõîäèò â
ïîèñê ýòèõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
èñõîäíûå ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàìå, ÷òî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó äàæå â ñëó÷àå çàäà÷è
Äèðèõëå. Â íàøåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ â âèäå
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ìåòîäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Ñëåäóåò
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿ-
ìîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ê óðàâíåíèþ Ëàìå,
ãäå èñïîëüçóåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, òåì, ÷òî,
áëàãîäàðÿ ðàçëîæåíèþ Ñëîáîäÿíñêîãî, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü óñòîé÷èâûé
ìåòîä, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Ëàïëàñà. Â èòîãå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ýòîé ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè. Äàííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîåêöè-
îííîãî ìåòîäà.
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