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Abstract: The solution of the following problem by G. Malle,
J. Saxl and T. Weigel has been completed for the projective symp-
lectic groups PSp4(q), (see also question 14.69c) from the Kourovka
Notebook). For each �nite simple non-Abelian group G, �nd nc(G)
which is the minimal number of generating conjugate involutions
whose product is equal to 1. It turns out that if G = PSp4(q),
then nc(G) = 5 for q ̸= 2, 3, nc(G) = 6 for q = 3, and nc(G) = 10
for q = 2 (in this case, the group G is not simple).
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1 Ââåäåíèå

Â 1994 ãîäó Ã. Ìàëëå, ß. Ñàêñë è Ò. Âàéãåëü â ðàáîòå [1] çàïèñàëè
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (ñì. òàêæå Êîóðîâñêóþ òåòðàäü [2, âîïðîñ 14.69â)]).
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A) Äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïû G íàéòè nc(G)
� ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîðîæäàþùèõ ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé, ïðîèç-
âåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1.

Òàêîå ÷èñëî nc(G) ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ
íåàáåëåâà ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ñâîèì êëàññîì ñîïðÿæåííûõ
èíâîëþöèé. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè çàäà÷à À) ðåøåíà äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ
è çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï è PSLn(q) ïðè íå÷åòíîì q, äëÿ q ̸= 9 ïðè n ≥ 4
è q ̸≡ 3 (mod 4) ïðè n = 6 [3]; ãðóïïû PSLn(9) ïðè n ≥ 4 ðàññìîòðåíû
â [4, 5]. Òàêæå å¼ ðåøåíèå çàâåðøåíî â [6] äëÿ ãðóïï ñ îäíèì êëàññîì
ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ âñå ãðóïïû ëèåâà òèïà
ðàíãà 1 è òðè ãðóïïû ðàíãà 2, à èìåííî, PSL3(q) ïðè ëþáîì q è ïðè
íå÷åòíîì q ãðóïïû G2(q) è 3D4(q

3). Ãðóïïû ðàíãà 2 ðàçáèâàþòñÿ íà
ñåìü òèïîâ è â ëèåâîé òåðìèíîëîãèè îáîçíà÷àþòñÿ òàê:

A2(q), B2(q),
2A3(q

2), 2A4(q
2), G2(q),

3D4(q
3), 2F4(2

2k+1). (1)

Ïåðâûå ÷åòûðå ãðóïïû èç ñïèñêà (1) èçîìîðôíû êëàññè÷åñêèì ãðóïïàì
PSL3(q), PSp4(q), PSU4(q

2) è PSU5(q
2) ñîîòâåòñòâåííî. Ê íàñòîÿùåìó

âðåìåíè ÷èñëî nc(G) èçâåñòíî, è îíî ðàâíî 5 èëè 6, äëÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï
ëèåâà òèïà ðàíãà 2:

PSL3(q) ïðè íå÷åòíîì q [3];

PSL3(2
k) [6];

PSp4(q) ïðè q ≡ 3 (mod 4), q ̸= 3, [7];

PSU4(q
2) ïðè q ≡ 3 (mod 4), q ̸= 3, [7];

PSU4(2
2k) [8];

PSU5(2
2k) [7];

G2(q) è
3D4(q

3) ïðè íå÷åòíîì q [9].

Ìû çàâåðøàåì ðåøåíèå çàäà÷è À) äëÿ ïðîåêòèâíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ãðóïï PSp4(q), ðàññìîòðåâ ñëó÷àè q ≡ 1 (mod 4), q = 2k è q = 3. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. à) nc(PSp4(q)) = 5, åñëè q ≡ 1 (mod 4) èëè q = 2n, n > 1.

á) nc(PSp4(3)) = 6.

â) nc(PSp4(2)) = 10.

Â [7] äîêàçàíî, ÷òî nc(PSp4(q)) = 5, åñëè q ≡ 3 (mod 4) è q ̸= 3. Îáú-
åäèíÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ òåîðåìîé 1, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. à) nc(PSp4(q)) = 5, ïðè q ̸= 2, 3.

á) nc(PSp4(3)) = 6.

â) nc(PSp4(2)) = 10.

Óòâåðæäåíèå ï. à) òåîðåìû 1 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2. Ãðóïïà PSp4(q) ïðè q ≡ 1 (mod 4) èëè q = 2n, n > 1, ïî-
ðîæäàåòñÿ òðåìÿ èíâîëþöèÿìè α, β, γ, ïåðâûå äâå èç êîòîðûõ ïåðå-
ñòàíîâî÷íû, è âñå ÷åòûðå èíâîëþöèè α, β, γ è αβ ñîïðÿæåíû.
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Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [7] äëÿ ãðóïï PSp4(q)
ïðè q ≡ 3 (mod 4) è q ̸= 3. Îáúåäèíÿÿ åãî ñ òåîðåìîé 2, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Ãðóïïà PSp4(q) ïðè q ̸= 2, 3 ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ èíâî-
ëþöèÿìè α, β, γ, ïåðâûå äâå èç êîòîðûõ ïåðåñòàíîâî÷íû, è âñå ÷åòûðå
èíâîëþöèè α, β, γ è αβ ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðè q ̸= 2, 3, êàê è óêàçàííîãî âûøå ðåçóëü-
òàòà èç [7], ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåîáõîäèìûå òðîéêè ïîðîæäàþùèõ èíâî-
ëþöèé óêàçûâàþòñÿ ÿâíî. Ïðè÷åì äëÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àåâ q = 5 è
q = 9 ïîðîæäàþùèå íàéäåíû ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé â
ñèñòåìå GAP, îäíàêî, îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà äîñòóïåí
äëÿ ïðîâåðêè áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñëåäóþùèé ïîëåçíûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è À)
ðåçóëüòàò Ì. À. Âñåìèðíîâà è ß. Í. Íóæèíà [10]: ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïðî-
ñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, îòëè÷íàÿ îò PSU3(3

2) è A8, ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ
ñîïðÿæåííûìè èíâîëþöèÿìè. Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
nc(PSU3(3

2)) = nc(A8) = 7, è ÷òî 5 ≤ nc(G) äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïðîñòîé
íåàáåëåâîé ãðóïïû G [11, ëåììà 4], ïîëó÷àåì äëÿ òàêèõ ãðóïï òî÷íûå
îöåíêè ÷èñëà nc(G) ñíèçó è ñâåðõó

5 ≤ nc(G) ≤ 7. (2)

Çàìåòèì, ÷òî ïóíêò â) òåîðåìû 1 íå ïðîòèâîðå÷èò âåðõíåé îöåíêå èç (2),
òàê êàê ãðóïïà PSp4(2) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

2 Îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü Φ � ïðèâåäåííàÿ íåðàçëîæèìàÿ ñèñòåìà êîðíåé, Φ(K) � ïðè-
ñîåäèíåííàÿ ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ íàä ïîëåì K. Ãðóïïà Φ(K) ïîðîæ-
äàåòñÿ êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè

Xr = {xr(t) | t ∈ K}, r ∈ Φ.

Äëÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ t ∈ K∗ îïðåäåëåíû ìîíîìèàëüíûå

nr(t) = xr(t)x−r(−t−1)xr(t)

è äèàãîíàëüíûå

hr(t) = nr(t)nr(−1)

ýëåìåíòû ãðóïïû Φ(K). Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì

nr = nr(1).

Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïàìè ëèåâà òèïà, òàêèå æå êàê â
êíèãå Ð. Êàðòåðà [12]. Â ñòàòüå ïðèíÿòû òàêæå òàêèå ñîêðàùåíèÿ: ⟨M⟩
� ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïîäìíîæåñòâîì M èç íåêîòîðîé ãðóïïû G,

xy = yxy−1,

[x, y] = xyx−1y−1.
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Ïóñòü χ � K-õàðàêòåð ðåøåòêè êîðíåé ZΦ, nw � ïðîîáðàç â N ýëå-
ìåíòà w ∈ W ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå ìîíîìèàëüíîé ïîäãðóïïû
N íà ãðóïïó Âåéëÿ W . Òîãäà

nwh(χ)n
−1
w = h(χ′), (3)

ãäå χ′(r) = χ(w−1(r)) äëÿ âñåõ r ∈ Φ [12, òåîðåìà 7.2.2]. Â ÷àñòíîñòè,

nrhs(t)n
−1
r = hwr(s)(t), r, s ∈ Φ. (4)

Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû äåéñòâóþò íà êîðíåâûõ ýëåìåíòàõ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

h(χ)xs(u)h
−1(χ) = xs(uχ(s)), s ∈ Φ, (5)

â ÷àñòíîñòè, åñëè h(χ) = hr(t), òî

hr(t)xs(u)h
−1
r (t) = xs(ut

2(r,s)
(r,r) ), r, s ∈ Φ. (6)

×åðåç Φ+ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé.

Ëåììà 1. [7, ëåììà 9] Ïóñòü χ � K-õàðàêòåð, r1, . . . , rk ∈ Φ+, ri+rj /∈
Φ äëÿ ëþáûõ i, j, è χ(ri) ̸= 1 äëÿ êàæäîãî i. Òîãäà ýëåìåíòû h(χ) è
h(χ)xr1(t1) · · ·xrk(tk) ñîïðÿæåíû.

Ïðè ñîïðÿæåíèè êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ ìîíîìèàëüíûìè ýëåìåíòàìè â
ñëó÷àå íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè îñíîâíîãî ïîëÿ, íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêî-
òîðûå ñâîéñòâà ÷èñåë ηr,s, çàâèñÿùèõ îò çíàêîâ (+ èëè −) ñòðóêòóðíûõ
êîíñòàíò Nr,s, r, s ∈ Φ, ïðîñòîé êîìïëåêñíîé àëãåáðû Ëè òèïà B2. ×èñëà
ηr,s ðàâíû ±1 è îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

nrxs(t)n
−1
r = xwr(s)(ηr,st), r, s ∈ Φ, (7)

ïðè÷åì
ηr,±r = −1, (8)

(ñì., íàïðèìåð, [12, ñòð. 95]). Â ñâîþ î÷åðåäü, çíàêè ó ñòðóêòóðíûõ êîí-
ñòàíò Nr,s ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äëÿ ýêñòðàñïåöèàëü-
íûõ ïàð (r, s) [12, ïðåäëîæåíèå 4.2.2].

Ëåììà 2. [7, ëåììà 6] Ïóñòü Φ � ñèñòåìà êîðíåé òèïà B2, à {a, b} �
ìíîæåñòâî å¼ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé, ãäå êîðåíü a êîðîòêèé. Òîãäà
ìíîæåñòâî ýêñòðàñïåöèàëüíûõ ïàð ñîñòîèò èç äâóõ ïàð (a, b) è (a, a+
b) è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
1) ηr,s = −1, åñëè r, s � êîðîòêèå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå êîðíè;
2) ηr,s = 1, åñëè r, s � äëèííûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå êîðíè;
3) ηb,a = −ηb,a+b = −Na,b;
4) η2a+b,a = −η2a+b,a+b = −Na,a+b/|Na,a+b|;
5) ηa,b = ηa,2a+b = Na,bNa,a+b/|Na,a+b|;
6) ηa+b,b = ηa+b,2a+b = −Na,bNa,a+b/|Na,a+b|.

Ëåììà 3. [7, ëåììà 8] Ïóñòü Φ è êîðíè a, b òàêèå æå êàê â ëåììå 2.
Òîãäà äëÿ ìîíîìèàëüíûõ ýëåìåíòîâ

nr = xr(1)x−r(−1)xr(1), r ∈ Φ,
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èç ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïû Øåâàëëå B2(K) íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòè-
êè p ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1) n2

r = 1, â ÷àñòíîñòè, hr(−1) = 1, åñëè êîðåíü r êîðîòêèé;
2) åñëè êîðåíü r äëèííûé, òî |nr| = 2 äëÿ p = 2 è |nr| = 4 äëÿ p ̸= 2;
3) åñëè îáà êîðíÿ r, s äëèííûå, òî hr(−1) = hs(−1);
4) ïðîèçâåäåíèÿ nana+b è nbn2a+b ÿâëÿþòñÿ èíâîëþöèÿìè;
5) nana+b = nbn2a+b, åñëè çíàêè ó ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò Na,b è

Na,a+b âûáðàíû òàê, ÷òî Na,b = −Na,a+b/|Na,a+b|.
Ýëåìåíò t êîíå÷íîãî ïîëÿ GF (q) ìîùíîñòè q íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì (ñîîòâåòñòâåííî ïðèìèòèâíûì) ýëåìåíòîì, åñëè îí íå ëåæèò íè â
êàêîì åãî ñîáñòâåííîì ïîäïîëå (ñîîòâåòñòâåííî åñëè îí ïîðîæäàåò åãî
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó).
Ë. Äèêñîí [13] îïèñàë ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîäãðóïïîâîå

ñòðîåíèå ãðóïïû PSL2(q). Èç ðåçóëüòàòîâ [13] âûòåêàåò ñëåäóþùåå óò-
âåðæäåíèå, íàçûâàåìîå òåîðåìîé Äèêñîíà (âïåðâûå òàêàÿ ôîðìóëèðîâ-
êà òåîðåìû ïîÿâèëàñü â ìîíîãðàôèè Ä. Ãîðåíñòåéíà [14, òåîðåìà 2.8.4]).

Ëåììà 4. Åñëè t, t2 � ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (pn), p > 2 è
pn ̸= 9, òî 〈(

1 0
t 1

)
,

(
1 t
0 1

)〉
= SL2(p

n).

Òåîðåìà Äèêñîíà îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì â òåî-
ðèè ãðóïï ëèåâà òèïà, ïîñêîëüêó ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ êîðíåâûìè
ïîäãðóïïàìè Xr è X−r, èçîìîðôíà SL2(K) èëè PSL2(K) [12, òåîðåìà
6.3.1]. Îäíàêî, ôîðìóëèðîâêó ëåììû 4 íåëüçÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà èñêëþ-
÷èòåëüíûå ñëó÷àè p = 2 è pn = 9. Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ÿâëÿþòñÿ ñëåä-
ñòâèåì îñíîâíîé òåîðåìû èç ñòàòüè Â. Ì. Ëåâ÷óêà [15], è îíè ïîçâîëÿþò
óñïåøíî ðàáîòàòü ñ ïîðîæäàþùèìè ìíîæåñòâàìè èç òðåõ êîðíåâûõ ýëå-
ìåíòîâ è â ýòèõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ëåììà 5. Ïóñòü V ⊆ GF (pn), |V | > 2 è íåêîòîðûé ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò t ïîëÿ GF (pn) ëåæèò â V . Òîãäà〈(

1 0
1 1

)
,

(
1 V
0 1

)〉
= SL2(p

n).

Ëåììà 6. Åñëè u, v � íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (pn), òî äëÿ íåêî-
òîðîãî íåíóëåâîãî t ∈ GF (pn) ïîäãðóïïà ⟨t21(u), t12(v)⟩ ñîäåðæèò ìî-
íîìèàëüíóþ ìàòðèöó

δ =

(
0 −t−1

t 0

)
.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäëîæåíèÿ 2 èç [16] ïðè G = B2(q) ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 7. Ïóñòü t è t2 � ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (pn), Φ �
ñèñòåìà êîðíåé òèïà B2, Π � ìíîæåñòâî å¼ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîð-
íåé, M � ïîäãðóïïà ãðóïïû B2(q). Òîãäà, åñëè M ∩Xr ̸= 1, r ∈ Π∪−Π,
è xs(t), x−s(t) ∈ M äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ Φ, òî M = B2(q).
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Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâàõ ðàâåíñòâà (3)�(8) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áåç
óïîìèíàíèÿ, è âñþäó {a, b} � ìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé äëÿ
ñèñòåìû òèïà B2, ïðè÷åì êîðåíü a êîðîòêèé êàê íà ðèñ. 1.

-�
�

�
�

�
�	

�
�
�

�
��

@
@

@
@

@I

@
@
@

@
@R?

6

−a a

b

−b

a+ b

−a− b

2a+ b

−2a− b

Ðèñ. 1

Äëÿ ãðóïïû B2(K) êîììóòàòîðíàÿ ôîðìóëà Øåâàëëå èìååò îäèí èç
ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ:

[xa(t), xb(u)] = xa+b(±tu)x2a+b(±t2u),

[xa(t), xa+b(u)] = x2a+b(±2tu).

Óêàæåì òàêæå íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûå äàëåå ñëó÷àè ôîðìóëû (6).
Ïóñòü ε = ±1. Òîãäà

ha(u)xεa(1)h
−1
a (u) = xεa(u

ε2),

ha(u)xε(2a+b)(1)h
−1
a (u) = xε(2a+b)(u

ε2),

ha(u)xεb(1)h
−1
a (u) = xεb(u

−ε2).

Â êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ ìû èñïîëüçóåì òî÷íîå 4-ìåðíîå ìàò-
ðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå óíèâåðñàëüíîé ãðóïïû Øåâàëëå òèïà B2 íàä ïî-
ëåì K, èçîìîðôíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå Sp4(K). Ãðóïïó B2(K)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê öåíòðàëèçàòîð ãðàôîâîãî àâòîìîðôèçìà óíè-
âåðñàëüíîé ãðóïïûØåâàëëå òèïà A3, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, èçîìîðô-
íà ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïå SL4(K). Ïîýòîìó óíèâåðñàëüíàÿ ãðóï-
ïà B2(K) èçîìîðôíà ãðóïïå, ïîðîæäåííîé ìàòðèöàìè

xa(t) =


1 0 0 0
t 1 0 0
0 0 1 0
0 0 t 1

, x−a(t) =


1 t 0 0
0 1 0 0
0 0 1 t
0 0 0 1

,

xb(t) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 t 1 0
0 0 0 1

, x−b(t) =


1 0 0 0
0 1 t 0
0 0 1 0
0 0 0 1

,
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xa+b(t) =


1 0 0 0
0 1 0 0
t 0 1 0
0 −t 0 1

, x−a−b(t) =


1 0 t 0
0 1 0 −t
0 0 1 0
0 0 0 1

,

x2a+b(t) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
t 0 0 1

, x−2a−b(t) =


1 0 0 t
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.
Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ëåììîé 13.6.2 èç [12]. Ïðèìåíÿÿ äàííîå ïðåäñòàâëå-
íèå, ìîæíî ïðîâåðèòü íà ìàòðè÷íîì ÿçûêå âñå íàøè, èíîãäà íå î÷åíü
êîðîòêèå, âû÷èñëåíèÿ.

3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 äëÿ q = 2n, q > 2

Â ãðóïïå B2(2
n) èìååòñÿ òðè êëàññà ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé, ñ ïðåä-

ñòàâèòåëÿìè
σ1 = x−a(1),

σ2 = x−b(1),

σ3 = x−a(1)x−a−b(1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H êëàññ ñ ïðåäñòàâèòåëåì σ3. Âûäåëèì â íåì ñëåäóþ-
ùèå òðè ýëåìåíòà

α = nax−b(1)x−a−b(1)x−2a−b(1) = σ
x−b(1)xa(1)
3 ,

β = xb(1)xa+b(1)x2a+b(1)na = αnbnanb ,

γ = x−a(1)x−a−b(1)x−2a−b(t) = σ
x−b(t)h−a−b(

√
t+1)

3 ,

ãäå t � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîëÿ F2n . Òàê êàê

σ
x−a(1)x−a−b(1)xb(1)nana+b

3 = (xa(1)xa+b(1))
x−a(1)x−a−b(1)xb(1) =

= (xa(1)x2a+b(1))
x−a(1)x−a−b(1) = (xa(1)x2a+b(1)xa(1)x−b(1))

x−a(1) =

= xb(1)xa+b(1)x2a+b(1)x−b(1)x−a−b(1)x−2a−b(1) = βα,

òî ïðîèçâåäåíèå βα òàêæå ëåæèò â H, â ÷àñòíîñòè, èíâîëþöèè α è β
ïåðåñòàíîâî÷íû.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà

M = ⟨α, β, γ⟩
ñîâïàäåò ñ ãðóïïîé B2(2

n). Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

(αγ)3 = x−a−b(t).

Äåéñòâèòåëüíî,

(αγ)3 = (nax−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1))3 =
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= na(x−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1)nax−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1))na×
×x−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1).

Âû÷èñëèì îòäåëüíî ñîìíîæèòåëü

na(x−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1)nax−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1))na.

Îí ðàâåí

x−2a−b(1)xa(1)x−b(t+ 1)nax−2a−b(1)xa(1)x−b(t+ 1) =

= x−2a−b(1)x−b(t+ 1)x−a(1)xa(1)x−2a−b(1)xa(1)x−b(t+ 1) =

= x−2a−b(1)x−b(t+ 1)x−a(1)x−2a−b(1){[x−2a−b(1), xa(1)]}x−b(t+ 1) =

= x−2a−b(1)x−b(t+ 1)x−a(1)x−2a−b(1){x−a−b(1)x−b(1)}x−b(t+ 1) =

= x−b(t+ 1)x−a(1)x−b(t+ 1)x−a−b(1)x−b(1) =

= x−a(1){[x−a(1), x−b(t+ 1)]}x−a−b(1)x−b(1) =

= x−a(1){x−a−b(t+ 1)x−2a−b(t+ 1)}x−a−b(1)x−b(1) =

= x−a−b(t)x−a(1)x−2a−b(t+ 1)x−b(1).

Ñåé÷àñ ðàâåíñòâî (αγ)3 = x−a−b(t) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Îòìåòèì, ÷òî
ýòî ðàâåíñòâî, êàê è ïîðîæäàþùèå èíâîëþöèè, èçíà÷àëüíî áûëè íàéäå-
íû äëÿ q = 4, 8 ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè,
óêàçàííîì â ïàðàãðàôå 2. Äàëåå,

γα = xa(1)x−b(t+ 1),

η = γαβγα = x−b(t+ 1)(xb(1)x−a(1))x−b(t+ 1),

((αγ)3)η = (x−a−b(t)x−a(t)x−2a−b(t
2))x−b(t+1) = x−a(t)x−a−b(t

2)x−2a−b(t
3),

θ = (((αγ)3)η)α = (x−a(t)x−a−b(t
2 + t)x−2a−b(t

3 + t2))na =

= xa(t)x−a−b(t
2 + t)x−b(t

3 + t2).

Êîðíåâûå ïîäãðóïïû Xa è X−a íîðìàëèçóþò ãðóïïó X−bX−a−bX−2a−b.
Ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû 5 äëÿ ëþáîãî u ∈ F ∗ è íåêîòîðûõ ui ∈ F â ãðóïïå
⟨γ, γα, θ⟩ èìååòñÿ ýëåìåíò

ha(u)x−b(u1)x−a−b(u2)x−2a−b(u3),

êâàäðàò êîòîðîãî äëÿ ïîäõîäÿùèõ vi ∈ F ðàâåí

ha(u
2)x−b(v1)x−2a−b(v2).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðûõ y, z ∈ F â ïîäãðóïïå M ëåæèò ýëåìåíò

µ = ha(
√
t−1)x−b(y)x−2a−b(z).

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

γµ = (x−a(1)x−a−b(y + 1)x−2a−b(y + t))ha(
√
t−1) =

= x−a(t)x−a−b(y + 1)x−2a−b((y + t)t),

γµ((αγ)3)η = x−a−b(y + 1 + t2)x−2a−b((y + t)t+ t3).

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî
ðàâíÿåòñÿ íóëþ ñóììà (y + t)t+ t3 èëè íåò.
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Ñëó÷àé 1. Ïóñòü (y + t)t+ t3 ̸= 0. Òîãäà

[µ, γµ((αγ)3)η] = x−2a−b(((y + t)t+ t3)(t+ 1)),

à ó÷èòûâàÿ, ÷òî t ̸= 1, ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå x−2a−b(v) ∈ M äëÿ íåêî-
òîðîãî íåíóëåâîãî v ∈ F . Ñîïðÿãàÿ êîðíåâîé ýëåìåíò x−2a−b(v) âñå-
âîçìîæíûìè ýëåìåíòàìè ha(u

2)x−b(v1)x−2a−b(v2), ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå
X−2a−b < M . Îòñþäà Xα

−2a−b = X−b < M . Ñëåäîâàòåëüíî, äèàãîíàëüíàÿ
ïîäãðóïïà Ha = {ha(u) | u ∈ F ∗} ëåæèò â M . Êîììóòèðóÿ γ è x−b(1),
ïîëó÷àåì xa+b(1)x2a+b(1). Îòñþäà x−a(1) ∈ M . Ñîïðÿãàÿ ïîñëåäíèé ýëå-
ìåíò âñåâîçìîæíûìè ýëåìåíòàìè èç Ha, ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå X−a < M .
Ïîäãðóïïû X−a, X−b, X−2a−b ïîðîæäàþò âñþ (âåðõíþþ) óíèïîòåíòíóþ
ïîäãðóïïó V . Ñåé÷àñ, èñïîëüçóÿ âèä èíâîëþöèè α, èìååì na ∈ M è,
ñëåäîâàòåëüíî,

βna = xb(1)xa+b(1)x2a+b(1) ∈ M,

(βna)
x−a(1) = x2a+b(1).

Ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì x2a+b(1) è ïîäãðóïïîéHa, ñîäåðæèò
êîðíåâóþ ïîäãðóïïó X2a+b. Íàêîíåö, X

na
−a = Xa è Xna

2a+b = Xb. Îñòàåò-
ñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîäãðóïïû Xa, Xb, V ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó Øåâàëëå
B2(q).
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü (y + t)t+ t3 = 0. Òîãäà y = t2 + t è, ñëåäîâàòåëüíî,

γµ((αγ)3)η = x−a−b(t+ 1).

Ñåé÷àñ, ó÷èòûâàÿ ðàíåå ïîëó÷åííîå âêëþ÷åíèå x−a−b(t) ∈ M , ïîëó÷àåì,
÷òî

x−a−b(1) ∈ M,

αx−a−b(1) = nax−b(1)x−2a−b(1) ∈ M,

γx−a−b(1) = x−a(1)x−2a−b(t) ∈ M.

Â ýòîì ñëó÷àå

µ = ha(
√
t−1)x−b(t

2 + t)x−2a−b(z)

è âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

(xa(1)x−b(t+ 1))µ
−1

= (xa(t)x−b(t
2 + t))x−2a−b(z) =

= xa(t)x−a−b(tz)x−b(t
2z + t2 + t),

((xa(1)x−b(t+ 1))µ
−1
)α = (x−a(t)x−a−b(tz)x−2a−b(t

2z + t2 + t))x−b(1) =

= x−a(t)x−a−b(tz + t)x−2a−b(t
2z + t),

((xa(1)x−b(t+ 1))µ
−1
)α((αγ)3)η = x−a−b(tz + t+ t2)x−2a−b(t

2z + t+ t3).

Åñëè t2z + t+ t3 ̸= 0, òî ìû ïîïàäàåì â óæå ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé 1.
Ïóñòü t2z + t + t3 = 0. Òîãäà z = t + t−1 è z ̸= 0, ïîñêîëüêó t ̸= 1. Â

ýòîì ñëó÷àå

µ = ha(
√
t−1)x−b(t

2 + t)x−2a−b(t+ t−1).

Äàëåå,

βnax−b(1)x−2a−b(1) = xb(1)xa+b(1)x2a+b(1)x−b(1)x−2a−b(1) =
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= xb(1)x−b(1)xa+b(1)xa(1)x−2a−b(1) =

= nbxb(1)xa+b(1)x−a−b(1)x−b(1)x−2a−b(1)xa(1).

Ñîïðÿãàÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò ýëåìåíòîì x−b(t+ 1)xa(1), ïîëó÷àåì

x−b(t+ 1)nbxb(1)x−a−b(1)x−b(1)x−2a−b(1)x−b(t+ 1) =

= x−b(t)nbx−a−b(1)x−2a−b(1)x−b(t).

Òàê êàê x−a−b(1) ∈ M , òî â M ëåæèò ýëåìåíò

δ = x−b(t)nbx−2a−b(1)x−b(t).

Äàëåå,
µ2 = ha(t

−1)x−b(t
3 + t)x−2a−b(t+ 1 + t−1 + t−2).

Ïóñòü g = x−b(t), M
′ = Mg. Òîãäà â M ′ ëåæàò ýëåìåíòû

δg = nbx−2a−b(1),

(xa(1)x−b(t+ 1))g = xa(1)x−b(t+ 1),

x−a−b(1)
g = x−a−b(1),

(µ2)g = ha(t
−1)x−2a−b(t+ 1 + t−1 + t−2),

((µ2)g)δ
g
= ha+b(t

−1)x−2a−b(t+ t−1),

x−a−b(1)
δg = x−a(1).

Ñîïðÿãàÿ ìíîãîêðàòíî êîðíåâîé ýëåìåíò x−a(1) ýëåìåíòîì (µ2)g, ïîëó-
÷èì âêëþ÷åíèå X−a < M ′, à ñëåäîâàòåëüíî, è X−a−b = Xδg

−a < M ′. Ïóñòü

f = x−2a−b(t), M
′′ = (M ′)f . Òîãäà â M ′′ ëåæàò ñëåäóþùèå ýëåìåíòû

(nbx−2a−b(1))
f = nbx−2a−b(1),

Xf
−a−b = X−a−b,

Xf
−a = X−a,

(xa(1)x−b(t+ 1))f = xa(1)x−a−b(t)x−b(1),

(ha+b(t
−1)x−2a−b(t+ t−1))f = ha+b(t

−1).

Ýëåìåíò t ïðèìèòèâíûé, ïîýòîìó äèàãîíàëüíàÿ ïîäãðóïïà Ha+b ëåæèò
â M ′′. Òàê êàê x−a−b(t) ∈ M ′′, òî xa(1)x−b(1) ∈ M ′′. Äàëåå,

[ha+b(t
−1), xa(1)x−b(1)] = x−b(t

2 + 1).

Ïîñêîëüêó q ̸= 2, òî t2 + 1 ̸= 0 è ïîýòîìó

(x−b(t
2 + 1))Ha+b = X−b \ x−b(0).

Ñëåäîâàòåëüíî, xa(1) ∈ M ′′. Òàê êàê x−a(1) ∈ M ′′, òî na ∈ M ′′. Äàëåå,
X−b ∈ M ′′, çíà÷èò x−b(1) ∈ M ′′. Òîãäà

(nbx−2a−b(1))
x−b(1) = xb(1)x−2a−b(1),

(nbx−2a−b(1))
xb(1)x−2a−b(1) = x−b(1)x−2a−b(1).

Ïåðåìíîæàÿ ïîñëåäíèå äâà ýëåìåíòà è ó÷èòûâàÿ âêëþ÷åíèå xa(1) ∈ M ′′,
ïîëó÷àåì nb ∈ M ′′. Ïîäãðóïïà ⟨na, nb⟩ èçîìîðôíà ãðóïïå Âåéëÿ òèïà
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B2 è äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèÿìè òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå êîðíåâûõ ïîä-
ãðóïï, èíäåêñèðîâàííûõ êîðíÿìè îäèíàêîâîé äëèíû. Òàêèì îáðàçîì, â
M ′′ ëåæàò âñå êîðíåâûå ïîäãðóïïû. Ïîýòîìó M ′′ = B2(q).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 äëÿ q ≡ 1 (mod 4), q > 3

Ìû óêàæåì ÿâíî ïîðîæäàþùèå òðîéêè èíâîëþöèé ñ íåîáõîäèìûìè
ñâîéñòâàìè äëÿ ãðóïïû B2(q), q ≡ 1 (mod 4), q > 3, ïðè÷åì ïðè q > 9
îíè òàêèå æå êàê â ñòàòüå [7] ïðè q ≡ 3 (mod 4). Íàøå äîêàçàòåëüñòâî
ïîðîæäàåìîñòè ãðóïïû B2(q) ïðè q > 9 äàííûìè èíâîëþöèÿìè ïîõî-
æå íà äîêàçàòåëüñòâî èç [7], íî â íåêîòîðûõ ìåñòàõ ïðèøëîñü âíåñòè
ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ, ïîýòîìó ìû ïðèâîäèì åãî áåç ñîêðàùåíèé.

Ñëó÷àé q>9. Ïóñòü K � êîíå÷íîå ïîëå ïîðÿäêà q ≡ 1 (mod 4). Ïóñòü
t è t2 � ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû ïîëÿ K, à ìóëüòèïëèêàòèâíûé ïîðÿäîê
ýëåìåíòà u ∈ K ðàâåí (q − 1)/2. Ïîêàæåì, ÷òî èíâîëþöèè

α = na,

β = na+b,

γ = (naha(u))
xa+b(t)xb(1)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû.
Â ñèëó ïï. 1) è 4) ëåììû 3 ìîíîìèàëüíûå ýëåìåíòû na, na+b ÿâëÿ-

þòñÿ ïåðåcòàíîâî÷íûìè èíâîëþöèÿìè. Îíè èíâåðòèðóþò äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ha(u) è ha+b(u) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó α, β, γ � èíâîëþöèè
è αβ = βα. Èíâîëþöèè α, β, γ ñîïðÿæåíû. Äåéñòâèòåëüíî, α = nbβn

−1
b ,

α = γha(s)xa+b(−t)xb(−1), ãäå s2 = u. Òàêîé ýëåìåíò s ñóùåñòâóåò, òàê êàê
ïîðÿäîê ýëåìåíòà u ðàâåí (q− 1)/2. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî ηa,a+b = −1 èç
ï. 1) ëåììû 2, ïîëó÷àåì

(nana+b)
xa+b(1) = nax−a−b(−1),

(nax−a−b(−1))x−a−b(−1/2) = na = α.

Òàêèì îáðàçîì, èíâîëþöèè αβ = nana+b è α òàêæå ñîïðÿæåíû.
Ïîëîæèì

M = ⟨α, β, γ⟩.
Â ñèëó ï. 5) ëåììû 2 ηa,b = ηa,2a+b = Na,bNa,a+b/|Na,a+b|. Ïàðû (a, b)
è (a, a + b) ýêñòðàñïåöèàëüíûå, ïîýòîìó çíàêè ó ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò
Na,b è Na,a+b ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïóñòü
Na,bNa,a+b/|Na,a+b| = −1. Òîãäà ηa,b = −1. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî
ηa,a+b = −1 â ñèëó ï. 1) ëåììû 2, ïîëó÷àåì

γ = (naha(u))
xa+b(t)xb(1) = xa+b(t)xb(1)naha(u)xb(−1)xa+b(−t) =

= naxa+b(ηa,a+bt)x2a+b(ηa,b)ha(u)xb(−1)xa+b(−t) =

= naha(u)xa+b(−2t)x2a+b(−u−2)xb(−1),

αγ = ha(u)xa+b(−2t)x2a+b(−u−2)xb(−1).
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Êîðíåâîé ýëåìåíò xa+b(−2t) ïåðåñòàíîâî÷åí ñ òðåìÿ äðóãèìè ñîìíîæè-
òåëÿìè ýëåìåíòà αγ, à äâà åãî ïîñëåäíèõ ñîìíîæèòåëÿ ïåðåñòàíîâî÷íû
ìåæäó ñîáîé, íî íå êîììóòèðóþò ñ ha(u). Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1

(αγ)(q−1)/2 = xa+b(t).

Îòñþäà
αγxa+b(t)

2 = ha(u)x2a+b(−u−2)xb(−1).

Äàëåå,

β(αγ)(q−1)/2β = x−a−b(−t).

Òàêèì îáðàçîì, â M ëåæèò ïîäãðóïïà

L = ⟨xa+b(t), x−a−b(t)⟩,
êîòîðàÿ ïî ëåììå 4 ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé ⟨Xa+b, X−a−b⟩. (Çäåñü èñ-
ïîëüçóåòñÿ îãðàíè÷åíèå q > 9.) Â ÷àñòíîñòè, â M ëåæàò âñå äèàãîíàëü-
íûå ýëåìåíòû ha+b(v), v ∈ K∗. Ñåé÷àñ ïðè v ∈ K∗ ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷àåì, ÷òî â M ëåæàò ýëåìåíòû

ha+b(v)(ha(u)x2a+b(−u−2)xb(−1))h−1
a+b(v) = ha(u)x2a+b(−u−2v2)xb(−v2),

(ha(u)x2a+b(−u−2)xb(−1))−1ha(u)x2a+b(−u−2v2)xb(−v2) =

= x2a+b((1− v2)u−2)xb(1− v2).

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ Na,bNa,a+b/|Na,a+b| = −1 è ï. 5) ëåììû 2 ïîëó-
÷àåì

αx2a+b((1− v2)u−2)xb(1− v2)α = x2a+b(v
2 − 1)xb((v

2 − 1)u−2).

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäíèõ ýëåìåíòîâ ðàâíî x2a+b(−k2)xb(k
2) ïðè v =

u−1, k = u−2 − 1. Òàêèì îáðàçîì, â M ëåæàò ýëåìåíòû

h−1
a+b(k)x2a+b(−k2)xb(k

2)ha+b(k) = x2a+b(−1)xb(1),

(ha(u)x2a+b(−u−2)xb(−1))x2a+b(−1)xb(1) = ha(u)x2a+b(−u−2 − 1),

[(ha(u)x2a+b(−u−2 − 1))−1, h−1
a+b(u)] = x2a+b(1− u−4),

αβx2a+b(1− u−4)βα = x−2a−b(−1 + u−4).

Òàê êàê q > 9, òî 1− u−4 ̸= 0. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 6 ïîäãðóïïà

⟨x2a+b(1− u−4), x−2a−b(1− u−4)⟩
ñîäåðæèò ìîíîìèàëüíûé ýëåìåíò n2a+b(v) äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ K∗. Òàêèì
îáðàçîì,

na, n2a+b(v), xa+b(t), x−a−b(t) ∈ M.

Ñëåäîâàòåëüíî, M èìååò íåòðèâèàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ ñî âñåìè êîðíåâû-
ìè ïîäãðóïïàìè è ïî ëåììå 7 ñîâïàäàåò ñ B2(q).

Ñëó÷àé q=5. Ïîêàæåì, ÷òî èíâîëþöèè

α = na,

β = na+b,

γ = ha(2)x−a(1)xb(2)
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óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåñòàíîâî÷íîñòü
èíâîëþöèé α è β è ñîïðÿæåííîñòü èíâîëþöèé α, β, αβ óñòàíîâëåíû
âûøå, à

γx2a+b(−1)xa+b(−2)xb(1)xa(−2)x−a(2) = α.

Ïîñëåäíåå è ñëåäóþùåå ðàâåíñòâà ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîé
ñèñòåìû GAP.

xa(1) = α(γαβγβ)2γβ(α(βγ)2)2α(βγ)3(αγβ)2γαγβ.

Äàëåå,
(xa(1))

α = x−a(−1),

ha(2) = xa(1)
2x−a(1)

2xa(1)
2α,

ha(2)γx−a(−1) = xb(2),

xb(2)
αβ = x−b(2).

Ýëåìåíòû xa(1), x−a(1), xb(2), x−b(2) ïîðîæäàþò ãðóïïó B2(5) ïî ëåì-
ìå 7.

Ñëó÷àé q=9. Ïîêàæåì, ÷òî èíâîëþöèè

α = na,

β = na+b,

γ = h2a+b(i)hb(i− 1)xb(i− 1)x2a+b(i)xa+b(1)×
×x−b(i)x−2a−b(−1)x−a−b(1)xa(i)x−a(−i)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåñòàíîâî÷íîñòü
èíâîëþöèé α è β è ñîïðÿæåííîñòü èíâîëþöèé α, β, αβ óñòàíîâëåíû
âûøå, à

γη = β,

ãäå
η = x−b(1)nax−a−b(−1)xa(−i)x−a(1)x−b(−1)×

×xa+b(i)xb(i)xa+b(−1)x−b(i+ 1)xa(−1)x2a+b(−1).

Ïîñëåäíåå è ñëåäóþùèå òðè ðàâåíñòâà ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè êîìïüþ-
òåðíîé ñèñòåìû GAP.

xb(1− i) = γβγ(α(γβ)2)2(αγ)2α(βγ)4αγβγ,

xb(1 + i) = γβγα(γβ)7γαβγα(γβ)6(αγ)2αβγβ(γβγα)2(γβ)4γαβ(γα)2γβ(γα)3,

xa+b(i) = α(γαγβ)2γαβγβαγβγαβγβαβγα(βγ)4.

Ïîñêîëüêó àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ GF (9) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè 1−i
è 1 + i, ýëåìåíòû xb(1 − i) è xb(1 + i) ïîðîæäàþò Xb. Ïîñëåäîâàòåëüíî
ñîïðÿãàÿ Xb ýëåìåíòàìè α, β, α, ïîëó÷èì òàêæå ïîäãðóïïû X2a+b, X−b,
X−2a−b. Â ÷àñòíîñòè, â ïîäãðóïïå M = ⟨α, β, γ⟩ ëåæàò ýëåìåíòû n2a+b,
nb, hb(−i) è

xa+b(i)
hb(−i) = xa+b(1).

Ýëåìåíòû xa+b(i) è xa+b(1) ïîðîæäàþò ãðóïïó Xa+b. Òàêèì îáðàçîì, â
M ëåæàò êîðíåâûå ïîäãðóïïû Xb, X−b, X−a = X

n2a+b

a+b , Xa = X
nan2a+b

a+b ,
êîòîðûå ïîðîæäàþò ãðóïïó B2(9).
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ñëó÷àé q ̸= 2, 3. Òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 â ñèëó ñëåäóþùåé
ëåììû, äîêàçàííîé Äæ. Óîðäîì [3] ïðè ðåøåíèè çàäà÷è À) èç ââåäå-
íèÿ äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ è çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï è äëÿ PSLn(q) ïðè
îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà n è q, óêàçàííûõ âûøå.

Ëåììà 8. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
1) Ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ èíâîëþöèÿìè α, β, γ, ïåðâûå äâå

èç êîòîðûõ ïåðåñòàíîâî÷íû (ñîîòâåòñòâåííî èíâîëþöèè α, β, γ, αβ ñî-
ïðÿæåíû).
2) Ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè α, β, γ, δ, ϵ, äâå èç êîòîðûõ

ñîâïàäàþò, è αβγδϵ = 1 (ñîîòâåòñòâåííî èíâîëþöèè α, β, γ, δ, ϵ ñîïðÿ-
æåíû).

Ñëó÷àé q = 3. ×àñòíûì ñëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ íà ñòð. 432
èç [11] ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 9. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà îáùåé ëèíåé-
íîé ãðóïïû GLn(K) íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2, χ �
ñëåä äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Òîãäà, åñëè χ(1) < 5χ(g), òî G íå ïîðîæäà-
åòñÿ ïÿòåðêîé èíâîëþöèé èç êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì
g, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1.

Ãðóïïà B2(3) èçîìîðôíà PSU4(2
2) è èìååò äâà êëàññà ñîïðÿæåííûõ

èíâîëþöèé 2A è 2B â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè èç [17]. Äëÿ íå¼
ñîãëàñíî [17] ñóùåñòâóþò 6-ìåðíîå è 15-ìåðíîå êîìïëåêñíûå íåïðèâîäè-
ìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ

6 = χ(1) < 5χ(2B) = 5 · 2 = 10

è ñîîòâåòñòâåííî

15 = χ(1) < 5χ(2A) = 5 · 7 = 35.

Ïîýòîìó nc(B2(3)) > 5 ïî ëåììå 9. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó [10] ãðóïïà
ïîðîæäàåòñÿ òðîéêîé ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé. Ñëåäîâàòåëüíî,
nc(B2(3)) = 6.

Ñëó÷àé q = 2. Ñåé÷àñ íàì íóæíî äîêàçûâàòü íåïîðîæäàåìîñòü ãðóï-
ïû B2(2) ëþáûìè k < 10 ñîïðÿæåííûìè èíâîëþöèÿìè, ïðîèçâåäåíèå
êîòîðûõ ðàâíî åäèíèöå. Äëÿ ýòîãî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò "î íåïîðîæäàåìîñòè" òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ïîäñòàíîâîê, ïîëó-
÷åííûé Ð. Ðè â [18]. (Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèâîäÿò
Ó. Ôåéò, Ð. Ëèíäîí è Ë. Ñêîòò â ñòàòüå [19].)

Ëåììà 10. Ïóñòü ïîäñòàíîâêè x1, ..., xm ïîðîæäàþò òðàíçèòèâíóþ
ïîäãðóïïó ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn íà n ñèìâîëàõ, ñ óñëîâèåì
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x1x2 · · ·xm = 1, è ïóñòü ci � ÷èñëî îðáèò ãðóïïû ⟨xi⟩, 1 ≤ i ≤ m. Òîãäà

c1 + c2 + · · ·+ cm ≤ n(m− 2) + 2.

Ãðóïïà B2(2) èçîìîðôíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S6. (Äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Ð. Ñòåéíáåðãà [20, ñòð.
80].) Â ãðóïïå S6 òðè êëàññà ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé C1, C2, C3 ñ ïðåä-
ñòàâèòåëÿìè σ1 = (12), σ2 = (12)(34)(56), σ3 = (12)(34) ñîîòâåòñòâåííî.
Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ñ ïðåäñòàâèòåëåì σ3 íå ïîðîæ-
äàåò âñþ ãðóïïó S6. Ðàññìîòðèì êëàññ ñ ïðåäñòàâèòåëåì σ1. Ëþáîé åãî
ýëåìåíò èìååò 5 îðáèò. Ïî ëåììå 10 ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿm ≤ 9 èíâîëþ-
öèÿìè èç ýòîãî êëàññà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî åäèíèöå, íå ÿâëÿåò-
ñÿ òðàíçèòèâíîé, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ S6. Íåðàâåíñòâî
â óòâåðæäåíèè ëåììû 10 âûïîëíÿåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ m = 10, ïðè÷¼ì, èí-
âîëþöèè x1 = (12), x2 = (23), x3 = (34), x4 = (45), x5 = (56), x6 = x5,
x7 = x4, x8 = x3, x9 = x2, x10 = x1 ïîðîæäàþò ãðóïïó S6, à èõ ïðîèçâå-
äåíèå ðàâíî åäèíèöå. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ãðóïïà S6 îáëàäàåò âíåøíèì
àâòîìîðôèçìîì, êîòîðûé ïåðåñòàâëÿåò êëàññû ñîïðÿæåííîñòè C1 è C2.
(Ïîñòðîåíèå ýòîãî àâòîìîðôèçìà íà ÿçûêå ãðóïï ïîäñòàíîâîê óêàçàíî
â çàìåòêå Â. Ìèëëåðà [21], à ñ ó÷åòîì îòìå÷åííîãî âûøå èçîìîðôèçìà
ìåæäó ãðóïïàìè B2(2) è S6 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü äàííûé âíåøíèé
àâòîìîðôèçì êàê ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû B2(2) [20, ñòð. 80].)
Ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîðîæäàþùèõ èíâîëþöèé èç êëàññà C2,
ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî åäèíèöå, òîæå ðàâíî 10. Ñëåäîâàòåëüíî,
nc(B2(2)) = 10.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîðû ãëóáîêî ïðèçíàòåëüíû ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ, êî-
òîðûå íåñîìíåííî ñïîñîáñòâîâàëè óëó÷øåíèþ òåêñòà ñòàòüè.
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