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Âëàäèìèðà Íèêàíîðîâè÷à Ðåìåñëåííèêîâà

Abstract: The article proves the equivalence of the properties of
being equationally Noethericity of a partially commutative two-
step nilpotent group G and being equationally Noethericity of its
commutative graph ΓG, considered in the category of graphs with
loops. In particular, it is shown that to study the equationally
Noethericity of a partially commutative two-step nilpotent group,
it is su�cient to consider equations in one variable over this group.
Using the concept of residualizability of groups, we prove that an
arbitrary partially commutative two-step nilpotent group can be
embedded in a countable direct power of a free two-step nilpotent
group of rank 2. In addition, earlier in the works of A.J. Duncan,
I.V. Kazachkov and V.N. Remeslennikov it was shown that the
centralizer dimension of each �nitely generated free partially com-
mutative group coincides with the height of the lattice of canonical
centralizers of this group. In our work we present some results
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relating the centralizer dimension and the height of the lattice of
canonical centralizers for the case of an in�nitely generated free
partially commutative group and generalize a similar result from
the work of V. Blatherwick to the case of an in�nitely generated
partially commutative two-step nilpotent group.

Keywords: universal algebraic geometry, equations in one
variable, equationally Noetherian property, class two nilpotent
group, centralizer, centralizer dimension, partially commutative
group, commutativity graph.

1 Ââåäåíèå

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé S(X)
íàä A îò n ïåðåìåííûõ X ýêâèâàëåíòíà ñâîåé íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîä-
ñèñòåìå S0(X) ⊆ S(X). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àëãåá-
ðàè÷åñêîé ñèñòåìû, íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé. Èìå-
åòñÿ îáøèðíûé ñïèñîê ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ íåòåðîâûõ ïî
óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì: êðîìå (è ñðåäè) òåõ, ÷òî óïîìÿíóòû
â ìîíîãðàôèè Ý.Þ. Äàíèÿðîâîé, À.Ã. Ìÿñíèêîâà è Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà
[1], âûäåëèì, íàïðèìåð, [2, 3, 4, 7, 8].
Ïîíÿòèå íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ

â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè. Äàííîå íàïðàâëåíèå ìàòåìàòèêè çàíèìàåòñÿ èññëåäîâàíèåì óðàâ-
íåíèé, àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, êîîðäèíàòíûõ àëãåáð íàä ðàçëè÷íû-
ìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè çà ðàìêàìè êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè � íàä ðàçëè÷íûìè ãðóïïàìè, ïîëóãðóïïàìè, àëãåáðàìè,
ãðàôàìè è ïð. Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî çíàêîìñòâà ñ óíèâåðñàëüíîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ, íàïðèìåð, ðàáîòû [1]
è [12], âòîðàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäõîä Á.È. Ïëîòêèíà,
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèéñÿ îò îïèñàííîãî â [1].
Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ íåòåðîâûõ ïî

óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ
òîëüêî êîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Îïèñàíèå îáùåãî òåîðåòè÷åñêîãî
ïîäõîäà, ïîçâîëÿþùåãî âçãëÿíóòü íà àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà íàä íå-
òåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ ðàçíûõ òî÷åê
çðåíèÿ, ìîæíî íàéòè â [1, Òåîðåìû 2.5.21, 2.5.22] è [5] (îáúåäèíÿþùèå
òåîðåìû). Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî â íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè-
÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïðîèçâîëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìî
â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ
[1, Ñëåäñòâèå 2.5.6].
Âñþäó äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [x, y] = x−1y−1xy êîììóòàòîð

äâóõ ýëåìåíòîâ x, y èç ãðóïïû G. Ìíîãîîáðàçèå äâóñòóïåííî íèëüïî-
òåíòíûõ ãðóïï N2 îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâîì: [x, y, z] = [[x, y], z] = 1 äëÿ
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ëþáûõ x, y, z ∈ G äëÿ ëþáîé ãðóïïû G èç N2. Èç, íàïðèìåð, [3, 4, 8] èç-
âåñòíî, ÷òî âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûå ãðóï-
ïû íåòåðîâû ïî óðàâíåíèÿì. Ñðåäè ìíîæåñòâà ðàáîò, èññëåäóþùèõ ðå-
øåòêó êâàçèìíîãîîáðàçèé íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï îòìåòèì ðàáîòó [13]. Â
íåé ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè êâàçèìíîãîîáðàçèå U , ïîðîæäåííîå íåàáåëå-
âîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, íå ñîâïàäàåò ñ
êâàçèìíîãîîáðàçèåì qF2, ïîðîæäåííûì ñâîáîäíîé äâóñòóïåííî íèëüïî-
òåíòíîé ãðóïïîé ðàíãà 2, òî òîãäà U ñîäåðæèò êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî
êâàçèìíîãîîáðàçèé. Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ íàøåé ðàáîòû (ëåììà 4) óñòà-
íàâëèâàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ãðóïï èç êâàçèìíîãîîáðàçèÿ qF2.
Â äàííîé ðàáîòå ïîä ¾áåñêîíå÷íîñòüþ¿ ìû âñåãäà áóäåì èìåòü ââè-

äó ñ÷åòíóþ ìîùíîñòü. Ñîîòâåòñòâåííî, ôðàçà ¾áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ
ãðóïïà¿ áóäåò îçíà÷àòü ãðóïïó ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ.

Îïðåäåëåíèå 1 ([14]). Ïóñòü Γ � íåîðèåíòèðîâàííûé ïðîñòîé ãðàô
(âîçìîæíî áåñêîíå÷íûé) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí X = V (Γ), F (X) �
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ X, è ïóñòü

R = {[xi, xj ] ∈ F (X) | xi, xj ∈ X è xi è xj ñìåæíû â ãðàôå Γ}.

Òîãäà ãðóïïà GΓ = ⟨X | R⟩ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ÷àñòè÷íî êîììóòà-
òèâíîé ãðóïïîé, à ãðàô Γ � ãðàôîì êîììóòàòèâíîñòè ñâîáîäíîé ÷à-
ñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ãðóïïû GΓ.

Ñëîâî ¾ñâîáîäíàÿ¿ èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ çà÷àñòóþ ìû áóäåì îïóñ-
êàòü, âñå ðàâíî èìåÿ ââèäó ñâîáîäíóþ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíóþ ãðóï-
ïó. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîä ôðàçîé ¾÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà¿ ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñâîáîäíóþ ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó èç ìíîãîîáðàçèÿ N2 äâóñòóïåííî íèëüïîòåíò-
íûõ ãðóïï. ×àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå ãðóïïû, èëè ãðàôîâûå ãðóïïû,
èëè ïðàâîóãîëüíûå ãðóïïû Àðòèíà (right-angled Artin groups), èìåþò
ìíîæåñòâî çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ (óäîáíûå íîðìàëüíûå ôîðìû ýëåìåí-
òîâ, ðàçðåøèìîñòü îñíîâíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷, áîãàòàÿ ñòðóêòóðà
ïîäãðóïï è ìíîãîå äðóãîå; [14, 15, 16]), ñïèñîê êîòîðûõ ïðîäîëæàåò ïî-
ïîëíÿòüñÿ. Ðàíåå Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâûì ñòàâèëñÿ âîïðîñ îá óñòàíîâëå-
íèè ñâÿçè ìåæäó óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé íàä òàêèìè
ãðóïïàìè è óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé íàä íåîðèåíòè-
ðîâàííûìè (íåíàïðàâëåííûìè) ãðàôàìè. Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ äàííîé
ðàáîòû (òåîðåìà 5) óñòàíàâëèâàåò òàêóþ ñâÿçü â ìíîãîîáðàçèè N2 äëÿ
ñâîéñòâà íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì.
Öåíòðàëèçàòîðîì ìíîæåñòâà A ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñðàçó ñî
âñåìè ýëåìåíòàìè èç A. Ñîãëàñíî [17], öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü
åñòü ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñðåäè âñåõ ñòðîãî óáûâàþùèõ öåïî÷åê öåí-
òðàëèçàòîðîâ. Êðîìå òîãî, êàê áûëî ïîêàçàíî, íàïðèìåð, â [14], öåíòðà-
ëèçàòîðû îáðàçóþò ðåøåòêó, íàçûâàåìóþ öåíòðàëèçàòîðíîé ðåøåòêîé.
Ïîíÿòèå öåíòðàëèçàòîðíîé ðàçìåðíîñòè ãðóïïû ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì
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âûñîòû öåíòðàëèçàòîðíîé ðåøåòêè äàííîé ãðóïïû. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå
âàæíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè, èç ðàáîò [14, 17]. Â
[17] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ ãðóïï, èìåþùèõ öåíòðàëèçàòîðíóþ ðåøåò-
êó êîíå÷íîé âûñîòû, óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòèçèðóåì, à â [14] áûë ïðåä-
ëîæåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ öåíòðàëèçàòîðíîé ðàçìåðíî-
ñòè äëÿ êëàññà ñâîáîäíûõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ãðóïï, îáîñíîâàíèå
êîòîðîãî â ïîñëåäñòâèè áûëî óïðîùåíî â [18] íà ÿçûêå ïàðàáîëè÷åñêèõ è
êâàçèïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [19] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâó-
ñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñ íåêîòîðûì ãðàôîì êîììóòàòèâíîñòè
èìååò òó æå öåíòðàëèçàòîðíóþ ðàçìåðíîñòü, ÷òî è ñâîáîäíàÿ ÷àñòè÷-
íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ñ òåì æå ãðàôîì êîììóòàòèâíîñòè. Â íàøåé
ðàáîòå ìû îáîáùàåì ðåçóëüòàòû [14, 19] íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûõ ãðóïï (ñì. òåîðåìó 2). Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 3 ïðèñóòñòâóþò èäåè, ñâÿçàííûå ñ áëîêàìè è áëîêîâûì ðàçëîæå-
íèåì, ïîäðîáíåå ñ êîòîðûìè â ñëó÷àå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â [20, 21]. Òàêæå
ñ äðóãîé ñòîðîíû óïîìÿíåì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåñüìà øèðîêèé ñïèñîê ðà-
áîò, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì öåíòðàëèçàòîðíîé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð,
ðàíåå â [22] áûëà âû÷èñëåíà öåíòðàëèçàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ìåòàáåëåâûõ ãðóïï, ãðàô êîììó-
òàòèâíîñòè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Ïîçäíåå â [23] áûëà óñòàíîâëåíà
âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ öåíòðàëèçàòîðíîé ðàçìåðíîñòè êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íîé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ìåòàáåëåâîé ãðóïïû, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷å-
ðåäü ëèíåéíî çàâèñèò îò ÷èñëà âåðøèí ãðàôà êîììóòàòèâíîñòè. Ñ îõâà-
òûâàþùèì ýòè (è íå òîëüêî) ðåçóëüòàòû îáçîðîì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ,
íàïðèìåð, â ðàáîòå [24].
Â ñòàòüå [11] àâòîðîì áûëè ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå óòâåðæäå-

íèÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ
óòâåðæäåíèé è íîâûå ðåçóëüòàòû.
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îòâåòó íà âîïðîñ î òîì, êàê ñâÿçàíû ñâîé-

ñòâî íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé ÷àñòè÷íî êîììó-
òàòèâíîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû G è âûñîòà ðåøåòêè êàíî-
íè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ G. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ âûÿâëåíà ñâÿçü ñ íåòåðîâîñòüþ ïî óðàâíåíèÿì ãðàôà êîììóòàòèâ-
íîñòè ΓG ãðóïïû G, ðàññìàòðèâàåìîãî â êàòåãîðèè ãðàôîâ ñ ïåòëÿìè.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 5, ïðèâîäÿ-
ùàÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé äâóñòóïåííî íèëüïî-
òåíòíîé ãðóïïû GΓ øåñòü ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé. Íà ïóòè ê äîêàçà-
òåëüñòâó òåîðåìû 5 áûë ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ñðåäè êîòîðûõ òàêæå
îòìåòèì ëåììó 4. Îíà ãîâîðèò íàì î òîì, ÷òî ñâîáîäíàÿ äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà F2 â ñ÷åòíîé ïðÿìîé ñòåïåíè ñîäåðæèò â êà÷å-
ñòâå ïîäãðóïï âñå ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûå
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ãðóïïû, òî åñòü Fω
2 ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà ¾óíèâåðñóìîì¿ êëàññà âñåõ ÷à-

ñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Ïóíêò 1 ëåì-
ìû 4 îáîáùàåò ðåçóëüòàò [25, Ëåììà 1] îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè êîíå÷íî
ïîðîæäåííûõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-
ãðóïï íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíûõ A-ñòåïåííûõ ãðóïï. Ïîíÿòèå A-ñòåïåííîé ãðóïïû, èëè
A-ãðóïïû, èëè ñòåïåííîé MR-ãðóïïû, áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [26] ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñïèñêà àêñèîì èç [27] (ñòåïåííàÿ A-ãðóïïà ïî Ëèíäîíó)
è åùå îäíîé àêñèîìû, íàçûâàåìîé MR-àêñèîìîé. Äàííîå ïîíÿòèå âïî-
ñëåäñòâèè èññëåäîâàëîñü è ðàçðàáàòûâàëîñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, ñðåäè
êîòîðûõ äëÿ íèëüïîòåíòíîãî ñëó÷àÿ îòìåòèì, ê ïðèìåðó, [28, 29, 30]. Â
òåêóùåé ðàáîòå ìû ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü Z-ãðóïïû, òî
åñòü òàêèå ãðóïïû, ýëåìåíòû êîòîðûõ ìîæíî âîçâîäèòü òîëüêî â öåëî-
÷èñëåííûå ñòåïåíè.
Ðàíåå â ðàáîòå [3] áûë ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèé âîïðîñ: äëÿ êà-

êèõ ãðóïï èç íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé ñëåäóåò
íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì? Êàê îêàçàëîñü, äëÿ ñëó÷àÿ ÷àñòè÷íî êîììó-
òàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï èìååò ìåñòî ïîëîæèòåëü-
íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ. Â äàííîé ðàáîòå îí ïðåäñòàâëåí è äîêàçàí â
âèäå òåîðåìû 3. Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ äâóñòóïåííî íèëü-
ïîòåíòíûõ ãðóïï îòâåò íà âîïðîñ èç [3] îòðèöàòåëüíûé. Â ðàáîòå [10]
áûë ïîñòðîåí ïðèìåð äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû, ÿâëÿþùåéñÿ
íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé, íî â êîòîðîé ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ, íå ýêâèâàëåíòíàÿ
íèêàêîé ñâîåé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå.
Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó

ðóêîâîäèòåëþ, Òðåéåðó Àëåêñàíäðó Âèêòîðîâè÷ó, çà ïîñòàâëåííóþ çà-
äà÷ó è ïîìîùü â åå ðåøåíèè.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ òåîðåòè÷åñêîé áàçîé äàííîé ñòàòüè ðåêîìåíäóåì
÷èòàòåëþ ñëåäóþùèå ðàáîòû: [1, 14, 16, 17, 31, 32]. Ñëåäóÿ èì, ïðèâåäåì
îñíîâíûå íåîáõîäèìûå íàì ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2 ([17]). Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî d, ÷òî
ãðóïïà G èìååò ñòðîãî óáûâàþùóþ öåïî÷êó äëèíû d öåíòðàëèçàòîðîâ
è íå èìååò öåïî÷êè äëèíû áîëüøåé, ÷åì d, òî ãîâîðÿò, ÷òî G èìååò
öåíòðàëèçàòîðíóþ ðàçìåðíîñòü cdim(G) = d. Åñëè òàêîãî öåëîãî ÷èñ-
ëà d íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëîæèì cdim(G) = ∞ è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ãðóïïà G èìååò áåñêîíå÷íóþ öåíòðàëèçàòîðíóþ ðàçìåðíîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî cdim(G) = ∞ ñïðàâåäëèâî ïðè õîòÿ áû îäíîì
èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• G èìååò ñêîëü óãîäíî äëèííûå ñòðîãî óáûâàþùèå öåïî÷êè öåí-
òðàëèçàòîðîâ;
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• G èìååò áåñêîíå÷íóþ ñòðîãî óáûâàþùóþ öåïî÷êó öåíòðàëèçàòî-
ðîâ.

Öåíòðàëèçàòîð ïîäìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâ-
íîé ãðóïïû ìû áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì öåíòðàëèçàòîðîì.
Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî íååäè-

íè÷íîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G èç ðàâåíñòâà gm = 1 âñåãäà ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî m = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G′ êîììóòàíò ãðóïïû G. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G èìå-

åò èçîëèðîâàííûé êîììóòàíò, åñëè ðåøåíèåì ëþáîãî óðàâíåíèÿ âèäà
xα = g, ãäå α ∈ Z è 1 ̸= g ∈ G′, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû òîëüêî èç G′.

Çàìå÷àíèå 1. Êàæäàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ ñ èçîëèðîâàííûì êîììóòàíòîì.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãðóïïîéH, åñëè äëÿ ëþáîãî
íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà g ∈ G ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì h : G →
H, ÷òî h(g) ̸= 1.
Ïóñòü g ∈ G � íåêîòîðûé ýëåìåíò ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(g)

� ìíîæåñòâî âñåõ ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G, ó÷àñòâóþùèõ â çàïèñè ýëå-
ìåíòà g.
Ïóñòü GΓ � ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ñ ãðàôîì êîììóòàòèâíî-

ñòè Γ. Ðàññìîòðèì ãðàô∆ � äâîéñòâåííûé ãðàô ê ãðàôó Γ, V (∆) = V (Γ)
è âåðøèíû xi, xj ∈ V (∆) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [xi, xj ] ̸= 1.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ∆ = I1 ⊔ . . . ⊔ Ik, ãäå I1, . . . , Ik � êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ãðàôà ∆, òî äëÿ ëþáûõ x1 ∈ Ii è x2 ∈ Ij , i ̸= j, [x1, x2] = 1
â ãðàôå Γ. Äëÿ ýëåìåíòà g ∈ GΓ îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(α(g)) � ìàêñèìàëü-
íûé ïîäãðàô (òî åñòü èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô) ãðàôà ∆ íà ìíîæåñòâå
âåðøèí α(g).
Ãðóïïîâîé ÿçûê Lgr � ýòî ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç äâóõìåñòíîãî ôóíêöè-

îíàëüíîãî ñèìâîëà · äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ,
îäíîìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà −1 (îáðàùåíèå) è êîíñòàíòíîãî
ñèìâîëà e (åäèíèöà ãðóïïû): Lgr = {·,−1 , e}. Ðàñøèðåíèå ÿçûêà L ìíî-
æåñòâîì ýëåìåíòîâ ãðóïïû G: Lgr,G = L∪G, íàçîâåì ãðóïïîâûì ÿçûêîì
ñ êîíñòàíòàìè èç G. Â òåêóùåé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ñëó÷àé ÿçûêà Lgr,G (òàê íàçûâàåìûé äèîôàíòîâ ñëó÷àé).
Çíàÿ îáùèé âèä ýëåìåíòîâ â äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå, ìû

èìååì îáùèé âèä óðàâíåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåíòàìè
g è a íàä äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé: xαg[x, a] = 1, ãäå α ∈ Z.
Ïîä ñèñòåìîé óðàâíåíèé íàä äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé ìû
áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî óðàâíåíèé íàä ýòîé
ãðóïïîé.
Òî÷êà A ∈ Gn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ s(X) ÿçûêà Lgr,G îò

n ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn} íàä ãðóïïîé G, åñëè G |= s(A). Òî÷-
êà A ∈ Gn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé S(X) íàä ãðóï-
ïîé G, åñëè A ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S(X).
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Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé S(X) íàçûâàþò àëãåáðàè-
÷åñêèì ìíîæåñòâîì íàä G è îáîçíà÷àþò ÷åðåç VG(S(X)). Äâå ñèñòåìû
óðàâíåíèé S1(X) è S2(X) ÿçûêà Lgr,G íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè íàä
ãðóïïîé G, åñëè èõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîâïàäàþò.
Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, åñëè äëÿ ëþáîãî öå-

ëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé S(X) îò n ïåðåìåííûõ
X ýêâèâàëåíòíà ñâîåé íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå S0(X) ⊆ S(X).
Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé,
èëè 1-í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, åñëè ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé S(x) îò
îäíîé ïåðåìåííîé ýêâèâàëåíòíà ñâîåé íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå
S0(x) ⊆ S(x). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé íå ÿâëÿåòñÿ í¼òå-
ðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, åñëè îíà íå ýêâèâàëåíòíà íèêàêîé ñâîåé êîíå÷íîé
ïîäñèñòåìå.
Â [6, Ëåììà 1] ïðåäñòàâëåí êðèòåðèé íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ

ôóíêöèîíàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé
ýòà ëåììà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì.,
íàïðèìåð, [9, Ëåììà 1]). Ïðèâåäåì åå ôîðìóëèðîâêó äëÿ ïðîèçâîëüíîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ëåììà 1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = ⟨A,L⟩ íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé
ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýëåìåíòîâ {ai}i∈N , ai ∈ An, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé
{si(X)}i∈N , X = {x1, x2, . . . , xn}, ÿçûêà L òàêèå, ÷òî A ̸|= si(ai) äëÿ
âñåõ i ∈ N è A |= si(aj) äëÿ âñåõ j > i.

Ðèñ. 1. Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 1. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ
ìåæäó ai è si(X) îçíà÷àåò, ÷òî A ̸|= si(ai). Ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ ìåæäó aj è si(X) ïðè j > i îçíà÷àåò, ÷òî A |= si(aj).

Íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà ìíîæåñòâ (V,E), ãäå V
� íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí, à E � ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð



968 È.Ì. ÁÓ×ÈÍÑÊÈÉ

ýëåìåíòîâ èç V , íàçûâàåìûõ ðåáðàìè. Ïðîèçâîëüíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé íàä ÿçûêîì {E(2)}, ãäå áèíàðíûé ïðåäèêàò E
èñòèíåí íà ïàðå âåðøèí u è v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u è v ñìåæíû.
Ïîä çàïèñüþ ¾u ∈ Γ¿ ìû áóäåì èìåòü ââèäó, ÷òî u ∈ V (Γ). Â ðàáîòå,
íàïðèìåð, [9] ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ñ íåêîòîðûìè ïîíÿòèÿìè èç óíèâåð-
ñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ïðèâåäåííûìè â àäàïòàöèè íà ÿçûê
òåîðèè ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 3 ([16]). Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî âåðøèí â ãðàôå Γ.
Òîãäà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå A îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A⊥ = {u ∈ Γ | ∀a ∈ A d(u, a) ≤ 1},
ãäå d(u, a) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìóì ñðåäè âñåõ äëèí ïóòåé, ñîåäè-

íÿþùèõ âåðøèíû u è a. Åñëè u è a íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ
ñâÿçíîñòè, òî d(u, a) = ∞. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ ∅⊥ = Γ.

Ôîðìóëèðîâêà [11, Òåîðåìà 1] ãîâîðèò íàì ëèøü î íàëè÷èè áåñêîíå÷-
íîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êè öåíòðàëèçàòîðîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåä-
ëèâ áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé, íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå
òàêîé öåïî÷êè íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû. Êðîìå òîãî,
èìååòñÿ åùå è ðÿä ïîëåçíûõ äëÿ íàñ ñâîéñòâ, ñâÿçûâàþùèõ ïîëó÷åííóþ
öåïî÷êó öåíòðàëèçàòîðîâ ñ èñõîäíîé íåíåòåðîâîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé.
Ñôîðìóëèðóåì âñå ýòî è äîêàæåì â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2. Ïóñòü G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷å-
íèÿ ñ èçîëèðîâàííûì êîììóòàíòîì. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(1) G íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé;
(2) â G ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé îò îäíîé ïå-

ðåìåííîé îáùåãî âèäà {xαigi[x, ai] = 1}i∈N è ýëåìåíòîâ {bi}i∈N,
óäîâëåòâîðÿþùèå ëåììå 1;

(3) â G ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé îò îäíîé ïåðå-

ìåííîé âèäà {[x, ai] = 1}i∈N è ýëåìåíòîâ {b̃i}i∈N, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå ëåììå 1;

(4) â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåí-
òðàëèçàòîðîâ C(A1) ⊋ C(A2) ⊋ . . . ⊋ C(Ai) ⊋ . . ., ãäå Ai =
{a1, . . . , ai}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü ¾1 ⇐⇒ 2¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëåì-
ìó 1. Ñëåäñòâèå ¾3 ⇒ 1¿ ñïðàâåäëèâî òàêæå â ñèëó ëåììû 1. Ñëåäñòâèå
æå ¾4 ⇒ 1¿ èìååò ìåñòî èñõîäÿ èç, íàïðèìåð, [11, Ëåììà 2].
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ¾2 ⇒ 4¿. Ïóñòü â G ñóùåñòâóþò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü óðàâíåíèé S(x) = {xαigi[x, ai] = 1}i∈N è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ {bi}i∈N òàêèå, ÷òî bαi

i gi[bi, ai] ̸= 1 äëÿ âñåõ i è bαi
j gi[bj , ai] = 1

äëÿ âñåõ j > i. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå xαigi[x, ai] = 1 ñè-
ñòåìû S(x) è bi+1 � åãî ðåøåíèå. Ñäåëàåì âî âñåé ñèñòåìå S(x) çàìåíó



ÍÅÒÅÐÎÂÎÑÒÜ ÃÐÀÔÎÂÛÕ ÍÈËÜÏÎÒÅÍÒÍÛÕ ÃÐÓÏÏ 969

ïåðåìåííîé x = bi+1y. Òîãäà (bi+1y)
αigi[bi+1y, ai] = 1. Âîçâåäÿ ïåðâóþ

ñêîáêó â ñòåïåíü è ðàñïèñàâ êîììóòàòîð, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ãðóïïû
G, äëÿ íåêîòîðîãî γ ïîëó÷èì yαibαi

i+1gi[bi+1, ai][y, ai][bi+1, y]
γ = 1. Òàê

êàê bi+1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî bαi
i+1gi[bi+1, ai] = 1. Òî-

ãäà yαi [y, ai][bi+1, y]
γ = 1. Ïîëó÷àåì, ÷òî yαi = [ai, y][y, bi+1]

γ . Ñóäÿ ïî
ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó è èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî êîììóòàíò ãðóïïû G èçî-
ëèðîâàí, çíà÷åíèå ïåðåìåííîé y îáÿçàíî áûòü èç êîììóòàíòà ãðóïïû G.
Èç îïðåäåëåíèÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû ([[f1, f2], f3] = 1 äëÿ
âñåõ f1, f2, f3 ∈ G) ïîëó÷àåì, ÷òî yαi = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê G
� ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, αi = 0. Òîãäà êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû S(x)
èìååò âèä gi[x, ai] = 1.
Ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå g1[x, a1] = 1 ñèñòåìû S(x). Ñäåëàåì âî

âñåé ñèñòåìå S(x) çàìåíó ïåðåìåííîé x = b2y. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå
ïðèìåò âèä g1[b2y, a1] = 1. Îòñþäà g1[b2, a1][y, a1] = 1. Òàê êàê b2 ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî g1[b2, a1] = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðè-
øëè ê óðàâíåíèþ [y, a1] = 1. Ïåðåèìåíóåì â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå S1(y)
ïåðåìåííóþ y â x. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà S1(x) íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî
óðàâíåíèÿì.
Ïåðåéäåì êî âòîðîìó óðàâíåíèþ g2,1[x, a2] = 1 ñèñòåìû S1(x). Îòìå-

òèì, ÷òî îíî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãëî èçìåíèòüñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäûäóùåé
çàìåíû ïåðåìåííîé � îòñþäà è ïàðàìåòð g2,1. Ðàññìîòðèì b3,1 � ðåøåíèå
ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (èñõîäíîå b3 óæå ìîæåò íå áûòü òàêèì ðåøå-
íèåì), êîòîðîå ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû 1 äëÿ ñèñòåìû S1(x), íå ÿâ-
ëÿþùåéñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì. Ñäåëàåì â S1(x) çàìåíó x = b3,1y.
Òîãäà, àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè, âòîðîå óðàâíåíèå âîçìîæíî ïðè-
âåñòè ê âèäó [y, a2] = 1. Çàìåòèì, ÷òî âèä ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïðè äàí-
íîé çàìåíå íå èçìåíèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì [b3,1y, a1] = 1. Òîãäà
[b3,1, a1][y, a1] = 1. Èç òîãî, ÷òî b3,1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíå-
íèÿ, òî åñòü [b3,1, a1] = 1, ïîëó÷àåì [y, a1] = 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæàÿ äàííóþ ïðîöåäóðó, ìû ïîëó÷èì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ñèñòåì {S≤i(x)}i∈N = {{[x, aj ] = 1}j≤i}i∈N è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {{bj,i}j≤i+2}i∈N. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî i êîíå÷íóþ öåïî÷êó ìíîæåñòâ A1 ⊊ A2 ⊊ . . . ⊊ Ai, ãäå Ai =
{a1, . . . , ai}. Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ êîíå÷íàÿ öåïî÷êà
âëîæåíèé öåíòðàëèçàòîðîâ: C(A1) ⊋ C(A2) ⊋ . . . ⊋ C(Ai). Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j < i èçâåñòíî, ÷òî C(Aj) ⊇ C(Aj+1). Îä-
íàêî C(Aj) ∋ bj+1,j−1 ̸∈ C(Aj+1). Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî åñëè Ai+1 =
Ai ∪ {ai+1}, òî C(Ai+1) íåïóñòî è C(Ai) ⊋ C(Ai+1). Òàêèì îáðàçîì, òàê
êàê i ïðîèçâîëüíîå, áûëî ïîêàçàíî íàëè÷èå áåñêîíå÷íîé ñòðîãî óáûâà-
þùåé öåïî÷êè öåíòðàëèçàòîðîâ C(A1) ⊋ C(A2) ⊋ . . . ⊋ C(Ai) ⊋ . . ..
¾4 ⇒ 3¿. Ïóñòü â G èìååò ìåñòî áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ

öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ C(A1) ⊋ C(A2) ⊋ . . . ⊋ C(Ai) ⊋ . . ., ãäå

Ai = {a1, . . . , ai}. Ïóñòü b̃1 ∈ C(A1) \ C(A2). Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò
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a1 ∈ A2 \A1 òàêîé, ÷òî [b̃1, a1] ̸= 1. Ïóñòü b̃2 ∈ C(A2) \C(A3). Òîãäà íàé-

äåòñÿ ýëåìåíò a2 ∈ A3 \ A2 òàêîé, ÷òî [b̃2, a2] ̸= 1. Íåñëîæíî çàìåòèòü,

÷òî ïðè ýòîì [b̃2, a1] = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæàÿ äàííóþ ïðîöåäó-
ðó, ìû çàìå÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ
{ai}i∈N è {b̃i}i∈N òàêàÿ, ÷òî [b̃i, ai] ̸= 1 äëÿ âñåõ i è [b̃j , ai] = 1 äëÿ âñåõ
j > i. □

3 Öåïî÷êè öåíòðàëèçàòîðîâ â áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûõ
÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ãðóïïàõ

Ðàíåå â ðàáîòàõ [14] è [18] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñòðîãî
óáûâàþùåé öåïî÷êè öåíòðàëèçàòîðîâ ìàêñèìàëüíîé äëèíû d â ïðîèç-
âîëüíîé ñâîáîäíîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ãðóï-
ïå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êè äëèíû d êà-
íîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ. Íà îñíîâå ýòèõ ðàáîò â [19] áûë ïîëó÷åí
àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ÷àñòè÷íî êîììóòà-
òèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Îáúåäèíèì è íàïîìíèì îáà
ýòè ðåçóëüòàòà â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà. Òîãäà öåíòðàëè-
çàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü ãðóïïû G ðàâíà âûñîòå ðåøåòêè êàíîíè÷åñêèõ
öåíòðàëèçàòîðîâ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

(1) [14, Òåîðåìà 3.3] G � ñâîáîäíàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóï-
ïà;

(2) [19] G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâ-
íàÿ ãðóïïà.

Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, äîêàæåì ñëåäñòâèå, ãîâîðÿùåå íàì î òîì, ÷òî
äëÿ ëþáîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êè öåíòðàëèçàòîðîâ ïðîèçâîëüíîé
äëèíû (íå îáÿçàòåëüíî ìàêñèìàëüíîé) ñóùåñòâóåò ñòðîãî óáûâàþùàÿ
öåïî÷êà êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ òàêîé æå äëèíû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êè öåíòðàëèçàòîðîâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
ýëåìåíòîâ èç G ñóùåñòâóåò ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà êàíîíè÷åñêèõ
öåíòðàëèçàòîðîâ òàêîé æå äëèíû â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

(1) G � ñâîáîäíàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà;
(2) G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ

ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [33] èçâåñòíî, ÷òî âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ÷à-
ñòè÷íî êîììóòàòèâíûå ãðóïïû ëèíåéíû, à èç [17] � ÷òî âñå êîíå÷íî
ïîðîæäåííûå ëèíåéíûå ãðóïïû èìåþò êîíå÷íóþ öåíòðàëèçàòîðíóþ ðàç-
ìåðíîñòü. Ïîýòîìó â äàííîì äîêàçàòåëüñòâå íàì äîñòàòî÷íî ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî öåïî÷êè êîíå÷íîé äëèíû.
Ïóñòü â ãðóïïå G èìååò ìåñòî öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ C(A1) ⊋ . . . ⊋

C(Al). Åñëè ýòà öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ ìàêñèìàëüíîé äëèíû, òî, ïî
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òåîðåìå 1, â G ñóùåñòâóåò öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ C(X1) ⊋ . . . ⊋
C(Xl) òàêîé æå äëèíû íà ïîäìíîæåñòâàõ ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G.
Ïóñòü öåïî÷êà C(A1) ⊋ . . . ⊋ C(Al) íå ìàêñèìàëüíîé äëèíû â G.

Òîãäà â G ñóùåñòâóåò öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ ìàêñèìàëüíîé äëèíû:
C(B1) ⊋ . . . ⊋ C(Bd), ãäå d > l. Êàê áûëî óæå îòìå÷åíî âûøå, d � êî-
íå÷íîå ÷èñëî. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, â G ñóùåñòâóåò öåïî÷êà öåí-
òðàëèçàòîðîâ C(X1) ⊋ . . . ⊋ C(Xd) òàêîé æå äëèíû íà ïîäìíîæåñòâàõ
ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G. Â öåïî÷êå C(X1) ⊋ . . . ⊋ C(Xd) ìû ìîæåì
ðàññìîòðåòü ïîäöåïî÷êó C(X1) ⊋ . . . ⊋ C(Xl) òàêîé æå äëèíû, ÷òî è
èñõîäíàÿ öåïî÷êà C(A1) ⊋ . . . ⊋ C(Al). □

Äàëåå â ýòîì ïóíêòå ìû ïîêàæåì, ÷òî òåîðåìà 1 ñïðàâåäëèâà è â ñëó-
÷àå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ. Áîëåå òîãî, îòìåòèì, ÷òî
åñëè â ãðóïïå ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî äëèííàÿ (áåñêîíå÷íàÿ) ñòðîãî
óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ, òî çíà÷èò â ýòîé ãðóïïå ñóùå-
ñòâóåò è ñêîëü óãîäíî äëèííàÿ (áåñêîíå÷íàÿ) ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà
êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàì â äàííîé ðàáî-
òå íåîáõîäèì ëèøü ñëó÷àé, êîãäà öåíòðàëèçàòîð áåðåòñÿ ïî êîíå÷íûì
ìíîæåñòâàì (ñì. ïóíêò 4 ëåììû 2). Ñ öåëüþ èçáåæàíèÿ òåõíè÷åñêèõ
òðóäíîñòåé ìû îãðàíè÷èìñÿ ýòèì.
Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè êàíîíè÷åñêèìè öåí-

òðàëèçàòîðàìè âñåãäà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ïîðîæäàþùèé ãðóïïû.
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ýòîò ôàêò, êîòîðûé ïðèãîäèòñÿ íàì äàëåå, â
âèäå ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü X1, X2 � ïîäìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ ÷à-
ñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ãðóïïû G (âîçìîæíî áåñêîíå÷íî ïîðîæäåí-
íîé) òàêèå, ÷òî C(X1) ⊋ C(X2). Òîãäà ìîæíî íàéòè òàêîé ïîðîæäà-
þùèé x ãðóïïû G, ÷òî x ∈ C(X2) \ C(X1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò w ∈ C(X2) \ C(X1). Òîãäà äëÿ
ëþáûõ y ∈ X2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî [y, w] = 1 è ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê
G ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, äëÿ ëþáûõ ïîðîæäàþùèõ x ãðóïïû
G, ó÷àñòâóþùèõ â çàïèñè ýëåìåíòà w, [x, y] = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñóùåñòâóåò òàêîé z ∈ X1, ÷òî [z, w] ̸= 1, à çíà÷èò, îïÿòü æå â ñèëó òîãî,
÷òî G ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, ñóùåñòâóåò òàêîé ïîðîæäàþùèé
x ãðóïïû G, ó÷àñòâóþùèé â çàïèñè ýëåìåíòà w, ÷òî [x, z] ̸= 1. Òàêèì
îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîé ïîðîæäàþùèé x ãðóïïû G, ÷òî x ∈ C(X2) \
C(X1). □

Çàìå÷àíèå 2. Èñõîäÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 1, êàæäîé ñòðîãî óáûâàþùåé
öåïî÷êå êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé
ãðóïïû ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü ñòðîãî óáûâàþùóþ
öåïî÷êó îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèé â åå ãðàôå êîììóòàòèâíîñòè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîäìíîæåñòâàì ïîðîæäàþùèõ X1 è X2 ÷àñòè÷íî êîììó-
òàòèâíîé ãðóïïû GΓ ñîîòâåòñòâóþò ïîäìíîæåñòâà âåðøèí X1 è X2
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â ãðàôå êîììóòàòèâíîñòè Γ. À çíà÷èò, ÷òî åñëè C(X1) ⊋ C(X2), òî
X⊥

1 ⊋ X⊥
2 .

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ãîâîðèò íàì î òîì, ÷òî ïðè íàëè÷èè áåñêî-
íå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êè öåíòðàëèçàòîðîâ, âçÿòûõ ïî ïîäìíî-
æåñòâàì ýëåìåíòîâ, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íóþ ñòðîãî óáû-
âàþùóþ öåïî÷êó öåíòðàëèçàòîðîâ, âçÿòûõ ïî ïðåäñòàâèòåëÿì èç êàæ-
äîãî ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, è â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâà-
þùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ

C(D1) ⊋ C(D2) ⊋ . . . ⊋ C(Dn) ⊋ . . . ,

ãäå Di ⊊ Di+1. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ a1 ∈ D1 è ai ∈ Di \ Di−1 â G
ñïðàâåäëèâà áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ

C(a1) ⊋ C(a1, a2) ⊋ . . . ⊋ C(a1, a2, . . . , an) ⊋ . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò òàêîé bi, ÷òî äëÿ âñåõ ai−1 ∈
Di−1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî [bi, ai−1] = 1 è [bi, ai] ̸= 1 äëÿ íåêîòîðî-
ãî ai ∈ Di (î÷åâèäíî, ÷òî ai äîëæåí áûòü èç Di \ Di−1). Âûáåðåì a1 â
ìíîæåñòâå D1 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ýëåìåíò a2 èç D2 \ D1 âûáåðåì
òàêèì, ÷òîáû [b2, a2] ̸= 1. Ïðîäîëæàÿ äàííóþ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì òà-
êóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai}i∈N, ÷òî â ãðóïïå G ñïðàâåäëèâà áåñêîíå÷-
íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ C(a1) ⊋ C(a1, a2) ⊋
. . . C(a1, a2, . . . , an) ⊋ . . .. □

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 â ÷àñòíîñòè âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ÷àñòè÷íî êîì-
ìóòàòèâíàÿ ãðóïïà, è a1, a2, . . . , an, . . . � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, ÷òî â G ñïðàâåäëèâà áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþ-
ùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ

C(a1) ⊋ C(a1, a2) ⊋ . . . ⊋ C(a1, a2, . . . , an) ⊋ . . . .

Òîãäà äëÿ ëþáîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ij}j∈N ⊆ N â G ñïðàâåäëèâà áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà
öåíòðàëèçàòîðîâ

C(ai1) ⊋ C(ai1 , ai2) ⊋ . . . C(ai1 , ai2 , . . . , ain) ⊋ . . . .

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó, ÿâëÿþùóþñÿ êëþ÷åâîé â äàííîì ïóíêòå.

Ëåììà 3. Ïóñòü G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ÷àñòè÷íî êîììó-
òàòèâíàÿ ãðóïïà. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) G íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé;
(2) â G ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé îò îäíîé ïåðå-

ìåííîé âèäà {[x, di] = 1}i∈N è ýëåìåíòîâ {ri}i∈N, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå ëåììå 1, ãäå di è ri � ïîðîæäàþùèå ãðóïïû G;
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(3) â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà êàíî-
íè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ C(D1) ⊋ C(D2) ⊋ . . . ⊋ C(Di) ⊋ . . .,
ãäå Di = {d1, . . . , di} � ïîäìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå ¾2 ⇒ 3¿ ñïðàâåäëèâî â ñèëó ñëåäñòâèÿ
¾3 ⇒ 4¿ èç ëåììû 2. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ¾3 ⇒ 2¿ èìååò ìåñòî â
ñèëó ¾4 ⇒ 3¿ èç ëåììû 2 è ïðåäëîæåíèÿ 1. Ñëåäñòâèå ¾3 ⇒ 1¿ âûòåêà-
åò èç ¾4 ⇒ 1¿ ëåììû 2.
Äîêàæåì îñòàâøååñÿ ¾1 ⇒ 3¿. Ïóñòü G íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâ-

íåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 2, â G ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ

C(a1) ⊋ C(a1, a2) ⊋ . . . ⊋ C(a1, a2, . . . , an) ⊋ . . . .

Ïóñòü c : G ∋ a 7→ {c1, c2, . . . , cna} ⊆ α(a), ãäå ci � òàêèå ïîðîæäàþ-
ùèå ãðóïïû G èç çàïèñè ýëåìåíòà a, ÷òî [ci, q] = 1 äëÿ âñåõ q ∈ α(a).
Îòìåòèì, ÷òî åñëè c(ai) = α(ai), òî C(ai) = C(α(ai)).
1. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü I ⊆ N,

÷òî äëÿ âñåõ i ∈ I c(ai) = α(ai), òî ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ïåðåéäåì
ê ðàññìîòðåíèþ â G áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè C(ai1) ⊋ C(ai1 , ai2) ⊋ . . . ⊋
C(ai1 , ai2 , . . . , ain) ⊋ . . ., ãäå ij ∈ I, j ∈ N è äëÿ âñåõ i ∈ I c(ai) = α(ai). Â
öåëÿõ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷è-
òàòü ÷òî I = N è ÷òî òàêàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ áûëà ó íàñ èçíà-
÷àëüíî. Ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé ïîçäíåå.
2. Ïóñòü òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè I íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü J ⊆ N, ÷òî äëÿ âñåõ
j ∈ J c(aj) ̸= α(aj). Àíàëîãè÷íî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî J = N, è ÷òî
ñëåäóþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà â G áûëà ó íàñ èçíà÷àëüíî: C(a1) ⊋
C(a1, a2) ⊋ . . . ⊋ C(a1, a2, . . . , an) ⊋ . . ., ãäå c(ai) ̸= α(ai) äëÿ âñåõ
i. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò ai ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: ai =

ci · qi,1 · qi,2 · . . . · qi,ni , ãäå ci =
∏

w∈c(ai)

w (åñëè c(ai) ïóñòî, òî ïîëîæèì

ci = 1), à qi,j � òàêîå ñëîâî, ÷òî [qi,j , qi,k] = 1 äëÿ âñåõ j, k = 1, ni,
è ∆(α(qi,j)) � ñâÿçíûé ãðàô. Áîëåå ïîäðîáíî ñ äàííîé òåìîé, ñâÿçàí-
íîé ñ áëîêàìè è áëîêîâûì ðàçëîæåíèåì, ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðè-
ìåð, â [20, 21]. Îòìåòèì, ÷òî C(ai) = C(ci, qi,1, qi,2, . . . , qi,ni). Òàê êàê
C(a1, a2, . . . , ai) ⊋ C(a1, a2, . . . , ai, ai+1), òî ñóùåñòâóåò òàêîé bi+1, ÷òî
[bi+1, aj ] = 1 äëÿ âñåõ j ≤ i, è [bi+1, ai+1] ̸= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, [bi+1, ci] = 1
è [bi+1, qi,j ] = 1 äëÿ âñåõ j = 1, ni. Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî õîòÿ áû
îäèí âàðèàíò èç ñëåäóþùèõ äâóõ: [bi+1, ci+1] ̸= 1, èëè [bi+1, qi+1,j ] ̸= 1
äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , ni+1}. Äëÿ êàæäîãî bi îáîçíà÷èì ÷åðåç pi òà-
êîé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà {ci, qi,1, . . . , qi,ni}, ÷òî [bi, pi] ̸= 1. Òîãäà â G
èìååò ìåñòî áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ
C(p1) ⊋ C(p1, p2) ⊋ . . . ⊋ C(p1, p2, . . . , pn) ⊋ . . ..
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2.1. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü I ⊆ N,
÷òî äëÿ âñåõ i ∈ I pi = ci, òî ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ïåðåéäåì ê ðàññìîò-
ðåíèþ â G áåñêîíå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êè C(pi1) ⊋ C(pi1 , pi2) ⊋
. . . ⊋ C(pi1 , pi2 , . . . , pin) ⊋ . . ., ãäå ij ∈ I. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷å-
íèé è íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêàÿ öåïî÷êà ó
íàñ áûëà èçíà÷àëüíî è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç C(a1) ⊋ C(a1, a2) ⊋ . . . ⊋
C(a1, a2, . . . , an) ⊋ . . .. Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå c(ai) = α(ai) è,
òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ñëó÷àþ 1 âûøå.
2.2. Ïóñòü òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè I íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü J ⊆ N, ÷òî äëÿ âñåõ
j ∈ J pj ̸= cj . Ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ â G áåñ-
êîíå÷íîé öåïî÷êè C(pj1) ⊋ C(pj1 , pj2) ⊋ . . . ⊋ C(pj1 , pj2 , . . . , pjn) ⊋ . . .,
ãäå ji ∈ J . Àíàëîãè÷íî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî J = N, è ÷òî òàêàÿ öåïî÷êà
ó íàñ áûëà ñ ñàìîãî íà÷àëà è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç C(a1) ⊋ C(a1, a2) ⊋
. . . ⊋ C(a1, a2, . . . , an) ⊋ . . .. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå c(ai) ̸= α(ai)
è ∆(α(ai)) � ñâÿçíûé ãðàô.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áåñêîíå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êè öåíòðà-

ëèçàòîðîâ C(a1) ⊋ C(a1, a2) ⊋ . . . ⊋ C(a1, a2, . . . , an) ⊋ . . . èìååì äâà
âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ñëó÷àÿ:

• äëÿ ëþáîãî i ∈ N c(ai) = α(ai) (1 è 2.1);
• äëÿ ëþáîãî i ∈ N c(ai) ̸= α(ai) è ∆(α(ai)) � ñâÿçíûé ãðàô (2.2).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëîæèì D̃1 := α(a1) è D̃i := D̃i−1 ∪ α(ai). Òàê êàê
C(a1, a2, . . . , ai) ⊋ C(a1, a2, . . . , ai, ai+1), òî ñóùåñòâóåò òàêîé bi+1, ÷òî
[bi+1, aj ] = 1 äëÿ âñåõ j ≤ i, è [bi+1, ai+1] ̸= 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî i ∈ N c(ai) = α(ai), ïîëó÷àåì: [bi+1, ci] = 1 äëÿ âñåõ ci ∈ α(a1) ∪
α(a2) ∪ . . . ∪ α(ai) è [bi+1, ci+1] ̸= 1 äëÿ íåêîòîðîãî ci+1 ∈ α(ai+1). Òà-
êèì îáðàçîì, â G ñïðàâåäëèâà áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà
êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ C(D̃1) ⊋ C(D̃2) ⊋ . . . ⊋ C(D̃i) ⊋ . . .. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 2 â G ñóùåñòâóåò è áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷-
êà êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ C(D1) ⊋ C(D2) ⊋ . . . ⊋ C(Di) ⊋ . . .,
ãäå Di = {d1, . . . , di}.
Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ñëó÷àþ. Ïî ¾4 ⇒ 3¿ èç ëåììû 2 â G ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {bi}i∈N, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ N
[ai, bi] ̸= 1 è äëÿ ëþáûõ j < i [aj , bi] = 1. Ïîëîæèì D1 := {d1}, ãäå
d1 ∈ α(a1) òàêîé, ÷òî [d1, b1] ̸= 1. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü I ⊆ N \ {1}, ÷òî [d1, bi] = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I, òî
ïåðåéäåì ê íåé è ïðîäåëàåì òàêóþ æå ïðîöåäóðó äëÿ ñëåäóþùåãî aminI .
Ïóñòü òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè I íåò. Òîãäà ðàññìîòðèì áåñêî-

íå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü J ⊆ N \ {1} òàêóþ, ÷òî [d1, bj ] ̸= 1 äëÿ
âñåõ j ∈ J , è ïåðåéäåì ê íåé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî J = N\{1}. Çàìåòèì, ÷òî α(a1) ⊆ α(bi) äëÿ âñåõ i > 1. Äåéñòâèòåëü-
íî, âåäü [a1, bi] = 1 è [d1, bi] ̸= 1 äëÿ âñåõ i > 1, à ýòî çíà÷èò, ÷òî bi ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå bi = ak1 · wi, ãäå k ∈ N è [wi, a1] = 1. Òîãäà îáîçíà÷èì
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÷åðåç b̃i ýëåìåíò, ïîëó÷åííûé èç bi óäàëåíèåì èç åãî çàïèñè âñåõ ïîðîæ-
äàþùèõ èç ìíîæåñòâà α(a1)\{d1} ñ ñîõðàíåíèåì âñåé îñòàëüíîé çàïèñè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i > 2 íåâîçìîæíà ñèòóàöèÿ [a2, b̃i] ̸= 1, âåäü
òîãäà âûõîäèëî áû ÷òî a2 = al1 äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N, à ýòî íåâîçìîæíî,
òàê êàê [a2, b2] ̸= 1 è [a1, b2] = 1. Êðîìå òîãî, íåâîçìîæíà è ñèòóàöèÿ

[a2, b̃2] = 1: â òàêîì ñëó÷àå âûõîäèëî áû ÷òî [a2, q] ̸= 1 äëÿ íåêîòîðîãî
q ∈ α(a1)\{d1}, à âåäü [a2, bi] = 1 äëÿ âñåõ i > 2, è ïðè ýòîì α(a1) ⊆ α(bi).
Ïðîäîëæàÿ äàííóþ ïðîöåäóðó, ìû ïîëó÷èì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîðîæäàþùèõ {di}i∈N, äëÿ êîòîðîé â G ñïðàâåäëèâà áåñêîíå÷-
íàÿ öåïî÷êà ñòðîãî óáûâàþùèõ êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ C(D1) ⊋
C(D2) ⊋ . . . ⊋ C(Dn) ⊋ . . ., ãäå Di = {d1, . . . , di}. □

Â ðàáîòå [19] èç äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êî-
íå÷íî ïîðîæäåííûõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ãðóïï ñòðîãîå âêëþ÷åíèå
öåíòðàëèçàòîðîâ, êàê ïîäìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ, â ñâîáîäíîì ñëó÷àå è â
ñëó÷àå äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýêâèâàëåíòíû. Ñôîð-
ìóëèðóåì è äîêàæåì àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ áåñêîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûõ ãðóïï.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü X = {x1, x2, . . . , xn, . . .}, G � áåñêîíå÷íî ïî-
ðîæäåííàÿ ñâîáîäíàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ñ ìíîæåñòâîì
ïîðîæäàþùèõ X è ãðàôîì êîììóòàòèâíîñòè Γ, è GN2 � áåñêîíå÷íî
ïîðîæäåííàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ
ãðóïïà ñ òåì æå ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ X è òåì æå ãðàôîì
êîììóòàòèâíîñòè Γ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ N è ëþáûõ ýëåìåíòîâ
xi1 , xi2 , . . . , xim , xim+1 ∈ X

CG(xi1 , xi2 , . . . , xim) ⊋ CG(xi1 , xi2 , . . . , xim , xim+1) ⇐⇒

CGN2
(xi1 , xi2 , . . . , xim) ⊋ CGN2

(xi1 , xi2 , . . . , xim , xim+1).

Äîêàçàòåëüñòâî.
¾⇐¿. Ïóñòü CGN2

(xi1 , xi2 , . . . , xim) ⊋ CGN2
(xi1 , xi2 , . . . , xim , xim+1) äëÿ

íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ xij ∈ X è äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò g ∈ GN2 , ÷òî

• [g, xij ]GN2
= 1 äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ m; è

• [g, xim+1 ]GN2
̸= 1.

Äëÿ x ∈ X ìû èìååì

CGN2
(x) = {xr1j1x

r2
j2
. . . xrnjnΠ[xp, xt]

sp,t
GN2

|xji ∈ X, ri, sp,t ∈ Z, ri = 0,

åñëè [x, xi]GN2
̸= 1}.

Òîãäà åñëè g èìååò íîðìàëüíóþ ôîðìó g = xr1j1x
r2
j2
. . . xrnjnΠ[xp, xt]

sp,t
GN2

, òî

• ri = 0 äëÿ âñåõ òàêèõ i ∈ {1, 2, . . . , n}, ÷òî [xi, xik ]GN2
̸= 1 äëÿ

íåêîòîðîãî k ∈ {1, 2, . . . ,m}; è
• rl ̸= 0 äëÿ òàêèõ l ∈ {1, 2, . . . , n}, ÷òî [xl, xim+1 ]GN2

̸= 1.



976 È.Ì. ÁÓ×ÈÍÑÊÈÉ

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî rl ̸= 0 âëå÷åò [xl, xij ]GN2
= 1 äëÿ âñåõ

j ∈ {1, 2, . . . ,m}. Ïîñêîëüêó G è GN2 èìåþò îäèí ãðàô êîììóòàòèâ-
íîñòè, xl ∈ CG(xi1 , xi2 , . . . , xim) è xl ̸∈ CG(xi1 , xi2 , . . . , xim , xim+1). Òàêèì
îáðàçîì, CG(xi1 , xi2 , . . . , xim) ⊋ CG(xi1 , xi2 , . . . , xim , xim+1).
¾⇒¿. Ïóñòü CG(xi1 , xi2 , . . . , xim) ⊋ CG(xi1 , xi2 , . . . , xim , xim+1) äëÿ íåêî-

òîðûõ ýëåìåíòîâ xij ∈ X è äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò g ∈ G, ÷òî

• [g, xij ]G = 1 äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ m; è
• [g, xim+1 ]G ̸= 1.

Èç, íàïðèìåð, [34] íàì èçâåñòíî, ÷òî åñëè H ñâîáîäíàÿ ÷àñòè÷íî êîì-
ìóòàòèâíàÿ ãðóïïà è x, h ∈ H è x � ïîðîæäàþùèé, òî [x, h]H = 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà [x, x′]H = 1 äëÿ âñåõ ïîðîæäàþùèõ x′, âñòðå÷àþ-
ùèõñÿ â çàïèñè h ìèíèìàëüíîé äëèíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ïîðîæ-
äàþùèé y ∈ X, ÷òî

• [y, xij ]G = 1 äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ m; è
• [y, xim+1 ]G ̸= 1.

Ïîñêîëüêó G è GN2 èìåþò îäèí ãðàô êîììóòàòèâíîñòè, çàìåòèì, ÷òî

• [y, xij ]GN2
= 1 äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ m; è

• [y, xim+1 ]GN2
̸= 1.

Òàêèì îáðàçîì, y ∈ CGN2
(xi1 , xi2 , ..., xim) è y ̸∈ CGN2

(xi1 , xi2 , ..., xim , xim+1
),

òàê ÷òî CGN2
(xi1 , xi2 , . . . , xim) ⊋ CGN2

(xi1 , xi2 , . . . , xim , xim+1). □

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñëåäñòâèÿ 1 è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, òåîðåìû 1 íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ÷àñòè÷íî êîì-
ìóòàòèâíûõ ãðóïï.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � êîíå÷íî (èëè áåñêîíå÷íî) ïîðîæäåííàÿ ñâî-
áîäíàÿ (èëè äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ) ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ
ãðóïïà, d � êîíå÷íîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà åñëè â G ñóùå-
ñòâóåò ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ êîíå÷íîé äëèíû

C(A1) ⊋ . . . ⊋ C(Ad),

ãäå Ai � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,
òî â G èìååòñÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëè-

çàòîðîâ òàêîé æå äëèíû

C(X1) ⊋ . . . ⊋ C(Xd),

ãäå Xi � êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G.
Êðîìå òîãî, åñëè â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ

öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ

C(A1) ⊋ . . . ⊋ C(Ad) ⊋ . . . ,

ãäå Ai � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,
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òî â G èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà êàíîíè÷å-
ñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ

C(X1) ⊋ . . . ⊋ C(Xd) ⊋ . . . ,

ãäå Xi � êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà äâà ïóíêòà: ïåðâûé ìû
ïîñâÿòèì ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êå öåíòðàëèçàòîðîâ êîíå÷íîé äëèíû,
à âòîðîé � áåñêîíå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êå öåíòðàëèçàòîðîâ.
1. Ïóñòü â G ñóùåñòâóåò öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ C(A1) ⊋ . . . ⊋

C(Ad) êîíå÷íîé äëèíû, ãäå âñå Ai � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èç

G, è ïóñòü Ã =
d⋃

i=1
Ai è α(Ã) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû

G, êîòîðûå ó÷àñòâóþò â çàïèñÿõ ýëåìåíòîâ èç Ã. Î÷åâèäíî, ÷òî α(Ã)

êîíå÷íî. Ïîñòðîèì αcomp(Ã) ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó. Â íà÷àëå ïîëî-

æèì αcomp(Ã) = α(Ã). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî D1 = C(A2) \ C(A1) ̸= ∅.
Åñëè â D1 íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ýëåìåíòà d1, ÷òî α(d1) ⊆ α(Ã), òî ïî-

ëîæèì αcomp(Ã) = αcomp(Ã) ∪ α(d1) äëÿ íåêîòîðîãî d1 ∈ D, èíà÷å îñòà-

âèì αcomp(Ã) áåç èçìåíåíèÿ. Äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ i ïî ìíîæåñòâàì

Di = C(Ai+1) \ C(Ai) ̸= ∅ ìû ðàñøèðÿåì αcomp(Ã) îïèñàííûìè âûøå

äåéñòâèÿìè. Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîñòðîåíî ïîäìíîæåñòâî αcomp(Ã) ïî-
ðîæäàþùèõ ãðóïïû G, êîòîðîå ïðèãîäèòñÿ íàì äàëåå.
Ðàññìîòðèì êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíóþ ïîäãðóï-

ïó G̃ < G íà ìíîæåñòâå ïîðîæäàþùèõ αcomp(Ã). Èç ïîñòðîåíèÿ αcomp(Ã)

â ïîäãðóïïå G̃ èìååò ìåñòî öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ CG̃(A1) ⊋ . . . ⊋
CG̃(Ad). Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1 â G̃ ñóùåñòâóåò öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ
CG̃(X1) ⊋ . . . ⊋ CG̃(Xd) òîé æå äëèíû íà ïîäìíîæåñòâàõ ïîðîæäàþùèõ

ãðóïïû G̃, òî åñòü ïîäìíîæåñòâàõ αcomp(Ã), à çíà÷èò è ïîäìíîæåñòâàõ
ìíîæåñòâà âñåõ ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G.
2. Ïóñòü G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, è â G èìååòñÿ öå-

ïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ C(A1) ⊋ . . . ⊋ C(Ad) ⊋ . . . áåñêîíå÷íîé äëèíû,
ãäå âñå Ai � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èç G. Ñîãëàñíî ëåììå 2,
ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé.
Òîãäà ïî ëåììå 3 â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ñòðîãî óáûâà-
þùèõ êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ïîðîæäà-
þùèõ. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé
ãðóïïû ìû èìååì ïîñðåäñòâîì ïðåäëîæåíèÿ 3. □

4 Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 4 ([26]). Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî
ñ åäèíèöåé. Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ α ∈ A íà g ∈ G áóäåì çàïèñûâàòü
â âèäå gα. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ A-ñòåïåííîé ãðóïïîé, èëè A-ãðóïïîé,
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åñëè íà G çàäàíî äåéñòâèå êîëüöà A, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àê-
ñèîìàì:

g1 = g, g0 = 1, 1α = 1,

gα+β = gαgβ, gαβ = (gα)β,

(h−1gh)α = h−1gαh,

[g, h] = 1 ⇒ (gh)α = gαhα,

äëÿ âñåõ g, h ∈ G è α, β ∈ A. Ïîñëåäíþþ àêñèîìó, ââåäåííóþ â [26], íàçû-
âàþò MR-àêñèîìîé. Åñëè âûïîëíåíû âñå àêñèîìû, êðîìå MR-àêñèîìû,
òî ãðóïïó G íàçûâàþò ñòåïåííîé A-ãðóïïîé ïî Ëèíäîíó [27].

Ãîâîðÿò, ÷òî íåíóëåâîé ýëåìåíò α êîëüöà A äåéñòâóåò òî÷íî íà G,
åñëè Gα ̸= 1. Êîëüöî ñêàëÿðîâ A äåéñòâóåò òî÷íî íà G, åñëè êàæäûé
íåíóëåâîé ýëåìåíò èç A äåéñòâóåò òî÷íî íà G.
Ïóñòü G è H � A-ãðóïïû. Òîãäà ãîìîìîðôèçì ψ : G→ H íàçûâàåòñÿ

A-ãîìîìîðôèçìîì, åñëè ψ(gα) = (ψ(g))α äëÿ ëþáûõ g ∈ G è α ∈ A.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A-ãðóïïàG àïïðîêñèìèðóåòñÿ A-ãðóïïîéH, åñëè

äëÿ ëþáîãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà g ∈ G ñóùåñòâóåò A-ãîìîìîðôèçì
ψ : GΓ → H òàêîé, ÷òî ψ(g) ̸= 1.
Âñþäó äàëåå ÷åðåç F2 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñâîáîäíóþ äâóñòóïåííî

íèëüïîòåíòíóþ ãðóïïó ðàíãà 2, à ÷åðåç Fω
2 � ñ÷åòíóþ ïðÿìóþ ñòåïåíü

F2.
Èç [25, Ëåììà 1] íàì èçâåñòíî îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè ïðîèçâîëü-

íîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé äâóñòóïåííî íèëü-
ïîòåíòíîé Q-ãðóïïû ãðóïïîé F2. Îáîáùèì ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àè áåñ-
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ è ïðîèçâîëüíûõ êîëåö ñêàëÿðîâ:

Ëåììà 4. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) âñÿêàÿ (â òîì ÷èñëå è áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ) ÷àñòè÷íî êîì-
ìóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ A-ãðóïïà GΓ àïïðîê-
ñèìèðóåòñÿ A-ãðóïïîé F2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëüöî
ñêàëÿðîâ A òàêîå, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ ïàðà èìïëèêàöèé:

∀α ∈ A(∃g ∈ GΓ(g
α ̸= 1) ⇒ ∃w ∈ F2(w

α ̸= 1)),

∀α ∈ A(∃g ∈ G′
Γ(g

α ̸= 1) ⇒ ∃w1, w2 ∈ F2([w1, w2]
α ̸= 1)),

ãäå G′
Γ � êîììóòàíò ãðóïïû GΓ;

(2) âñÿêàÿ (â òîì ÷èñëå è áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ) ÷àñòè÷íî êîì-
ìóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ Z-ãðóïïà àïïðîêñè-
ìèðóåòñÿ ñâîáîäíîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé Z-ãðóïïîé
ðàíãà 2;

(3) âñÿêàÿ (â òîì ÷èñëå è áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ) ÷àñòè÷íî êîì-
ìóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ Z-ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé Fω

2 .
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Ïàðó èìïëèêàöèé èç ïóíêòà 1 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¾êàæäûé ýëåìåíò êîëüöà A, äåéñòâóþùèé òî÷íî
íà ãðóïïå GΓ, äåéñòâóåò òî÷íî è íà F2¿ è ¾êàæäûé ýëåìåíò êîëüöà A,
äåéñòâóþùèé òî÷íî íà êîììóòàíòå ãðóïïû GΓ, äåéñòâóåò òî÷íî è íà
êîììóòàíòå ãðóïïû F2¿. Äîêàæåì ýòó ëåììó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1.⇒. Äîêàçàòåëüñòâî â ýòó ñòîðîíó â öåëîì ïîâòîðÿåò
ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà [25, Ëåììà 1]. Ïóñòü Γ � ïðîèçâîëüíûé ãðàô, GΓ

� ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ A-ãðóïïà, ïî-
ñòðîåííàÿ ïî ãðàôó Γ, F2 ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì {y1, y2}. Íåîáõîäèìî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà g ∈ GΓ ñóùåñòâóåò A-
ãîìîìîðôèçì ψ : GΓ → F2 òàêîé, ÷òî ψ(g) ̸= 1. Ïóñòü GΓ ïîðîæäàåòñÿ
ìíîæåñòâîì X (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûì), è íååäèíè÷íûé ýëåìåíò g ∈ GΓ

èìååò âèä g = xα1
1 . . . xαn

n

∏
1≤i<j≤n

[xi, xj ]
βij , ãäå x1, . . . , xn � ýëåìåíòû èç

X.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1) Ïóñòü ñóùåñòâóåò αk ̸= 0 òàêîå, ÷òî xαk

k ̸= 1. Òîãäà ïî ïåðâîé
èìïëèêàöèè èç óñëîâèÿ ñóùåñòâóåò ñëîâî w(y1, y2) ∈ F2 òàêîå, ÷òî w

αk ̸=
1. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xk 7→ w, xi 7→ 1 äëÿ i ̸= k.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàç ýëåìåíòà g íååäèíè÷åí. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ A-ãîìîìîðôèçìîì.
2) Ïóñòü αi = 0 èëè xαi

i = 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Òîãäà ýëåìåíò g èìå-

åò âèä g =
∏

1≤i<j≤n
[xi, xj ]

βij . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò βkt ̸= 0 òàêîå,

÷òî [xk, xt]
βkt ̸= 1. Òîãäà ïî âòîðîé èìïëèêàöèè èç óñëîâèÿ ñóùåñòâó-

þò ñëîâà w1(y1, y2), w2(y1, y2) ∈ F2 òàêèå, ÷òî [w1, w2]
βkt ̸= 1. Ïîñòðîèì

îòîáðàæåíèå ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xk 7→ w1, xt 7→ w2, xi 7→ 1 äëÿ i ̸= k è i ̸= t.

Äàííîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò [xk, xt]
βkt â [w1, w2]

βkt ̸= 1. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ A-ãîìîìîðôèçìîì.

⇐. Ïóñòü ëîæíà ïåðâàÿ èìïëèêàöèÿ, òî åñòü, ñóùåñòâóþò α ∈ A è g ∈
GΓ òàêèå, ÷òî gα ̸= 1, íî ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî w ∈ F2 wα = 1. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî A-ãîìîìîðôèçìà ψ : GΓ → F2, î÷åâèäíî, ψ(g

α) = (ψ(g))α = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, A-ãðóïïà GΓ íå àïïðîêñèìèðóåòñÿ A-ãðóïïîé F2.
Ïóñòü ëîæíà âòîðàÿ èìïëèêàöèÿ, òî åñòü, ñóùåñòâóþò α ∈ A è g ∈ G′

Γ
òàêèå, ÷òî gα ̸= 1, íî ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ ñëîâ w1, w2 ∈ F2 [w1, w2]

α = 1.
Òàê êàê GΓ � ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ A-
ãðóïïà, òî g =

∏
1≤i<j≤n

[xi, xj ]
βij , ãäå x1, . . . , xn � ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà

ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû GΓ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ : GΓ → F2 � òàêîé A-
ãîìîìîðôèçì, ÷òî ψ(g) ̸= 1. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ïàð xi, xj (1 ≤ i < j ≤
n) ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû GΓ ψ(xi) = wi, ψ(xj) = wj è [wi, wj ]

βij ̸= 1, ãäå
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wi, wj ∈ F2. Òîãäà, ñ èñïîëüçîâàíèåì MR-àêñèîìû, õîòÿ áû äëÿ îäíîé

ïàðû i, j ([wi, wj ]
βij )α ̸= 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê GΓ äâóñòóïåí-

íî íèëüïîòåíòíà, [wi, wj ]
βij = [wi, w

βij

j ] è, ó÷èòûâàÿ ðàíåå ïîëó÷åííîå

íåðàâåíñòâî, [wi, w
βij

j ]α ̸= 1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ìû èç-
íà÷àëüíî ïðåäïîëàãàëè, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïàðû ñëîâ w1, w2 ∈ F2 òàêîé,
÷òî [w1, w2]

α ̸= 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïóíêò 1 äàííîé ëåììû äîêàçàí.
2. Êîëüöî ñêàëÿðîâ Z, î÷åâèäíî, äåéñòâóåò òî÷íî íà ãðóïïå F2, ïîýòî-

ìó ñïðàâåäëèâà ïåðâàÿ èìïëèêàöèÿ èç óòâåðæäåíèÿ ïóíêòà 1. Êðîìå
òîãî, â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ w1, w2 ∈ F2 èç âòîðîé èìïëèêàöèè ìîæåì
âçÿòü y1, y2 � ïîðîæäàþùèå ãðóïïû F2. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå
ïóíêòà 2 ñëåäóåò èç ïóíêòà 1, äîêàçàííîãî âûøå.
3. Ðåçóëüòàò [1, Ëåììà 1.6.2] ïî ñóòè ãîâîðèò íàì î òîì, ÷òî ïðîèçâîëü-

íàÿ ãðóïïà G àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãðóïïîé H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
G âêëàäûâàåòñÿ â íåêîòîðóþ ïðÿìóþ (âîçìîæíî áåñêîíå÷íóþ) ñòåïåíü
ãðóïïû H. Èç ýòîãî ôàêòà è óæå äîêàçàííîãî âûøå ïóíêòà 2 íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò ïóíêò 3. □

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé Fn

2 äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàòóðàëüíîãî n, òî G íåòå-
ðîâà ïî óðàâíåíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, ãðóïïà Fn

2 êîíå÷íî ïîðîæäåíà, à
çíà÷èò è íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì (ñì., íàïðèìåð, [3, 4, 8]). Ëþáàÿ ïîä-
ãðóïïà íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì ãðóïïû â ñâîþ î÷åðåäü òàêæå íåòå-
ðîâà ïî óðàâíåíèÿì (ñì., íàïðèìåð, [3]). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷àñòè÷-
íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ
íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïàõ
Fn
2 äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ íàòóðàëüíûõ n, è, ïî ïóíêòó 3 ëåììû 4, ÿâëÿ-

åòñÿ ïîäãðóïïîé èìåííî â Fω
2 .

Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, èç ðàáîòû [3] íàì èçâåñòåí ñëåäóþ-
ùèé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ ãðóïï èç íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé
ïåðåìåííîé ñëåäóåò íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì? Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ ÷àñòè÷íî êîììó-
òàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï è ïîçâîëÿåò ïðè èññëåäîâà-
íèè âîïðîñà íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ òàêèõ ãðóïï ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî ñèñòåìû óðàâíåíèé îò îäíîé ïåðåìåííîé. Áîëåå òîãî, ñ ó÷åòîì
ëåììû 2, îíà ñâîäèò ðàñïîçíàâàíèå íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì ê âîïðî-
ñó ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êè öåíòðàëèçà-
òîðîâ.

Òåîðåìà 3. Âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïî-
òåíòíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãðóïïà íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì, òî, ïî îïðåäå-
ëåíèþ, îíà è 1-íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì. Èç, íàïðèìåð, [1] èçâåñòíî, ÷òî
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êîíå÷íî ïîðîæäåííûå äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû íåòåðîâû ïî
óðàâíåíèÿì. Ïóñòü G � áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâ-
íàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà. Ïî ïóíêòó 3 ëåììû 4, G ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäãðóïïîé Fω

2 . Ïóñòü a1, b1, a2, b2, . . . � ïîðîæäàþùèå ãðóïïû Fω
2

([ai, bi] ̸= 1), g1, g2, . . . � ïîðîæäàþùèå ãðóïïû G, è â ãðóïïå Fω
2 îíè

èìåþò ïðåäñòàâëåíèÿ gi = a
αi1
i1
b
βi1
i1
a
αi2
i2
b
βi2
i2

. . . a
αini
ini

b
βini
ini

· ci, ãäå ci � ýëå-

ìåíò êîììóòàíòà Fω
2 . Äàëåå îïèøåì ïðîöåäóðó, èäåéíî âäîõíîâëåííóþ

ìåòîäîì Ãàóññà ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê âåðõíåòðåóãîëüíîé ôîðìå.
Ðàññìîòðèì ïîðîæäàþùèé g1 ãðóïïû G. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí èìååò ïðåäñòàâëåíèå g1 = aα1
1 bβ1

1 a
α2
2 bβ2

2 . . . a
αn1
n1 b

βn1
n1 ·

c1. Ïóñòü α1 íå ðàâåí íóëþ (èíà÷å ïåðåèìåíóåì ïîðîæäàþùèå ai â bi è
bi â ai), è gi (ãäå i > 1) � ïîðîæäàþùèé, â ïðåäñòàâëåíèè êîòîðîãî
ïðèñóòñòâóåò a1 ñ íåíóëåâîé ñòåïåíüþ γi. Çàïèøåì íà ìåñòå gi ýëåìåíò
yi = g−γi

1 · gα1
i , ïðèâåäåííûé ê íîðìàëüíîé ôîðìå. Îòìåòèì, ÷òî â ïðåä-

ñòàâëåíèè ýëåìåíòà yi ïîðîæäàþùåãî a1 óæå íåò, è ÷òî [g1, gi] = 1 ⇐⇒
[g1, yi] = 1. Åñëè yi îêàçàëñÿ ðàâåí åäèíèöå èëè ýëåìåíòó èç êîììóòàíòà,
òî óäàëèì åãî èç ñïèñêà. Ïîâòîðèì ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà a1 íå
îñòàíåòñÿ òîëüêî â g1. Ïåðåèìåíóåì âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ýëåìåíòû yi â gi.
Ïóñòü gj � ïåðâûé ýëåìåíò ïîñëå g1, â ïðåäñòàâëåíèè êîòîðîãî ïðè-

ñóòñòâóåò b1 ñ íåíóëåâîé ñòåïåíüþ. Îòìåòèì, ÷òî gj íå êîììóòèðóåò ñ g1.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî òàêîé ýëåìåíò gj ñóùåñòâóåò, ëèáî åãî íåò.
Åñëè îí åñòü, òî ïîìåíÿåì åãî ìåñòàìè (è íàçâàíèÿìè) ñ g2 è ïîâòîðèì
ïðîöåäóðó ñ g2 è b1 è â ðåçóëüòàòå èçáàâèìñÿ îò ïðèñóòñòâèÿ ïîðîæ-
äàþùåãî b1 âî âñåõ gi (i > 2). Â ðåçóëüòàòå g2 îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííûì
ýëåìåíòîì èç òåêóùåãî ñïèñêà, êîòîðûé íå êîììóòèðóåò ñ g1. Î÷åâèäíî,
÷òî C(g1) ⊋ C(g1, g2). Äàëåå ïîâòîðèì ïðîöåäóðó äëÿ ïîäñïèñêà, íà÷è-
íàþùåãîñÿ ñ g3, è ïàðû ïîðîæäàþùèõ a2, b2.
Ïóñòü òàêîãî gj íåò, òî åñòü è a1, è b1, êîììóòèðóþò ñî âñåìè gi ïðè

i > 1. Òîãäà óäàëèì èç ïðåäñòàâëåíèÿ g1 ïîðîæäàþùèå a1 è b1, à èíäåêñû
îñòàâøèõñÿ ai, bi óìåíüøèì íà åäèíèöó: a2 ñòàíåò èãðàòü ðîëü a1, b2 �
b1, a3 � a2 è òàê äàëåå. Åñëè g1 íå ñòàë ðàâåí åäèíèöå èëè ýëåìåíòó
èç êîììóòàíòà, òî ïîâòîðèì âñþ ïðîöåäóðó, íà÷àâ ñ a1, ìåñòî êîòîðîãî
ïî ñóòè çàíÿë a2. Åñëè æå g1 îêàçàëñÿ ðàâíûì åäèíèöå èëè ýëåìåíòó èç
êîììóòàíòà, òî çíà÷èò g1 êîììóòèðóåò ñî âñåìè îñòàëüíûìè ýëåìåíòàìè
èç òåêóùåãî ñïèñêà. Òîãäà óäàëèì åãî èç ñïèñêà è óìåíüøèì íîìåðà
îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ íà åäèíèöó: g2 çàéìåò ìåñòî g1, g3 çàéìåò ìåñòî
g2 è òàê äàëåå. Ïîâòîðèì ïðîöåäóðó äëÿ ñïèñêà ñ îáíîâëåííûìè ìåòêàìè
ýëåìåíòîâ, íà÷èíàÿ ñ g1 è ïàðû ïîðîæäàþùèõ a2, b2.
Îòìåòèì, ÷òî íà i-ì øàãå ïðîöåäóðû, êîãäà ìû èçáàâëÿåìñÿ îò ak èëè

bk èç çàïèñè ýëåìåíòîâ gj ïðè j > i, ýëåìåíòû gt, ãäå t ≤ i, íå ìåíÿþòñÿ.
Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû ìû ìîæåì ïî-

ëó÷èòü â ñïèñêå ëèáî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ëèáî áåñêîíå÷íîå.
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Ïóñòü èõ êîíå÷íîå ÷èñëî. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå êàæäîãî øàãà âûïîëíå-
íèÿ îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû èñòèííîñòü ñâîéñòâà íåêîììóòàòèâíî-
ñòè ïàð ýëåìåíòîâ èç ñïèñêà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
[gi, gj ] ̸= 1, ãäå i, j > 1, òî

[yi, yj ] = [g−γi
1 · gα1

i , g
−γj
1 · gα1

j ] = [g−γi
1 , gα1

j ][gα1
i , g

−γj
1 ][gα1

i , gα1
j ] =

= [g−γi
1 , gα1

j ][gα1
i , g

−γj
1 ][gi, gj ]

α2
1 ̸= 1,

òàê êàê G � ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà. Óäàëåíèå æå ýëåìåíòà yi
íà íåêîòîðîì øàãå ïðîöåäóðû ïðîèñõîäèëî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè yi (à
çíà÷èò è gi) êîììóòèðîâàë ñî âñåìè îñòàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ãðóïïà G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå H×A, ãäå H
� êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, à A � áåñ-
êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî
óðàâíåíèÿì [1]. Èç, íàïðèìåð, [1] èçâåñòíî, ÷òî àáåëåâû ãðóïïû íåòåðî-
âû ïî óðàâíåíèÿì, ñîîòâåòñòâåííî è ãðóïïà A íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì.
Êðîìå òîãî, èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7] èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâå-
äåíèå äâóõ íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì ãðóïï íåòåðîâî ïî óðàâíåíèÿì.
Òàêèì îáðàçîì, G ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â ðåçóëüòàòå îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû

ìû èìååì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ g1, g2, . . . , gn . . .. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ êàæäîãî íå÷åòíîãî i â ïðåäñòàâëåíèè gi èìååòñÿ ïîðîæäàþùèé
ai ãðóïïû Fω

2 , êîòîðûé ïðè ýòîì îòñóòñòâóåò â ïðåäñòàâëåíèè gi+1, à â
gi+1 ïðè ýòîì åñòü òàêîé ïîðîæäàþùèé bi, ÷òî [ai, bi] ̸= 1. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî íå÷åòíîãî i ñïðàâåäëèâî, ÷òî [gi, gi+1] ̸= 1. Êðîìå òîãî îòìåòèì,
÷òî äëÿ ëþáûõ j > i+1: [gi, gj ] = [gi+1, gj ] = 1. Òàêèì îáðàçîì, â ãðóïïå
G èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåí-
òðàëèçàòîðîâ: C(g1) ⊋ C(g1, g3) ⊋ . . . ⊋ C(g1, g3, . . . , g2n−1) ⊋ . . .. Òîãäà
ïî ëåììå 2 ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ 1-íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì. □

Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, â îáùåì æå ñëó÷àå íåòåðîâîñòü ïî
óðàâíåíèÿì äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû íå ýêâèâàëåíòíà åå íåòå-
ðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ïðèìåð ãðóïïû, ïîñòðîåííîé â ðàáîòå [10].

Ïðèìåð 1. Ïóñòü G = ⟨a1, a2, . . . , b1, b2, . . . , c1, c2, . . . , d1, d2, . . . |
[ai, bj ] = [cj , di], i > j, i, j ∈ N⟩ � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ Z-ãðóïïà.
Îòìåòèì, ÷òî G íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé, íå
èìååò êðó÷åíèÿ è êîììóòàíò â G èçîëèðîâàí.
Ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, òàê êàê äëÿ ñëå-

äóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y è
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð ýëåìåíòîâ èç G âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1:

[x, b1][y, c1] = 1 (a1, d1)

[x, b2][y, c2] = 1 (a2, d2)
...

[x, bn][y, cn] = 1 (an, dn)
...

Êðîìå òîãî, íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ãðóïïû G ñïðàâåäëèâû âû-
êëàäêè èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4 è ïîòîìó îíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ãðóïïîé F2. Òàêèì îáðàçîì, G ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïîäãðóïïû â Fω

2 ,
íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ íåòå-
ðîâîé ïî óðàâíåíèÿì (îò äâóõ ïåðåìåííûõ).

5 Î ñâÿçè íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû ñ
íåòåðîâîñòüþ ïî óðàâíåíèÿì ãðàôà êîììóòàòèâíîñòè

Ðàíåå â [9, Òåîðåìà 1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà
íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì â ÿçûêå ãðàôîâ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî óðàâíåíèÿ âèäà E(x, u), ãäå x � ïåðåìåííàÿ, à u � êîíñòàíòíûé
ñèìâîë. Íà îñíîâå ýòîãî ðåçóëüòàòà â [9, Òåîðåìà 3] íà ÿçûêå çàïðå-
ùåííûõ ïîäãðàôîâ áûëè îïèñàíû âñå íåòåðîâû ïî óðàâíåíèÿì ïðîñòûå
ãðàôû è ãðàôû ñ ïåòëÿìè. Äàííîå îïèñàíèå îñíîâàíî íà ïîíÿòèè ñîâåð-
øåííî íåí¼òåðîâà ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 5 ([9]). Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî íåíåòåðîâûì, åñëè
îí ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåð-
øèí a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn, . . . òàêóþ, ÷òî êàæäàÿ èç âåðøèí ai ñìåæíà
ñî âñåìè âåðøèíàìè bj ïðè j < i, íî íå ñìåæíà ñ bi.

Íàïîìíèì, ÷òî áåñêîíå÷íûé ïðîñòîé ãðàô íàçûâàåòñÿ íàäêëèêîé, åñëè
îí ñîäåðæèò â êà÷åñòâå èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà êëèêó íà ñ÷åòíîì
÷èñëå âåðøèí. Ïîíÿòèå íàäêëèêè äëÿ êîíå÷íûõ ãðàôîâ ïðè îïèñàíèè
íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì ãðàôîâ íå èñïîëüçîâàëîñü ïî ïðè÷èíå òîãî,
÷òî êàæäûé êîíå÷íûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ïî óðàâíåíèÿì.
Ðåçóëüòàò [9, Òåîðåìà 3] â îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêå âûãëÿäèò ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 4. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Ïðîñòîé ãðàô íåí¼òåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí ëèáî ñîâåðøåííî íåí¼òåðîâ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ íàäêëèêîé.

(2) Ãðàô ñ ïåòëÿìè íåí¼òåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îí ñîâåðøåííî íåí¼òåðîâ.

Ðàññìîòðèì ïàðó ïðèìåðîâ èç [11].
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Ïðèìåð 2. Ãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2, íå ÿâëÿåòñÿ íè íàäêëèêîé,
íè ñîâåðøåííî íåíåòåðîâûì, à ïîòîìó îí íåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì êàê
â ñëó÷àå ïðîñòîãî ãðàôà, òàê è â ñëó÷àå äîáàâëåíèÿ ïåòåëü â êàæäóþ
èç åãî âåðøèí.

Ðèñ. 2. Ãðàô èç ïðèìåðà 2.

Ïðèìåð 3. Ãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3, ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî íåíå-
òåðîâûì. Îòñþäà ñëåäóåò åãî íåíåòåðîâîñòü êàê â ñëó÷àå ïðîñòîãî
ãðàôà, òàê è â ñëó÷àå ãðàôà ñ ïåòëÿìè.

Ðèñ. 3. Ãðàô èç ïðèìåðà 3.

Çàìå÷àíèå 4. Ïðîñòîé ãðàô Γ ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ãðàô ñ ïåòëÿìè Γ ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ. Äåéñòâèòåëüíî,
â îïðåäåëåíèè ñîâåðøåííî íåíåòåðîâà ãðàôà èìåþòñÿ ëèøü óñëîâèÿ íà
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îòíîøåíèÿ (èëè îòñóòñòâèÿ îòíîøåíèé) ñìåæíîñòè ìåæäó ïîïàðíî
ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè. Ïîýòîìó íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ïåòåëü íå
âëèÿåò íà ñâîéñòâî ñîâåðøåííî íåíåòåðîâîñòè ãðàôà.

Ëåììà 5. Ãðàô Γ (êàê ïðîñòîé, òàê è ñ ïåòëÿìè) ñîâåðøåííî íåíåòå-
ðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðî-
ãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèé, òî åñòü íàéäåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí b1, b2, . . . , bn, . . ., äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà âëîæåíèé:

Γ = ∅⊥ ⊋ {b1}⊥ ⊋ {b1, b2}⊥ ⊋ . . . ⊋ {b1, b2, . . . , bn}⊥ ⊋ . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ãðàôà ñ ïåòëÿìè. Èñ-
òèííîñòü äëÿ ïðîñòîãî ãðàôà áóäåò ñëåäîâàòü èç ðàññóæäåíèé, ïðèâå-
äåííûõ â çàìå÷àíèè 4.
Ïóñòü ãðàô ñ ïåòëÿìè Γ ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ, òî åñòü îí ñîäåðæèò

áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåðøèí a1, b1, a2,
b2, . . . , an, bn, . . . òàêóþ, ÷òî êàæäàÿ èç âåðøèí ai ñìåæíà ñî âñåìè âåðøè-
íàìè bj ïðè j < i, íî íå ñìåæíà ñ bi. Òîãäà ai ̸∈ {bi}⊥ è äëÿ âñåõ j < i ai ∈
{bj}⊥, à çíà÷èò äëÿ ëþáîãî i {b1, b2, . . . , bi}⊥\{b1, b2, . . . , bi, bi+1}⊥ ∋ ai+1.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà óêàçàííàÿ â ëåììå áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà
âëîæåíèé.
Îáðàòíî. Çàìåòèì, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå ñ ïåòëÿìè äëÿ ëþ-

áûõ äâóõ âåðøèí x è y ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü: d(x, y) ≤ 1 ⇐⇒
E(x, y). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí A â ãðàôå ñ
ïåòëÿìè Γ îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

A⊥ = {u ∈ Γ | ∀a ∈ A Γ |= E(u, a)}.
Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ãðàôå ñ ïåòëÿìè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

A⊥ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñèñòåìû óðàâíåíèé
S(x) = {E(x, a) | a ∈ A} íàä ýòèì ãðàôîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì
â Γ áåñêîíå÷íóþ ñòðîãî óáûâàþùóþ öåïî÷êó àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.
Òîãäà, ïî [1, Òåîðåìà 2.5.4], Γ íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ïî óðàâíåíèÿì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 4, Γ ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ. □

Èñõîäÿ èç òåîðåìû 2, çàìå÷àíèÿ 2 è ëåììû 5, ñóùåñòâîâàíèå áåñêî-
íå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êè öåíòðàëèçàòîðîâ â ãðóïïå G ýêâèâà-
ëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ áåñêîíå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êè îðòîãî-
íàëüíûõ äîïîëíåíèé â åå ãðàôå êîììóòàòèâíîñòè ΓG. Ïðè ýòîì, èñõîäÿ
èç çàìå÷àíèÿ 4, ãðàô ΓG ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êàòåãîðèè ãðàôîâ ñ
ïåòëÿìè.
Ïîäûòîæèì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû â âèäå ñëåäóþùåé òåî-

ðåìû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷å-
íèÿ ñ èçîëèðîâàííûì êîììóòàíòîì. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:
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(1) G íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé;
(2) â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà

öåíòðàëèçàòîðîâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ èç G.

Åñëè G ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé, òî
êàæäîå èç ýòèõ óñëîâèé ïî îòäåëüíîñòè ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(3) G íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì;
(4) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ a1, b1, a2,

b2, . . . , an, bn, . . . ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
i [ai, bi] ̸= 1 è äëÿ âñåõ j < i [ai, bj ] = 1;

(5) ãðàô êîììóòàòèâíîñòè ñ ïåòëÿìè ãðóïïû G íå ÿâëÿåòñÿ íåòå-
ðîâûì ïî óðàâíåíèÿì;

(6) ãðàô êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî íåíå-
òåðîâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû áåç
êðó÷åíèÿ ñ èçîëèðîâàííûì êîììóòàíòîì èìååì ¾1 ⇐⇒ 2¿ â ñèëó ëåì-
ìû 2.
Ïóñòü G � ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóï-

ïà. Ýêâèâàëåíòíîñòü ¾4 ⇐⇒ 1¿ èñòèííà â ñèëó òåîðåìû 3. ¾2 ⇐⇒ 7¿,
êàê òîæå óæå áûëî îòìå÷åíî, ñïðàâåäëèâà â ñèëó òåîðåìû 2, çàìå÷à-
íèÿ 2 è ëåììû 5. ¾7 ⇐⇒ 5¿ î÷åâèäíà èç îïðåäåëåíèé ñîâåðøåííî
íåíåòåðîâà ãðàôà è ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ãðóïïû, à èìåííî: äâå ðàç-
ëè÷íûå âåðøèíû a è b èç ãðàôà Γ ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîðîæäàþùèå íå êîììóòèðóþò. Âûòåêàþùàÿ
èç çàìå÷àíèÿ 4 è òåîðåìû 4 ýêâèâàëåíòíîñòü ¾7 ⇐⇒ 6¿ çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî. □

Çàìå÷àíèå 5. Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàô êîììóòàòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ êëè-
êîé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà àáåëåâà. Èç,
íàïðèìåð, [1] èçâåñòíî, ÷òî àáåëåâû ãðóïïû íåòåðîâû ïî óðàâíåíèÿì.
Òàêèì îáðàçîì, íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì ãðàôà êîììóòàòèâíîñòè,
ðàññìàòðèâàåìîãî â êàòåãîðèè ïðîñòûõ ãðàôîâ, íå ýêâèâàëåíòíà íåòå-
ðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâ-
íîé ãðóïïû.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå òåîðåìû 5 íà òîé æå ïàðå ïðèìåðîâ
èç [11].

Ïðèìåð 4. ×àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ
ãðóïïà G = ⟨a11, b11, a21, b21, a22, b22, . . . , an1, bn1, . . . , ann, bnn, . . . |
[aij , bik] = 1 äëÿ âñåõ j ̸= k⟩, ïîñòðîåííàÿ ïî ãðàôó êîììóòàòèâíî-
ñòè èç ïðèìåðà 2, ñîäåðæèò ñêîëü óãîäíî äëèííûå (íî íå áåñêîíå÷íûå)
ñòðîãî óáûâàþùèå öåïî÷êè êàíîíè÷åñêèõ öåíòðàëèçàòîðîâ, à ïîòîìó,
ïî òåîðåìå 5, îíà ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì.
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Ïðèìåð 5. ×àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ
ãðóïïà H = ⟨a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn, . . . | [ai, bj ] = 1 äëÿ âñåõ i ̸= j⟩, ïî-
ñòðîåííàÿ ïî ãðàôó êîììóòàòèâíîñòè èç ïðèìåðà 3, íå ÿâëÿåòñÿ 1-
íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì ãðóïïîé, òàê êàê â íåé èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ
ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà öåíòðàëèçàòîðîâ. Ñèñòåìó óðàâíåíèé íàä
H, íå ýêâèâàëåíòíóþ íèêàêîé ñâîåé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå, ìîæíî íàé-
òè, íàïðèìåð, îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:

(1) ïî áåñêîíå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êå êàíîíè÷åñêèõ öåí-
òðàëèçàòîðîâ â H;

(2) ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåðøèí, îïðåäåëÿþ-
ùèõ ñîâåðøåííóþ íåíåòåðîâîñòü ãðàôà êîììóòàòèâíîñòè
ãðóïïû H;

(3) ïî áåñêîíå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êå îðòîãîíàëüíûõ äî-
ïîëíåíèé â ãðàôå êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïû H (ëåììà 5).

Â äàííîì ïðèìåðå òàêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ

S(x) = {[x, bi] = 1}i∈N.
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