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Ïîñâÿùàåòñÿ 75-ëåòèþ Âàñèëèÿ Èâàíîâè÷à Âàñèëüåâà

Abstract: A �uid layer of �nite depth is described by Euler's
equations governing the motions of the ideal �uid (water). The ice
is assumed to be solid and it freely �oats on the water surface.
The ice cover is modeled by a geometrically non-linear elastic
Kirchho�-Love plate. The trajectories of liquid particles under
the ice cover are found in the �eld of di�erent nonlinear surface
traveling waves of small, but �nite amplitude. These waves are:
the classical solitary wave of depression, existing on the water-ice
interface when the initial stress in the ice cover is large enough,
the generalized solitary wave, the envelope solitary wave and the
so-called dark soliton. The last two waves indicate the focusing or
defocusing of nonlinear carier surface wave, the generalized solitary
wave consists of solitary wave core and periodic asymptotic wave
at spacial in�nity, moreover for the algebraically small amplitude
of the wave core the amplitude of the mentioned above periodic
wave is exponentially small. The consideration is based on explicit
asymptotic expressions for solutions describing the mentioned wave
structures on the water-ice interface, as well as asymptotic solutions
for the velocity �eld in the liquid column corresponding to these
waves.
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1 Ââåäåíèå

Äëÿ îïèñàíèÿ ñëîÿ âîäû êîíå÷íîé ãëóáèíû ïîä ëåäÿíûì ïîêðîâîì
èñïîëüçóþòñÿ äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà; ñàì ëåäÿíîé ïîêðîâ ìîäå-
ëèðóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïëàñòèíîé Êèðõãîôà-Ëÿâà. Òàêàÿ
ìîäåëü ëåäÿíîãî ïîêðîâà âïåðâûå áûëà èñïîëüçîâàíà â [1, 2] äëÿ íåêîòî-
ðîé ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé ðàñïðîñòðàíåíèå íåëèíåéíûõ
èçãèáíî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí.
Ðåäóêöèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé íà öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (ñì., [3]

è [4]) ñ ïîñëåäóþùèì ïðèáëèæåíèåì ïîòîêà íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðà-
çèè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìå (ñì.
[5]) áûëè âïåðâûå ïðèìåíåíû äëÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðà-
íåíèå âîëí íà ïîâåðõíîñòè âîäû ïîä ëåäÿíûì ïîêðîâîì, ãäå ëåäÿíîé
ïîêðîâ ìîäåëèðîâàëñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïëàñòèíîé Êèðõãîôà-
Ëÿâà â íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, â [6]. Ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé â [6], áûë
îáîáùåí íà ñëó÷àé íàãðóçêè, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî ëåäÿíîìó ïîêðîâó
â [7]. Ñ òåõ ïîð ïîÿâèëîñü çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ
èçó÷åíèþ èçãèáíî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ïîä
ëåäÿíûì ïîêðîâîì, ìîäåëèðîâàâøåìñÿ ëèáî ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé
ïëàñòèíîé Êèðõãîôà-Ëÿâà, ëèáî îáîëî÷êîé Êîññåðà, äëÿ êîòîðîé ñó-
ùåñòâóåò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ óïðóãîé ýíåðãèè [8] (áîëåå èëè ìåíåå
ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ñì. â [9]).
Ïîëå ñêîðîñòåé â æèäêîñòè îïðåäåëÿåò ôîðìó òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ

æèäêèõ ÷àñòèö. Äâèæåíèå ÷àñòèö æèäêîñòè â ïîëå ïîâåðõíîñòíîé âîë-
íû â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå îïèñàíî, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèÿõ [10, 11].
×àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñàì â æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû è ïî
îêðóæíîñòÿì â æèäêîñòè áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû. Åñëè ôîðìàëüíî ó÷è-
òûâàòü ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïî êðóòèçíå âîëíû â ðàçëîæåíèè ñêîðî-
ñòè ÷àñòèöû (÷òî â ëèíåéíîé òåîðèè íåêîððåêòíî), òî òðàåêòîðèè ÷à-
ñòèö îêàçûâàþòñÿ íåçàìêíóòûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìåäëåí-
íûé äðåéô ÷àñòèö â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Â ðàáîòå [12]
âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â ðàìêàõ ìîäåëè èäå-
àëüíîé æèäêîñòè, ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè íåëèíåéíîé âîëíû ïî ïîâåðõíî-
ñòè æèäêîñòè, æèäêèå ÷àñòèöû â íåé ìåäëåííî (ïî ñðàâíåíèè ñ ôàçîâîé
è ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ) ïåðåìåùàþòñÿ â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû. Ñ òåõ ïîð ÿâëåíèå äðåéôà ÷àñòèö àêòèâíî èçó÷àëîñü â áîëüøîì
êîëè÷åñòâå ðàáîò äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé æèäêîñòè. Õîðîøèé îáçîð ðàáîò
íà ýòó òåìó ñîäåðæèòñÿ â [13].
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé îòäåëüíûõ ÷àñòèö æèä-

êîñòè äëÿ áåãóùèõ èçãèáíî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ñîëèòîííîé ïðèðîäû,
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ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåííûìè ëèíåéíûìè ðåçîíàíñà-
ìè. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíûé ñëîé æèäêîñòè
ñ ïëàâàþùèì íà åãî ïîâåðõíîñòè ëåäÿíûì ïîêðîâîì; ñëîé èäåàëüíîé
æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà, à ëåäÿ-
íîé ïîêðîâ ìîäåëèðóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé óïðóãîé ïëàñòèíîé
Êèðõãîôà-Ëÿâà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ñóììèðóåì ðåçóëüòàòû ðàáîò
[9], [14]-[16] ñ òî÷êè çðåíèÿ åäèíîãî ïîäõîäà ê ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëå-
ìå.
Âîëíîâûå ñòðóêòóðû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè è ñîîòâåòñòâóþùåå ïî-

ëå ñêîðîñòåé â òîëùå æèäêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè êîìïîíåíòà-
ìè âåêòîðíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé â îïåðà-
òîðíîé ôîðìóëèðîâêå. ×òîáû îïðåäåëèòü ðàññìàòðèâàåìûå ïîâåðõíîñò-
íûå âîëíîâûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå èíäóöèðóþò ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå
ñêîðîñòè â òîëùå æèäêîñòè, íåîáõîäèìî ðåøèòü, ïî êðàéíåé ìåðå àñèìï-
òîòè÷åñêè, îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè. Ýòè ðåøåíèÿ èçâåñòíû, è ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïðîöåäóðà èõ ïîëó÷åíèÿ, à òàêæå ïîëó÷åíèå âûðàæåíèé
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ ñêîðîñòåé êðàòêî îïèñàíû â ñòàòüå. Ïðèâî-
äÿòñÿ èçâåñòíûå ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ ôîðìóëèðîâêîé ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè, îïåðàòîðíîé ôîðìîé ëîêàëüíûõ óðàâíåíèé, áèôóðêàöèÿìè èç
ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ñèñòåìû, òåîðèåé öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïðèâå-
äåííûìè óðàâíåíèÿìè è èõ àïïðîêñèìàöèåé èíòåãðèðóåìûìè óðàâíåíè-
ÿìè â êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìå.
Â ïàðàãðàôå 2 êðàòêî èçëàãàþòñÿ ñâîéñòâà óïðóãîé ïëàñòèíû Êèðõãîô-

ôà-Ëÿâà, ìîäåëèðóþùåé ëåäÿíîé ïîêðîâ, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ óðàâíå-
íèÿ äëÿ áåãóùèõ âîëí â ðàâíîìåðíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà, íåïî-
äâèæíî ñâÿçàííîé ñ âîëíîé. Â ïàðàãðàôå 3 ïðèâîäèòñÿ ëîêàëüíàÿ çà-
ïèñü óðàâíåíèé áåãóùåé âîëíû â îïåðàòîðíîé ôîðìå, à òàêæå äàíî
êðàòêîå îáñóæäåíèå áèôóðêàöèé èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ (è ñâÿçàííûõ ñ íè-
ìè ëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ), ïðèâîäÿùèõ ê îáðàçîâàíèþ ðàññìàòðèâàåìûõ
íåëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëíîâûõ ñòðóêòóð. Â ïàðàãðàôå 4 èçëîæå-
íû ðåçóëüòàòû òåîðåìû î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè, à òàêæå ïðèâåäå-
íû âèäû óðàâíåíèé â êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìå, ïðèáëèæàþùèõ ïîòîêè
íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ðåçîíàíñîâ.
Â ïàðàãðàôå 5 êðàòêî èçëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé ïðè-
âåäåííûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êëàññè÷åñêèå, îáîáùåííûå óåäèíåí-
íûå âîëíû, à òàêæå óåäèíåííûå âîëíîâûå ïàêåòû è òåìíûå ñîëèòîíû.
Ïîëó÷åíû ïåðâûå ïðèáëèæåíèÿ âûðàæåíèé äëÿ ôîðìû ýòèõ âîëí ïî ìà-
ëîìó ïàðàìåòðó µ, õàðàêòåðèçóþùåìó èõ àìïëèòóäó. Ïàðàãðàô 6 ïîñâÿ-
ùåí îïðåäåëåíèþ ôîðì òðàåêòîðèé æèäêèõ ÷àñòèö â òîëùå æèäêîñòè
â ïîëå ðàññìàòðèâàåìûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñîëèòîíîïîäîáíûõ ñòðóêòóð. Â
ïàðàãðàôå 7 ïðèâîäÿòñÿ âûâîäû.
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2 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

2.1. Ìîäåëü ëåäÿíîãî ïîêðîâà. Â [17] èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñ-
ïåðèìåíòîâ î òîì, ÷òî îäíîðîäíûé ëåäÿíîé ïîêðîâ äåìîíñòðèðóåò ñòàí-
äàðòíûå óïðóãèå ñâîéñòâà ïëàñòèíû, êîòîðàÿ ïëàâàåò íà ïîâåðõíîñòè
æèäêîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðàññìîòðèì ëåäÿíîé ïîêðîâ â ðàìêàõ ìîäåëè
óïðóãîé ïëàñòèíû ñ èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè ïëàñòèíû Êèðõãîôà - Ëÿâà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîì
ñîñòîÿíèè, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì íàïðÿæåíèåì, ïðè-
ëîæåííûì ê íåäåôîðìèðóåìîé ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (âåëè÷èíà êîòî-
ðîãî áîëüøå íóëÿ åñëè ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ðàñòÿæåíèÿ è
ìåíüøå íóëÿ, êîãäà ïëàñòèíà ñæàòà). Óðàâíåíèå áàëàíñà ñèë, äåéñòâóþ-
ùèõ ñî ñòîðîíû ïëàñòèíû íà æèäêîñòü, èìååò âèä (ñì., íàïðèìåð, [18];
ñëîé ëüäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåéòðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíû, ïî-
ñêîëüêó âíóòðåííèå óðàâíåíèÿ áàëàíñà ñèë äëÿ óïðóãîãî ñëîÿ ïîäâåðãà-
þòñÿ ïðîöåäóðå óñðåäíåíèÿ ïî òîëùèíå ñëîÿ)

p = p0 +
σ0h

Rm
− ∂2xxM + ρsh

∂2η

∂t2
, (1)

ãäå p - äàâëåíèå â æèäêîñòè, p0 - àòìîñôåðíîå äàâëåíèå, σ0 - íà÷àëüíîå
íàïðÿæåíèå â ïëàñòèíå, h � òîëùèíà ïëàñòèíû, ρs - ïëîòíîñòü óïðóãîãî
ìàòåðèàëà ïëàñòèíû (ëüäà), z = η = η(x, t) � óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè,
ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé æèäêîñòè è ëüäà. Èçãèáàþùèé ìîìåíò M âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç ðàäèóñ êðèâèçíû Rm íåéòðàëüíîé ïîâåðõíîñò ïëàñòèíû ïî
ôîðìóëå

M =
J

Rm
, J =

Eh3

12(1− ν2)
,

ãäå E - ìîäóëü Þíãà, à ν - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïëàñòèíû.

2.2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ áåãóùèõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèä-

êîñòè ïîä ëåäÿíûì ïîêðîâîì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëü-
íûå ïîòåíöèàëüíûå äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ãëóáè-
íû H è ïëîòíîñòè ρ ñ ãîðèçîíòàëüíûì äíîì.
Ïóñòü áåãóùàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âëåâî âäîëü îñè x ñî ñêîðî-

ñòüþ V > 0 (çàìåòèì, ÷òî â íåïîäâèæíîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
âñå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå âîëíó, çàâèñÿò îò àâòîìîäåëüíîé êîì-
áèíàöèè x− V t).
Ïðîèçâåäåì, äàëåå, ìàñøòàáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

(x, z) →
( x
H
,
z

H

)
, η → η

H
, v → v

V
.

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî â íîâûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà
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äëÿ áåãóùèõ âîëí èìååò âèä (ñì., íàïðèìåð, [18])

rotv = 0, divv = 0, 0 ≤ x <∞, 0 ≤ z ≤ η;
1

2
|v|2 + λη − bκ1 + γκ2 + c∂xxη = const, 0 ≤ x <∞, z = η;

∂xη u− v = 0, v = 0, 0 ≤ x <∞, z = 0. (2)

v → (1, 0), η(x) → 1, x→ ∞.

Êîíñòàíòû λ, b, γ è c çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

λ = gH/V 2, b =
hσ0
ρHV 2

, γ =
J

ρV 2H3
, c =

ρsh

ρH
. (3)

(ïàðàìåòð λ, î÷åâèäíî, ðàâåí êâàäðàòó îáðàòíîãî ÷èñëà Ôðóäà, ïàðà-
ìåòð b ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ÷èñëà Áîíäà äëÿ ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíûõ
âîëí, ïàðàìåòð γ � áåçðàçìåðíàÿ æåñòêîñòü ïðè èçãèáå, à ïàðàìåòð c
� êîýôôèöèåíò îòíîøåíèÿ èíåðöèè óïðóãîé ïëàñòèíû è èíåðöèÿ ñëîÿ
æèäêîñòè).
Ôóíêöèè κj , j = 1, 2, âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè [1]

κ1 =
∂xxη

(1 + (∂xη)2)3/2 − κ∂xxη
, κ2 = ∂2xx

∂xxη

(1 + (∂xη)2)3/2 − κ∂xxη
, κ =

h

H
.

Äàëåå, äëÿ ïðîñòîòû, áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå κ = c = 0, ò.å.
ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíåðöèÿ ëåäÿíîé ïëàñòèíû ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî
ñðàâíåíèþ ñ èíåðöèåé ñëîÿ æèäêîñòè.

3 Îïåðàòîðíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé (2), áèôóðêàöèè èç
ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ è ëèíåéíûå ðåçîíàíñû

Îïðåäåëèòå íîâûå �ïîëóëàãðàíæåâû� êîîðäèíàòû (x, y) ∈ R × (0, 1)
ïî ôîðìóëå y = ψ(x, z) = z + Ψ, ãäå ψ(x, z) � ôóíêöèÿ òîêà, äåëåííàÿ
íà ñðåäíèé ðàñõîä Q = V H. Êðîìå òîãî, îòîáðàçèì ïîëå ñêîðîñòåé v =
(u, v) íà âåêòîðíîå ïîëÿ w = (w1, w2) [4]:

w1 =
1

2
{u2 + v2 − 1}, w2 =

v

u
, (4)

ãäå u − 1, v ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè, à ∂zΨ = u − 1, ∂xΨ = −v. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè η çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

η = 1− [w1] + · · ·, [f ] =

1∫
0

f dy.

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ [18]), ÷òî óðàâíåíèÿ (2)
äëÿ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû ìîãóò áûòü çàïèñàíû â îïåðàòîðíîé ôîðìå

u̇ = Au+ F(µ,u), ∂uF(0,0) = 0, (5)

ãäå âåðõíÿÿ òî÷êà îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íåîãðàíè÷åííîé
êîîðäèíàòå x; µ � ìàëûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð. Íåîãðàíè÷åííûé çà-
ìêíóòûé îïåðàòîð A äåéñòâóåò íà âåêòîðíóþ ôóíêöèþ u ∈ D(A), u =
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{δ, δ1, δ2, w1(y), w2(y)}⊤,
D(A) = R3 ×H1(0, 1) ∩ {w2(0) = 0, w2(1) = δ}.

Çäåñü

H1(0, 1) = H1(0, 1)×H1(0, 1),

H1(0, 1) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ñ èõ ïåð-
âûìè ïðîèçâîäíûìè íà èíòåðâàëå (0, 1).
Ìàëûé ïàðàìåòð µ îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

µ = λ− λ0. (6)

Ðàcñìîòðèì äàëåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ A(µ), A = A(0). Îïåðàòîð
A(µ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî äåéñòâèþ íà âåêòîð ôóíêöèþ u ðàâåíñòâîì [18]):

A(µ)u = {δ1, δ2, γ−1(bδ1 − w1(1) + λ[w1]),−∂yw2(y), ∂yw1(y)}.
Ïàðàìåòðîì áèôóðêàöèè ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü V . Èç (3), (6), èìååì V 2

0 =
gH/λ0,

V −2 = V −2
0 +

µ

gH
èëè V = V0

(
1− V 2

0 µ

2gH

)
+O(µ2),

è â íèçøåé àïïðîêñèìàöèè ïî µ

b = b0 + ω1µ, γ = γ0 + ω2µ, µ≪ 1, ω1 =
hσ0
ρgH2

, ω2 =
J

ρgH4
.

Ïàðàìåòðû λ0, b0 è γ0 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (3) ñ V = V0.
Âåêîâîå óðàâíåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (2) èìååò âèä

q coth q = λ+ bq2 + γ q4, (7)

ãäå q áåçðàçìåðíîå âîëíîâîå ÷èñëî k/H.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé (λ0, b0, γ0) â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (λ, b, γ) ∈

R+ ×R×R+, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ,
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ (7) èìååò äåéñòâèòåëü-
íûå êîðíè (σ = iq ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A �
öåíòðàëüíûì ñïåêòðîì), êðàòíîñòè äâà, èíûìè ñëîâàìè ïðîèñõîäÿò ëè-
íåéíûå ðåçîíàíñû: ïðîñòîé ðåçîíàíñ, ðåçîíàíñ äëèííîé è êîðîòêîé âîëí
è 1:1 ðåçîíàíñ (ïîäðîáíîñòè ñì. â [18])).

• Ïðîñòîé ðåçîíàíñ. Åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà
A, ëåæàùåì íà ìíèìîé îñè ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ = 0, êðàò-
íîñòè äâà. Ïðè èçìåíåíèè µ îò ïîëîæèòåëüíûõ ìàëûõ çíà÷åíèé äî îò-
ðèöàòåëüíûõ ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðèõîäÿò ñ äåéñòâèòåëüíîé îñè
è ðàñõîäÿòñÿ ïî ìíèìîé (ñì. Ðèñ. 1à). Òàêîå ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè
λ0 = 1, b0 > 1/3 è ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ γ0 > 0.

• Ðåçîíàíñ äëèííîé è êîðîòêîé âîëí. Ýòîò ðåçîíàíñ îòâå÷àåò ðàâåíñòâó
ôàçîâûõ ñêîðîñòåé ëèíåéíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ñ íóëåâûì è íåíóëå-
âûì âîëíîâûìè ÷èñëàìè. Öåíòðàëüíûé ñïåêòð îïåðàòîðà A ïðè ýòîì
ñîñòîèò èç äâóêðàòíîãî íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ σ = 0 è ïàðû
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Ðèñ. 1. Äâèæåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðàA(µ),
ïðèõîäÿùèõ íà ìíèìóþ îñü ïðè µ = 0 äëÿ áèôóðêà-
öèé ïðîñòîãî ðåçîíàíñà (à), ðåçîíàíñà äëèííîé è êîðîò-
êîé âîëí (á) è 1:1 ðåçîíàíñà (â).

ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±iq. Ïðè èçìåíåíèè µ îò îòðèöàòåëüíûõ
ìàëûõ çíà÷åíèé äî ïîëîæèòåëüíûõ, íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàê-
æå ïðèõîäÿò ñ äåéñòâèòåëüíîé îñè íà ìíèìóþ îñü è ðàñõîäÿòñÿ ïî íåé
(ñì. Ðèñ. 1á). Òàêîå ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè λ0 = 1, b0 < 1/3 è ïðè
ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ γ0 > 0.

• 1:1 ðåçîíàíñ. 1:1 ðåçîíàíñ ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñîì, õàðàêòåðèçóþùèì-
ñÿ ñîâïàäåíèåì ôàçîâîé è ãðóïïîâîé ñêîðîñòåé ëèíåéíîé ãàðìîíè÷å-
ñêîé âîëíû ñ íåíóëåâûì âîëíîâûì ÷èñëîì. Â ýòîì ñëó÷àå öåíòðàëüíûé
ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîñòîèò èç äâóõ íåíóëåâûõ ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, êàæäîå êðàò-
íîñòè äâà. Ïðè èçìåíåíèè µ îò ïîëîæèòåëüíûõ ìàëûõ çíà÷åíèé äî îòðè-
öàòåëüíûõ ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîïàðíî ïðèõîäÿò èç êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè íà ìíèìóþ îñü, à çàòåì ïî íåé ðàñõîäÿòñÿ (ñì. Ðèñ. 1â). Òàêîå
ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè λ0 è b0 óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì

λ0 = γ0q
4 +

q coth q

2
+
q2 sinh−2 q

2
,

b0 = −2γ0q
2 +

coth q

2q
− sinh−2 q

2
. (8)
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4 Ïîòîê íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè è èíòåãðèðóåìûå
óðàâíåíèÿ â êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìå

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [3, 4, 19]), ÷òî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñè-
ñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5) äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé îòêëî-
íåíèé µ ýêâèâàëåíòíà êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ôîðìàëüíî òàêîå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ñèñòåìû
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ðàçáèåíèÿ êîìïîíåíò íåèçâåñòíîé âåêòîð-
ôóíêöèèé íà ñóììó äâóõ âåêòîð-ôóíêöèé. Îäíî èç ýòèõ ñëàãàåìûõ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ öåíòðàëüíîìó ñïåêòðó, à äðóãîå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íåáîëüøóþ âåëè÷èíó ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ïî àìïëèòóäå è
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèåé ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Óðàâíåíèÿ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ óïîìÿíóòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
êîíå÷íîìåðíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïðèâåäåííóþ
ñèñòåìó).
Êîíå÷íîìåðíàÿ ñèñòåìà, ýêâèâàëåíòíàÿ ïîëíîé ñèñòåìå (5), èìååò âèä

u̇0 = A0u0 + f0(µ,u0), ∂u0f0(0,0) = 0, (9)

ãäå A0 � ìàòðèöà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ðàâíà ÷èñëó ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé, ïðèíàäëåæàùèõ öåíòðàëüíîìó ñïåêòðó îïåðàòîðà A.
Òåîðåìà î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè [4] óòâåðæäàåò, ÷òî äî òåõ ïîð,

ïîêà ñîõðàíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||u0|| < ε, ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (5)
u = u0 ⊕ u1 è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé êîíå÷íîìåðíîé ÷àñòüþ u0,
êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó (öåíòðàëüíîìó ìíîãî-
îáðàçèþ) Mµ = {u0,u1 = h(µ,u0)} ⊂ X

(
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî X = R3 × H1(0, 1)
)
. Öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðà-

çèå, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ëîêàëüíûì ïîäìíîãîîáðà-
çèåì áåñêîíå÷íîìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû óðàâíåíèé (5),
ãäå íàõîäÿòñÿ îãðàíè÷åííûå ðåøåíèå (5). Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèâåäåííîé ñè-
ñòåìû (9) çàäàåò ïîòîê íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè.

•Ïðîñòîé ðåçîíàíñ. Â ýòîì ñëó÷àå [5]

u0 = a0ϕ1 + a1ϕ2, Aϕ0 = 0, Aϕ1 = ϕ0,

ãäå (ñì. [18])

ϕ0 =


0
0
0
1
0

 , ϕ1 =


−1
0
0
0
−y

 . (10)

Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ (9) èìåþò âèä äâóìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû [5]

ȧ = A0a+g0(µ,a), g0 = O(µ|a|+|a|2), A0 =

(
0 1
0 0

)
, a = (a0, a1)

⊤
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èëè

ȧ0 = a1 +O(µ2|a|, |a|3),

ȧ1 = δ(µa0 −
3

2
a20 +

a21
4
) +O(µ2|a|, |a|3). (11)

ãäå δ = (b0 − 1/3)−1.

Òåîðåìà 1. [5]. Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ (11) ïðèáëèæàþòìÿ äî ëþáîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî ïîðÿäêà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðóµ ñèñòåìîé óðàâíåíèé â
êâàçè-íîðìàëüíîé ôîðìå

α̇0 = α1,

α̇1 = Φ(µ, α0), (12)

ãäå

Φ(µ, α0) =
2∑

j=1

cj(µ)α
j
0 +O(|α0|3),

c1(µ) = c1µ+ o(µ), c2(µ) = c2 + o(µ),

à êîýôôèöèåíòû cj âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì, ïðèâåäåííûì, íàïðè-
ìåð, â [18]. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (12) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

α2
1 − Φ̂(µ, α0) = H0, 2Φ = ∂α0Φ̂

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.

• Ðåçîíàíñ äëèííîé è êîðîòêîé âîëí. Â ýòîì ñëó÷àå [5]

u0 = a0ϕ0 + a1ϕ1 + a+ϕ+ + a−ϕ−, a+ = a∗−, ϕ+ = ϕ∗
−

ãäå çíàê ∗ îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå,
Aϕ0 = 0, Aϕ1 = ϕ0, Aϕ+ = i qϕ+.

ãäå (ñì. [18])

ϕ0 =


0
0
0
1
0

 , ϕ1 =


−1
0
0
0
−y

 , ϕ+ =


i sh q
−q sh q
−i q2 sh q
−ch qy
i sh qy

 . (13)

Ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà (9) â äàííîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé

ȧ = A0a+ g0(µ,a), g0 = O(µ|a|+ |a|2), a = (a, a1, a+, a−)
⊤, (14)

ãäå (ñì., íàïðèìåð, [5])

A0 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 −iq 0
0 0 0 −iq

 .
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Òåîðåìà 2. [5] Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ (14) ïðèáëèæàþòìÿ äî ëþáîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî ïîðÿäêà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó µ ñèñòåìîé óðàâíåíèé â
êâàçè-íîðìàëüíîé ôîðìå

∂xα0 = α1,

∂xα1 = Φ(µ, α0, |z|2),
∂xz = izq + izΨ(µ, α0, |z|2),
∂xz

∗ = −iz∗q − iz∗Ψ(µ, α0, |z|2), (15)

ãäå Φ è Ψ � âåùåñòâåííûå ïîëèíîìû äàííîãî ïîðÿäêà:

Φ =

k∑
i

ci(µ)α
i
0 + d(µ)|z|2 + · · · , Ψ = γ0(µ) + γ1(µ)α0 + γ1|z|2 · · · ,

ïðè ýòîì, ïîñòîÿííûå ci, d, γ0,1,2 âû÷èñëÿþòñÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

(15) èìååò äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà |z|2 = K0 è α
2
1 − Φ̂ = H0, ∂α0Φ̂ = 2Φ

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.

• 1:1 ðåçîíàíñ. Â ýòîì ñëó÷àå [20]

u0 = Aϕ0 +Bϕ1 +A∗ϕ∗
0 +B∗ϕ∗

1,

Aϕ0 = iqϕ0, Aϕ1 = iqϕ1 + ϕ0,

ãäå (ñì. [18])

ϕ0 =


iq−1 th q
−th q
−iq th q

−ch qy/(q ch q)
ish qy/(q ch q),

 , ϕ1 =


q−1

i + iq−1 th q
−q − 2 th q

iy sh qy/(q ch q)
y ch qy/(q ch q),

 . (16)

Ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà (9) â äàííîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

ȧ = A0a+ g0(µ,a), g = O(µ|a|+ |a|2), a = (A,B,A∗, B∗)⊤. (17)

Èìååì òàêæå [20]

A0 =


iq 1 0 0
0 iq 0 0
0 0 −iq 1
0 0 0 −iq

 .

Òåîðåìà 3. [5] Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ (17) ïðèáëèæàþòñÿ ñèñòåìîé
â êâàçè-íîðìàëüíîé ôîðìå

∂xA = iqA+B + iAR
(
AA∗,

i

2
(AB∗ −A∗B)

)
,

∂xB = iqB +AQ
(
AA∗,

i

2
(AB∗ −A∗B)

)
+ iBR

(
AA∗,

i

2
(AB∗ −A∗B)

)
(18)
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âïëîòü äî ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîðÿäêà ïî µ. Çäåñü R è Q �
ïîëèíîìû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

R(µ, u,K0) = p1µ+ p2u+ p3K0 +O
(
(|µ|+ |u|+ |K0|)2

)
,

Q(µ, u,K0) = q1µ− q2u+ q3K0 +O
(
(|µ|+ |u|+ |K0|)2

)
.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (18) èìååò äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà

K0 =
i

2
(AB∗ −A∗B), H0 = |B|2 − S(µ, |A|2,K0), S =

|A|2∫
0

Q(µ, u,K0) du,

è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà.

5 Ñîëèòîíîïîäîáíûå âîëíû

5.1. Ïðîñòîé ðåçîíàíñ. Êëàññè÷åñêèå óåäèíåííûå âîëíû. Ïåð-
âûå äâà êîýôôèöèåíòà ïîëèíîìà Φ èìåþò âèä [18]

c1(µ) = µδ +O(µ2), c2(µ) = −3

2
δ +O(µ). (19)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòîãî ðåçîíàíñà δ > 0.
Ïðîèçâîäÿ çàìåíó

α0 = µβ0(ς), α1 = µν0β1(ς), ς = ν0x, ν0 = µ1/2δ1/2, (20)

ïîëó÷èì èç (12) â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî µ

∂ςβ0 = β1,

∂ςβ1 = signµ(β0 −
3

2
β20). (21)

Óðàâíåíèÿ (21) îáëàäàþò ïåðâûì èíòåãðàëîì

signµβ21 − (β20 − β30) = H0.

Äëÿ µ > 0, H0 = 0 èìååò ìåñòî ñîëèòîíîïîäîáíîå ðåøåíèå (21):

β0 = ch−2ς/2.

Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò êëàññè÷åñêóþ óåäèíåííóþ âîëíó.
Ïðîèçâîäÿ çàìåíó îáðàòíóþ (20), ïîëó÷èì â íèçøåì ïîðÿäêå ïî µ

α0 = µβ0 = µch−2ν0x/2.

Ôîðìà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé [18]

η = 1− µch−2ν0x/2 +O(µ2), (22)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âîëíà, îïèñûâàåìàÿ (22) åñòü âîëíà ïîíèæåíèÿ óðîâ-
íÿ.
Íà Ðèñ. 2 èçîáðàæåíà ôîðìà èçãèáíîé ïîâåðõíîñòíîé âîëíû � êëàñ-

ñè÷åñêîé óåäèíåííîé âîëíû � äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ áàññåéíà è ëåäÿíîãî ïîêðîâà.
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Ðèñ. 2. Ôîðìà ïîâåðõíîñòíîé èçãèáíî-ãðàâèòàöèîííîé
êëàññè÷åñêîé óåäèíåííîé âîëíû; H = 3 ì, h = 0.31 ì,
ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæåíèå σ0 = 105 í ì−2, µ = 0.01

5.2. Ðåçîíàííñ äëèííîé è êîðîòêîé âîëí. Îáîáùåííûå óåäè-

íåííûå âîëíû. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðåçîíàíñà äëèííîé è êîðîòêîé
âîëí δ < 0.
Äëÿ îáîáùåííîé óåäèíåííîé âîëíû µ < 0, z = 0, K0 = 0, H0 = 0 ïðè

ïîìîùè ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

α0 = µβ0(ζ), α1 = µβ1(ζ), ζ = ν0x, ν0 = |µσ̂|1/2 (23)

èç (15) è (19) äëÿ îáîáùåííîé óåäèíåííîé âîëíû èìååì

∂2ζβ0 + signµ(β0 −
3

2
β20) = O(µ), (24)

Èç (23) è (24) â íèçøåì ïðèáëèæåíèè ïî µ ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ
ôîðìû îáîáùåííîé óåäèíåííîé âîëíû

αs
0 = as0 = µ sech2

(
ν0x/2

)
, as1 = ∂xa

s
0. (25)

Ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåìû (15) â êâàçè-íîðìàëüíîé ôîðìå ê ïîëíîé
ïðèâåäåííîé ñèñòåìå (14) â àñèìïòîòèêå îáîáùåííîé óåäèíåííîé âîëíû
âîçíèêàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûé ÷ëåí ïî µ, âèäà [18]

η → ±C exp

(
− π√

|δ|
√

|µ|

)
sin qx, x→ ±∞,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âîçíèêíîâåíèå ïîäîáíîé ïåðèîäè÷åñêîé
àñèìïòîòèêè â îáîáùåííîé óåäèíåííîé âîëíå ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåìû â
êâàçè-íîðìàëüíîé ôîðìå (15) (êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò òîëüêî àëãåáðàè÷åñêè
ìàëûå ÷ëåíû ïî µ) ê ïðèâåäåííîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì
ðàññìàòðèâàåìîãî ðåçîíàíñà äëèííîé è êîðîòêîé âîëí [21].
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Ðèñ. 3. Õàðàêòåðíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè âîäà-ëåä äëÿ
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ îáîáùåííîé óåäèíåííîé âîëíû; h =
0.3 ì, H = 20 ì, σ0 = 105 í ì−2, ρ = 103 êã ì−3, µ = −0.01,
b0 = 0.0075.

Ôîðìà ïîâåðõíîñòè äëÿ îáîáùåííûõ óåäèíåííûõ âîëí èìååò âèä

η = 1 + |µ| ch−2(ν0x/2) +O(µ2). (26)

Â íèçøåì (è â ëþáîì àëãåáðàè÷åñêîì) ïîðÿäêå ïðèáëèæåíèÿ ïî µ îïè-
ñûâàåòñÿ óåäèíåííîé âîëíîé âîçâûøåíèÿ (ñì. Ðèñ. 3).

5.3. 1:1 ðåçîíàíñ. Óåäèíåííûå âîëíîâûå ïàêåòû è òåìíûå ñîëèòîíû.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â (18)

A = ρ0 exp i(qx+ θ0), B = ρ1 exp i(qx+ θ1) (27)

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (18) çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

ρ̇0 = ρ1 cosΘ

ρ̇1 = ρ0 cosΘQ(ρ20,K0)

Θ̇ = −
(
ρ0
ρ1
Q(ρ20,K0) +

ρ1
ρ0

)
sinΘ, (28)



A134 À.Ò. Èëüè÷åâ, À.Ñ. Ñàâèí

110 115.5 130

-0.09

0.05

0.1

q2 ✻

✲

H

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà q2 îò ãëóáèíû æèä-
êîñòèid H (â ìåòðàõ) äëÿ òîëùèíû ëüäà h = 1 ì è íà-
÷àëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â ëåäÿíîì ïîêðîâå σ0 = 105 í ì−2;
E = 5× 109 í ì−2, ν = 0.3, ρ = 1000 êã ì−3, g = 10 ì c−2

ãäå Θ = θ1 − θ0. Êîãäà K0 = ρ0ρ1 sinΘ = 0, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,
èìååì Θ = 0. Òîãäà ïåðâîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé (28) ïðèîáðåòàåò
âèä

ρ̈0 = µq1ρ0 − q2ρ
3
0. (29)

Âûðàæåíèå äëÿ ïîñòîÿííûõ q1 è q2 ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â [22]. Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (29) èìååò âèä

ρ0 =

√
2q1µ

q2
ch−1√µq1.

Âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåíîé A ïîëó÷àåòñÿ èç (27).
Ãðàôèê òèïè÷íîé çàâèñèìîñòè q2 îò ãëóáèíû H, ïîêàçàí íà Ðèñ. 4.

Èç Ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò q2 ìåíÿåò çíàê íà ãëóáèíå çíà÷åíèÿ,
ïðåâûøàþùèå íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ãëó-
áèíû, äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåíò q2 îòðèöàòåëåí, íåëèíåéíàÿ íåñóùàÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ âîëíà ìàëîé àìïëèòóäû óñòîé÷èâà è, êàê ñëåäñòâèå, ñè-
ñòåìà èìååò òàê íàçûâàåìûå �òåìíûå ñîëèòîíû� âìåñòî óåäèíåííûõ âîë-
íîâûõ ïàêåòîâ. Ýòè âîëíû ïîëó÷èëè ñâîå íàçâàíèå â íåëèíåéíîé îïòèêå
èç-çà òîãî ñâîéñòâà, ÷òî èõ èíòåíñèâíîñòü (ïðè îïòè÷åñêîì îñâåùåíèè)
ìèíèìàëüíà â öåíòðå âîëíû. Òåìíûé ñîëèòîí ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ïðî-
äóêòîì áîðû è ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà (17) â ñëó÷àå µ > 0, q2 > 0
èìååò ðåøåíèå òèïà óåäèíåííîãî âîëíîâîãî ïàêåòà, ãëàâíàÿ ÷àñòü êîòî-
ðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (29). Ýòî ðåøåíèå äàåò îòêëîíå-
íèå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà âîäà-ëåä ïî ôîðìóëå

η = 1± 2 th q

q2

√
2µq1
q2

ch−1√µq1x cos qx+O(|µ|3/2), (30)

Çíàê ïëþñ ïîñëå åäèíèöû îòâå÷àåò âîëíå âîçâûøåíèÿ óðîâíÿ, à ìèíóñ �
âîëíå ïîíèæåíèÿ óðîâíÿ. Íà Ðèñ. 5 ïîêàçàíà òèïè÷íàÿ ôîðìà èçãèáíî-
ãðàâèòàöèîííîé âîëíû � óåäèíåííîãî âîëíîâîãî ïàêåòà � äëÿ íåêîòîðûõ
ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âîäÿíîãî áàññåéíà è ëåäÿíîãî ïîêðîâà.
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1
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x

Ðèñ. 5. Ôîðìà ïîâåðõíîñòíîé èçãèáíî-ãðàâèòàöèîííîé
âîëíû � óåäèíåííîãî âîëíîâîãî ïàêåòà (q2 > 0) ïîíèæå-
íèÿ óðîâíÿ; ρ = 1000 êã ì−3, g = 10 ì ñåê−2, E = 5 · 109 í
ì−2, ν = 0.3, H = 55 ì, h = 1 ì, σ0 = 105 í ì−2 è µ = 0.005

Òåìíûé ñîëèòîí â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî µ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (29) ïðè q2 < 0, µ < 0

ρ0 = ±
√
q1µ

q2
th

√
−q1µ

2
x. (31)

Èç (27) è (31) ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà òåìíîãî ñîëèòîíà â ìëàäøåì ïðèáëè-
æåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

A = A0 = ±
√
q1µ

q2
th

√
−q1µ

2
x exp(iqx+ θ0). (32)

Ïîëîæèì â (32) θ0 = π/2. Çàìåòèì, ÷òî èç óðàâíåíèé (28) ñëåäóåò, ÷òî
B = O(µ), ò. å. ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî µ
ïî ñðàâíåíèþ ñ A.
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Èç âûðàæåíèÿ äëÿ îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè è (32) ñëåäóåò, ÷òî ïî-
âåðõíîñòíàÿ âîëíà � òåìíûé ñîëèòîí � â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî µ)
îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

η = 1± 2th q

q2

√
µq1
q2

th

√
−µq1
2

x sin qx (33)

Íà Ðèñ. 6 èçîáðàæåíà òèïè÷íàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòíîé âîëíû (33) � òåìì-
íîãî ñîëèòîíà � äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, õàðàê-
òåðèçóþùèõ âîäíûé áàññåéí è ëåäÿíîé ïîêðîâ.
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Ðèñ. 6. Ôîðìà ïîâåðõíîñòíîé èçãèáíî-ãðàâèòàöèîííîé
âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùåé òåìíîìó ñîëèòîíó âîçâûøåíèÿn
(q2 < 0) ; H = 129 ì, µ = −0.005, äðóãèå ïàðàìåòðû èìå-
þò çíà÷åíèÿ, êàê íà Ðèñ. 5

6 Ïîëå ñêîðîñòåé â ñëîå æèäêîñòè è òðàåêòîðèè æèäêèõ
÷àñòèö

Îòìåòèì î÷åâèäíîå ñâîéñòâå äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö æèäêîñòè
â ñòîëáå æèäêîñòè, îñíîâàííîì íà ñâîéñòâàõ ñèììåòðèè è íåïðåðûâíî-
ñòè.
Äâèæåíèå äîëæíî ïðîèñõîäèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ ñèììåò-
ðè÷íîé âîëíû (îòíîñèòåëüíî öåíòðà ýòîé âîëíû) òðàåêòîðèÿ ÷àñòè-
öû, ãåíåðèðóåìàÿ ýòîé âîëíîé, â ñâîþ î÷åðåäü, èìåëà âåðòèêàëüíóþ îñü
ñèììåòðèè.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñìåùåíèå ÷àñòèöû ïðè ïðîõîæäåíèè ïîâåðõíîñò-

íîé âîëíû äîëæíî áûòü ãîðèçîíòàëüíûì.
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Èç (4) ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå ñîñòàâëÿþùèõ ôàêòè÷åñêîé ñêî-
ðîñòè (u, v)⊤ ÷åðåç êîìïîíåíòû âñïîìîãàòåëüíîé ñêîðîñòè (w2, w2)

⊤ äà-
åòñÿ ôîðìóëîé

u =

√
1 + 2w1

1 + w2
, v = w2

√
1 + 2w1

1 + w2
. (34)

Èç (34), â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî µ èìååì

u = 1 + w1 −
w2

2
, v = w2. (35)

Íàïîìíèì, ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàí-
íîé ñ âîëíîé (êîòîðàÿ äâèæåòñÿ íàëåâî). ×òîáû ïåðåéòè ê ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà , ãäå æèäêîñòü ïîêîèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, íåîáõîäèìî
ïðîèçâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå x → x + t è u → u − 1. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
òðàåêòîðèé ÷àñòèö â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, èìååì

dx

dt
= u,

dz

dt
= v. (36)

6.1. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö æèäêîñòè â ïîëå êëàññè÷åñêîé óåäè-

íåííîé âîëíû. Äëÿ êëàññè÷åñêîé óåäèíåííîé âîëíû (22) â ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìå îò÷åòà, ïîëó÷èì â ñîîòâåòñòâèè ñ (10) â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè ïî µ

u = µ ch−2

(√
δµ

2
(x+ t)

)
− µ3/2δ1/2

2
z ch−3

(√
δµ

2
(x+ t)

)
sh

(√
δµ

2
(x+ t)

)
,

v = w2 = µ3/2δ1/2z ch−3

(√
δµ

2
(x+ t)

)
sh

(√
δµ

2
(x+ t)

)
. (37)

Ñêîðîñòè u è v â ïîëå ïîâåðõíîñòíîé âîëíû (22) ñ òî÷íîñòüþ äî ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìàëûõ ïî àìïëèòóäå âîëíû îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåìè
(37).
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (36) ðåøàëàñü ÷èñëåííî äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïðèâå-

äåííûõ íà Ðèñ. 2 è ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé ÷àñòèöû ïî ãîðè-
çîíòàëè x(0) è ïî âåðòèêàëè (ãëóáèíû, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ÷àñòèöà)
y(0). Íà Ðèñ. 7 ïðèâåäåíû òðàåêòîðèè ÷àñòèö ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòíîé óåäèíåííîé âîëíû, åñëè x(0) = −6, à y(0) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
0.25 è 0.75.

6.2. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö æèäêîñòè â ïîëå îáîáùåííîé óåäèíåí-

íîé âîëíû. Äëÿ îáîáùåííîé óåäèíåííîé âîëíû (26) â ñîîòâåòñòâèè ñ
(13), (25) â íèçøåì ïîðÿäêå µ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååì

w1 = µch−2
(ν0
2
(x+ t)

)
, w2 = zµν0 ch

−3
(ν0
2
(x+ t)

)
sh
(ν0
2
(x+ t)

)
.(38)
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-6 -5.99 -5.98 -5.97 -5.96 -5.95 -5.94

0.2475

0.248

0.2485

0.249

0.2495

0.25

-6 -5.99 -5.98 -5.97 -5.96 -5.95 -5.94

0.742

0.743

0.744

0.745

0.746

0.747

0.748

0.749

0.75

Ðèñ. 7. Òðàåêòîðèÿ, êîòîðóþ îïèñûâàåò ÷àñòèöà â ðå-
çóëüòàòå ïðîõîæäåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé óåäèíåííîé âîëíû,
ïàðàìåòðû êîòîðîé îáîçíà÷åíû íà Ðèñ. 2. Âîëíà äâèæåò-
ñÿ íàëåâî, íà÷àëüíîå ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû
ðàñïîëîæåíî íà ðàññòîÿíèè ïðèìåðíî äâóõ äëèí âîëí îò
ãîðáà âîëíû (x(0) = −6); ïî âåðòèêàëè 0.25 (ëåâàÿ èëëþ-
ñòðàöèÿ) è 0.75 (ïðàâàÿ èëëþñòðàöèÿ.

Èç (35) è (38) â íèçøåì ïîðÿäêå ïî µ ìû ïîëó÷àåì

u = µ ch−2
(ν0
2
(x+ t)

)
− µν0

2
z ch−3

(ν0
2
(x+ t)

)
sh
(ν0
2
(x+ t)

)
,

v = w2 = µν0z ch
−3
(ν0
2
(x+ t)

)
sh
(ν0
2
(x+ t)

)
. (39)

Ñêîðîñòè u è v â ïîëå ïîâåðõíîñòíîé âîëíû (26) â íèçøåì ïðèáëèæåíèè
ïî µ îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì (39).
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (36) ðåøàëàñü ÷èñëåííî äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïðèâå-

äåííûõ íà Ðèñ. 3 è ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé ÷àñòèöû ïî ãîðè-
çîíòàëè x(0) è ïî âåðòèêàëè (ãëóáèíû, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ÷àñòè-
öà) z(0) = y(0) + O(µ). Íà Ðèñ. 8 ïðèâåäåíû òðàåêòîðèè ÷àñòèö ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé óåäèíåííîé âîëíû, åñëè x(0) = −40, à z(0)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0.25 è 0.75.

6.3. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö æèäêîñòè â ïîëå óåäèíåííîãî âîëíîâî-

ãî ïàêåòà. Äëÿ óåäèíåííîãî âîëíîâîãî ïàêåòà (30), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
íåëèíåéíûì ïðîäóêòîì 1:1 ðåçîíàíñà (q2 > 0), â ñîîòâåòñòâèè ñ (16) â
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x

0.251

0.2525

z

✲
−40.23 −40

✻

x

0.751

0.754

0.757

z

✲
−40.25 −40

✻

Ðèñ. 8. Òðàåêòîðèÿ, êîòîðóþ îïèñûâàåò ÷àñòèöà â ðå-
çóëüòàòå ïðîõîæäåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé óåäèíåííîé âîëíû,
ïàðàìåòðû êîòîðîé îáîçíà÷åíû íà Ðèñ. 3. Âîëíà äâèæåò-
ñÿ íàëåâî, íà÷àëüíîå ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû
ðàñïîëîæåíî íà ðàññòîÿíèè ïðèìåðíî äëèíû âîëíû îò
ãîðáà âîëíû (x(0) = −40); ïî âåðòèêàëè y(0) ≈ 0.75 (ëå-
âàÿ èëëþñòðàöèÿ) è y(0) ≈ 0.25 (ïðàâàÿ èëëþñòðàöèÿ.

ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, èìååì (â íèçøåì ïðèáëèæåíèè ïî µ)

w1=− = −cosh qz/(q ch q)(±2

√
2µq1
q2

ch−1√µq1(x+t) cos q(x+t)),

w2 = −z sh qz/(q ch q)(±2

√
2µq1
q2

ch−1√µq1(x+t) sin q(x+t)). (40)

Èç (35) è (40) â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî µ, ïîëó÷èì

u = −ch qz/(q ch q)
(
±2

√
2µq1
q2

ch−1√µq1(x+ t) cos q(x+ t)
)
+

+sh qz/(q cosh q)(±
√

2µq1
q2

ch−1√µq1(x+ t) sin q(x+ t)),

v = − sh qz/(q sh q)(±2

√
2µq1
q2

ch−1√µq1(x+ t) sin q(x+ t)). (41)

Çíàê ïëþñ â ñêîáêàõ ðàâåíñòâ (41) îòâå÷àåò âîëíå ïîíèæåíèÿ óðîâíÿ, à
çíàê ìèíóñ � âîëíå ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (36) áûëà ðåøåíà ÷èñëåííî äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïî-

êàçàííûõ íà Ðèñ. 5, è ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé ÷àñòèöû ïî ãî-
ðèçîíòàëè x(0) è âåðòèêàëè (ãëóáèíà, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà)
y(0). Íà ðèñ. 9 ïîêàçàí òèïè÷íûé ïðèìåð ôîðìû ýâîëþöèè òðàåêòî-
ðèé âî âðåìåíè t ÷àñòèöû, ðàñïîëîæåííîé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ñëåâà îò öåíòðà âîëíû âîçâûøåíèÿ ïðèìåðíî íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîì ïî-
ëîâèíå äëèíû âîëíû (èç-çà òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû èç
ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ
êîîðäèíàòà öåíòðà âîëíû ðàâíà íóëþ) x(0) = −26 è íà ôèêñèðîâàííîé
ãëóáèíå y(0) = 0.75. Èç ýòîãî ðèñóíêà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà-
÷åíèÿõ âðåìåíè òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â íà÷àëüíîé òî÷êå,
äîñòàòî÷íî óäàëåííîé îò öåíòðà âîëíû, íà÷èíàåò çàêðó÷èâàòüñÿ ïðîòèâ
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÷àñîâîé ñòðåëêè. Çàòåì, âî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ âîëíû (ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè), ðàäèóñ �çàêðó÷èâàíèÿ� òðàåêòîðèè äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ è íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ äî íóëÿ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó íà÷àëüíîé
è êîíå÷íîé òî÷êàìè òðàåêòîðèè, î÷åâèäíî, íå ðàâíî íóëþ, ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî äðåéô ÷àñòèö ïðîèñõîäèò âî âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ïîâåðõíîñòíîé âîëíû.

Ðèñ. 9. Òðàåêòîðèÿ æèäêîé ÷àñòèöû â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè, íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå x(0) = −26, y(0) =
0.75 â ðàçíûå ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè; t = 10,
t = 20, t = 25, t = 30, t =40, t =60 (ñëåâà íàïðàâî è ñâåðõó
âíèç). Îòêëîíåíèå îñè òðàåêòîðèè îò âåðòèêàëè, ñâÿçàí-
íîå ñ ïîãðåøíîñòüþ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ, èãíîðèðóåòñÿ

6.4. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö æèäêîñòè â ïîëå òåìíîãî ñîëèòîíà.

Äëÿ òåìíîãî ñîëèòîíà (33), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ïðîäóêòîì
1:1 ðåçîíàíñà (q2 < 0), â ñîîòâåòñòâèè ñ (16) â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà, èìååì (â íèçøåì ïðèáëèæåíèè ïî µ)

w1=−ch qz/(q cosh q)(A0+A
∗
0) = ±2

√
q1µ

q2

ch qz

qcosh q
th

√
−q1µ

2
(x+ t) sin q(x+ t)

w2=i sinh qz/(q cosh q)(A0−A∗
0) = ∓2

√
q1µ

q2

sinh qz

qcosh q
th

√
−q1µ

2
(x+ t) cos q(x+ t)

(42)
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (32), (35) è (42) â ïåðâì ïîðÿäêå ïî µ, èìåì

u = ±[2

√
q1µ

q2

ch qz

qch q
th

√
−q1µ

2
(x+ t) sin q(x+ t) +

+

√
q1µ

q2

sh qz

qch q
th

√
−q1µ

2
(x+ t) cos q(x+ t)]

v = ∓2

√
q1µ

q2

sh qz

qch q
th

√
−q1µ

2
(x+ t) cos q(x+ t) (43)

Çíàê ïëþñ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (43) îòâå÷àåò âîëíå ïîíèæåíèÿ
óðîâíÿ, à çíàê ìèíóñ � âîëíå ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ. Äëÿ ïàðàìåòðîâ h, H,
σ0, ρ è µ îòâå÷àþùèõ òåìíîìó ñîëèòîíó, ôîðìà êîòîðîãî ïîêàçàíà íà
Ðèñ. 6, èìååì V0 = 16.18ì/ñ, q = 6.707, q1 = 6.21, q2 = −0.077 < 0.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (36) ðåøàëàñü ÷èñëåííî äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïîêàçàí-

íûõ íà Ðèñ.5 è ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé ÷àñòèöû ïî ãîðèçîí-
òàëè x(0) è âåðòèêàëè (ãëóáèíà, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà) y(0).
Íà Ðèñ 10 ïîêàçàí òèïè÷íûé ïðèìåð ôîðìû ýâîëþöèè òðàåêòîðèé âî
âðåìåíè t ÷àñòèöû, ðàñïîëîæåííûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñëå-
âà îò öåíòà âîëíû ïîíèæåíèÿ óðîâíÿ íà ðàññòîÿíèè ïðèìåðíî ðàâíîì
ðàññòîÿíèþ, ïðè êîòîðîì òåìíûé ñîëèòîí âûõîäèò íà ïåðèîäè÷åñêóþ
àñèìïòîòè÷åñêóþ âîëíó ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû.
Èç Ðèñ. 10 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè òðàåêòîðèÿ ÷à-

ñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â íà÷àëüíîé òî÷êå, äîñòàòî÷íî óäàëåííîé îò öåíòðà
âîëíû, íà÷èíàåò çàêðó÷èâàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à ðàäèóñ âðà-
ùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ. Çàòåì, êîãäà
öåíòð âîëíû ïðîõîäèò íàä ÷àñòèöåé, ðàäèóñ ïîâîðîòà òðàåêòîðèè ñíîâà
íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ äî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, ïðè ýòîì óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ êàðòèíà ýâîëþöèè òðàåêòîðèè, ïîñêîëüêó ïåðèî-
äè÷åñêàÿ (èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ) âîëíà ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû ðàñ-
ïîëàãàåòñÿ íàä ÷àñòèöåé â çíà÷èòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Æèäêàÿ ÷à-
ñòèöà, â òî æå âðåìÿ, äâèæåòñÿ ïî ñïèðàëè è èñïûòûâàåò ñëàáûé äðåéô:
ãîðèçîíòàëüíî âäîëü íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû (âëåâî), à ïî
âåðòèêàëè � ê ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Âåðòèêàëüíûé äðåéô ÿâëÿåòñÿ èñ-
êóññòâåííûì ñëåäñòâèåì àïïðîêñèìàöèè (êàê íàïèñàíî âûøå), è ìû åãî
äàëåå èãíîðèðóåì.

7 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíû òðàåêòîðèè æèäêèõ ÷àñòèö â ïîëå íåëè-
íåéíûõ áåãóùèõ âîëí, ÿâëÿþùèåñÿ íåëèíåéíûì ïðîäóêòîì òðåõ ðåçî-
íàíñîâ ëèíåéíîé ÷àñòè îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìîäåëè: ïðîñòîãî ðåçîíàí-
ñà, ðåçîíàíñà äëèííîé è êîðîòêîé âîëí è 1:1 ðåçîíàíñà. Ýòè âîëíû ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòü-ëåä â ñëîå èäåàëüíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîä ëåäÿíûì ïîêðîâîì. Âîëíîâûå ïðîöåññû â
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Ðèñ. 10. Ôîðìà òðàåêòîðèé æèäêîé ÷àñòèöû â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå x(0) = −20,
y(0) = 0.75 â ïîëå ïîâåðõíîñòíîãî òåìíîãî ñîëèòîíà ñ ïà-
ðàìåòðàìè, ïðèâåäåííûìè íà Ðèñ. 5 â ðàçëè÷íûé ìîìåí-
òû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè: t = 10, 20, 25, 30, 40, 60 (ñëå-
âà íàïðàâî è ñâåðõó âíèç). Ñëàáîå îòêëîíåíèå òðàåêòîðèè
îò âåðòèêàëè, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ, ïðîèãíîðèðîâàíî

æèäêîñòè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà ñ äîïîëíèòåëüíûì ïîâåðõ-
íîñòíûì äàâëåíèåì, âûçâàííûì ïðèñóòñòâèåì ëüäà, êîòîðûé ìîäåëè-
ðóåòñÿ óïðóãîé ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïëàñòèíîé Êèðõãîôà-Ëÿâà,
ñâîáîäíî ïëàâàþùåé íà ïîâåðõíîñòè. ×òîáû îïðåäåëèòü ñòðóêòóðû ïî-
âåðõíîñòíûõ âîëí, èíäóöèðóþùèå ðàññìàòðèâàåìîå âîëíîâîå ïîëå ñêî-
ðîñòè â ñòîëáå æèäêîñòè, íåîáõîäèìî ðåøèòü, ïî êðàéíåé ìåðå àñèìïòî-
òè÷åñêè, îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè. Ýòè ðåøåíèÿ òèïà êëàññè÷åñêîé è
îáîáùåííîé óåäèíåííûõ âîëí, óåäèíåííîãî âîëíîâîãî ïàêåòà è òåìíîãî
ñîëèòîíà èçâåñòíû, è ïðîöåäóðà èõ ïîëó÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå
ñêîðîñòåé êðàòêî ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüå.
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Óðàâíåíèÿ äëÿ áåãóùèõ âîëí â æèäêîñòè ïîä ëåäÿíûì ïîêðîâîì
(
êîòîðûå

ëîêàëüíî ìîãóò áûòü çàïèñàíû â îïåðàòîðíîé ôîðìå (5)
)
äîïóñêàþò

ïðîåêöèþ íà öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå � ëîêàëüíîå íåëèíåéíîå ìíîãî-
îáðàçèå êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè â áåñêîíå÷íîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñèñòåìû, ãäå íàõîäÿòñÿ îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì áàçîâàÿ
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñû-
âàþùàÿ áåãóùèå âîëíû, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå êîíå÷íîìåðíîé äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû (â âèäå òàê íàçûâàåìûõ ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé). Â ñòàòüå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ðàçìåðíîñòü öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ðàâíà äâóì è ÷åòûðåì, ÷òî îòâå÷àåò ïðîñòîìó ðåçîíàíñó, à òàêæå ðåçî-
íàíñó äëèííîé è êîðîòêîé âîëíû è 1 : 1 ðåçîíàíñó, ñîîòâåòñòâåííî. Â
ýòèõ ñëó÷àÿõ öåíòðàëüíûå ñïåêòðû îïåðàòîðà A â (5) ñîñòîÿò èç äâóõ è
÷åòûðåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (äâóõ ïàð, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò), êîòîðûå ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè âîëíû ïðèõîäÿò ñ
ìíèìîé îñè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, ïîïàðíî ñîâïàäàÿ íà êîìïëåêñíîé
îñè (èëè, â ñëó÷àå ðåçîíàíñà äëèííîé è êîðîòêîé âîëí ïîïàðíî ñîâïàäà-
åò äâà èç ÷åòûðåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé öåíòðàëüíîãî ñïåêòðà). Áûñòðî
óáûâàþùèå âîëíîâûå ñòðóêòóðû, îáîáùåííûå óåäèíåííûå âîëíû è òåì-
íûå ñîëèòîíû îòâåòâëÿþòñÿ îò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ â ïðî-
ñòðàíñòâå ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëå-
æàùèå öåíòðàëüíîìó ñïåêòðó A, ïîïàðíî ñîâïàäàþò. Äðóãèìè ñëîâàìè,
áèôóðêàöèÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ïðîèñõîäèò â ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ
öåíòðàëüíîãî ñïåêòðà êðàòíîñòè 2. Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ðåçîíàíñà è ðåçî-
íàíñà äëèííîé è êîðîòêîé âîëí ìíîæåñòâî, ãäå ñîâïàäàþò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ öåíòðàëüíîãî ñïåêòðà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ, à â ñëó÷àå 1 : 1
ðåçîíàíñà, ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõ-
íîñòü (8) â ïðîñòðàíñòâå, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîì êâàäðàòó ÷èñëà
Ôðóäà λ, áåçðàçìåðíîìó íà÷àëüíîìó íàïðÿæåíèþ â ëåäÿíîé ïëàñòèíå b
è áåçðàçìåðíîé æåñòêîñòè ïëàñòèíû íà èçãèá γ.
Óïîìÿíóòûå âîëíîâûå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ðåäóöèðîâàí-

íûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà öåíòðàëüíîì ìíî-
ãîîáðàçèè. Ýòè óðàâíåíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ äî ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêî-
ãî ïîðÿäêà ïî àìïëèòóäå âîëíû óðàâíåíèÿìè â íîðìàëüíîé ôîðìå, êîòî-
ðûå â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ, ïðîñòîãî ðåçîíàíñà, ðåçîíàíñà äëèííîé
è êîðîòêîé âîëí è 1 : 1 ðåçîíàíñà ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè, äîïóñêàÿ
íåîáõîäèìîå ÷èñëî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, íàõîäÿùèõñÿ â èíâîëþöèè. Òà-
êèì îáðàçîì, ðåøåíèå �óñå÷åííûõ óðàâíåíèé� â êâàçèíîðìàëüíîé ôîð-
ìå ñ ëþáûì àëãåáðàè÷åñêèì ïîðÿäêîì ïî àìïëèòóäå, â ïðèíöèïå, ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî â ÿâíîì âèäå.
Êëàññè÷åñêèå óåäèíåííûå âîëíû èìåþò ìåñòî ïðè áîëüøèõ áåçðàç-

ìåðíûõ íàïðÿæåíèÿõ â ëåäîâîé ïëàñòèíå, êîãäà ÷èñëî b � àíàëîã ÷èñëà
Áîíäà äëÿ ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíûõ âîëí � áîëüøå 1/3. Ýòî íåðàâåí-
ñòâî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ñîîòíîøåíèå òîëùèíû ëüäà è ãëóáèíû
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ñëîÿ æèäêîñòè ïðè ôèçè÷åñêè ðåàëüíîì íàïðÿæåíèè â ëåäÿíîì ïîêðî-
âå. È ðàçóìååòñÿ, óêàçàííîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ
òîëüêî íà÷àëüíûå ðàñòÿæåíèÿ â ëåäÿíîì ïîêðîâå (b > 0).
Äëÿ ðåçîíàíñà äëèííîé è êîðîòêîé âîëí (b < 1/3 � ëþáîå, â òîì ÷èñ-

ëå è îòðèöàòåëüíîå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîìó ñæàòèþ ïëàñòèíû),
ðåçóëüòèðóþùåå ðåøåíèå �óñå÷åííîé ñèñòåìû� òèïà îáîáùåííîé óåäè-
íåííîé âîëíû ïðè ïåðåõîäå ê ïîëíîé ïðèâåäåííîé ñèñòåìå ïðèîáðåòà-
åò ïåðèîäè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó íà áåñêîíå÷íîòè ýêñïîíåíöèàëüíî ìà-
ëîé àìïëèòóäû, åñëè ìàëîñòü ñàìîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ïî
àìïëèòóäå. Òàê ÷òî ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïî ìàëîé àì-
ïëèòóäå äàåò óåäèíåííóþ âîëíó (â äàííîì ñëó÷àå âîçâûøåíèÿ óðîâíÿ).
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, òåìíûå ñîëèòîíû âîçíèêàþò ïðè îòðèöàòåëü-

íûõ çíà÷åíèÿõ q2 (ýòî ÷èñëî, ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðè âå-
äóùåé íåëèíåéíîñòè â óðàâíåíèÿõ äëÿ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû). Ïðè
q > q∗ > 0 êîýôôèöèåíò q2 ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì; ïðè q < q∗,
q2 > 0 òåìíûå ñîëèòîíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûì ïðîäóêòîì áî-
ðû è ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû, çàìåùàþòñÿ óåäèíåííûìè âîëíîâûìè ïàêå-
òàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíàìè ïîä áûñòðî óáû-
âàþùåé îãèáàþùåé; ñêîðîñòü ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ïîä îãèáàþùåé
ðàâíà ñêîðîñòè îãèáàþùåé. Äëÿ âîëí ïîä ëåäÿíûì ïîêðîâîì ñ ôèêñèðî-
âàííîé òîëùèíîé ëüäà ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ ãëóáèíà æèäêîñòè Hc,
âûøå êîòîðîé áîëüøå íåò ðåøåíèé òèïà óåäèíåííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ,
à ïðè µ < 0 âîçíèêàþò òåìíûå ñîëèòîíû.
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