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Abstract: Block preconditioned iterative conjugate gradient methods
for solving the three-dimensional Stokes problem are investigated.
A formulation with a computational domain in the form of a
parallelepiped is considered. �Standard� approximations on a cubic
staggered grid, seven-point and two-point for the Laplace and
derivative operators are used. The resulting saddle-type SLAE is
regularized to ensure the uniqueness of the solution. The block
preconditioner is constructed by the method of incomplete factorization
with diagonal compensation and using band approximations for
matrices inverse to the Schur complement and the grid Laplace
operator, as well as using an algebraic multigrid algorithm. Examples
of numerical experiments on a representative series of methodological
problems using parallel algorithms on di�erent numbers of processors
are given. The issues of generalizing the proposed approaches to
broader classes of problems are considered.
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1 Ââåäåíèå

Çàäà÷à Ñòîêñà, ïîëó÷àåìàÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ïðè
ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ôëþèäà, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ
ãèäðîìåõàíèêè, ðåøåíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî èñ-
ñëåäîâàíèé, ñì. ìîíîãðàôèè è îáçîðíûå ðàáîòû [1] - [6]. Ìû ðàññìîòðèì
å¼ â êëàññè÷åñêîé áåçäèâåðãåíòíîé ïîñòàíîâêå äëÿ òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ:

∂ρu

∂t
− µ∆u+∇p = f(−→r ), div u = 0, r ∈ Ω, u = (u1, u2, u3), (1)

ãäå ρ, µ � ïðåäïîëàãàåìûå äëÿ ïðîñòîòû ïîñòîÿííûìè ïëîòíîñòü è äè-
íàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, à äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè u íà ãðàíèöå Γ è äëÿ äàâ-
ëåíèÿ â îáëàñòè Ω âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u|Γ = g(r),

∫
Ω

pdr = 0, (2)

îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ

u ∈
(
H1

0 (Ω)
)3

, p ∈ L2
0(Ω) [1]. Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî íà ãðàíèöå

æèäêîñòè ñ òâåðäîé íåïîäâèæíîé ñòåíêîé çàäàåòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ
g(r) = 0.
Äëÿ ïðîñòîòû ðàñ÷¼òíóþ îáëàñòü ïðåäïîëàãàåì ïàðàëëåëåïèïåäîì.

Èñõîäíóþ çàäà÷ó (1) - (2) àïïðîêñèìèðóåì íà êóáè÷åñêîé ñìåù¼ííîé
ñåòêå ñ øàãîì h, â êîòîðîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè îïðåäåëåíû â
öåíòðàõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ èì ñåòî÷íûõ ãðàíåé, à äàâëåíèå � â öåíòðàõ
ñåòî÷íûõ ÿ÷ååê (xi = ih, yj = jh, zk = kh):

ux = u1(xi, yj+1/2, zk+1/2), uy = u2(xi+1/2, yj , zk+1/2),

uz = u3(xi+1/2, yj+1/2, zk), p = p(xi+1/2, yj+1/2, zk+1/2),

i = 0, 1, . . . , N1; j = 0, 1, . . . , N2; k = 0, 1, . . . , N3.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �ñòàíäàðòíûõ� íåÿâíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ (èëè
êîíå÷íî-îáú¼ìíûõ, èëè ïðîñòåéøèõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ [7]) àïïðîêñè-
ìàöèé çàäà÷è (1) - (2) ìû ïîëó÷àåì ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñåäëîâîãî òèïà, êîòîðàÿ â ìàòðè÷-
íîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

Au =

[
∆ ∇
∇⊤ 0

] [
u
p

]
=

[
f
0

]
= f, u = (u1, u2, u3), f = (f1, f2, f3). (3)

Çäåñü è äàëåå ñèìâîëû ∆ è ∇ îáîçíà÷àþò ìàòðèöû, ïîëó÷àåìûå â
ðåçóëüòàòå ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ (äëÿ Ëàïëàñà � ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðèëèïà-
íèÿ äëÿ ñêîðîñòè (2), ôàêòè÷åñêè ýòîò îïåðàòîð âêëþ÷àåò ó÷¼ò êîýôôè-
öèåíòà µ è àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, êîòîðàÿ óñèëèâàåò
åãî äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå). Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñåòî÷íûå
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ôóíêöèè, èëè ïîäâåêòîðû, u1, u2, u3, p èìåþò ðàçëè÷íûå ðàçìåðíîñòè, ò.
å.

u1 ∈ RNx , u2 ∈ RNy , u3 ∈ RNz , p ∈ RNp ,

Nx = (N1 − 1)N2N3, Ny = N1(N2 − 1)N3, Nz = N1N2(N3 − 1),

Np = N1N2N3,

îáùèé ïîðÿäîê ìàòðèöû A ïðè ýòîì ðàâåí N = N1 + N2 + N3 + Np ≡
Nu +Np. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âåêòîð

u0 =

(
0

ep

)
, ep = {1} ∈ RNp (4)

åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèé å¼ íóëåâîìó ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó, ïðè÷¼ì îíî íå ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì, ñì. [2] - [5], [14].
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ÑËÀÓ (3) íåîáõîäèìî óñëîâèå îð-

òîãîíàëüíîñòè (f, e) = 0, e = {1} ∈ RN , a åñëè âåêòîð u =
(
u
p

)
åñòü

ðåøåíèå ÑËÀÓ (3) è åãî ïîäâåêòîð p îðòîãîíàëåí ñîîòâåòñòâóþùåìó
ïîäïðîñòðàíñòâó ÿäðà ìàòðèöû A, ò. å. (p, ep) = 0, òî òàêîå ðåøåíèå
åäèíñòâåííî.
Ïðè âûáèðàåìîé íàìè ïîñëåäîâàòåëüíî-åñòåñòâåííîé íóìåðàöèè ðàç-

íûõ òèïîâ òî÷åê îïðåäåëåíèÿ ïîäâåêòîðûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû∆,∇,∇⊤

ïðèìóò áëî÷íóþ ôîðìó, è ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÑËÀÓ (3) çàïèñû-
âàåòñÿ êàê

Aw =


∆1 0 0 ∇1

0 ∆2 0 ∇2

0 0 ∆3 ∇3

∇⊤
1 ∇⊤

2 ∇⊤
3 0



u1
u2
u3
p

 =


f1
f2
f3
0

 . (5)

Â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöû ∆l, l = 1, 2, 3, ÿâëÿþòñÿ ñåìè-
äèàãîíàëüíûìè, ñèììåòðè÷íûìè è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûìè (ñ. ï. î),
à ∇l � òðåóãîëüíûìè äâóõäèàãîíàëüíûìè. Ñîâðåìåííûå ïðàêòè÷åñêèå
òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îáóñëàâëèâàþò âûñîêèå ïî-
ðÿäêè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà (5), äî íåñêîëüêèõ ìèëëèàðäîâ (N ≈
109), ÷òî äåëàåò âîñòðåáîâàííûì ïîñòðîåíèå âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ
èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, â òîì ÷èñëå ñ èõ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì íà ìíî-
ãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ (ÌÂÑ) ñ ðàñïðåäåë¼ííîé è
èåðàðõè÷åñêîé ïàìÿòüþ.
Ñðåäè áîëüøîãî ÷èñëà ñîâðåìåííûõ ïóáëèêàöèé íà äàííóþ òåìó (ñì.,

íàïðèìåð, [8] - [14]) îáùàÿ òåíäåíöèÿ èññëåäîâàíèé íàïðàâëåíà íà èñ-
ïîëüçîâàíèå ïðåäîáóñëîâëåííûõ ìåòîäîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëî-
âà [6]. Äëèòåëüíîå âðåìÿ ïîïóëÿðíîñòüþ ïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû òèïà
SIMPLE (semi-implicit method for pressure-linked equations) è âàðèàíòû
ìåòîäà Óçàâû [1]. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé Ñòîê-
ñà òàêæå ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãîñåòî÷íûå ïîäõîäû, ñì. [12, 13].
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Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ìû èññëåäóåì ìåòîä ñîïðÿæ¼í-
íûõ ãðàäèåíòîâ ñ ïðèìåíåíèåì äåôëÿöèè [15], â öåëÿõ îáåñïå÷åíèÿ ñâîé-
ñòâà îðòîãîíàëüíîñòè äàâëåíèÿ (2) íà êàæäîé èòåðàöèè. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ òàêæå ïîäõîä ñ ðåãóëÿðèçàöèåé ñåäëîâîé ìàòðèöû, àíàëîãè÷íûé
ðàçðàáîòàííîìó â [16] ïðè ðåøåíèè âûðîæäåííîé çàäà÷è Íåéìàíà. Â
êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà áëî÷íîé íåïîëíîé
ôàêòîðèçàöèè, â êîòîðîé îïåðàòîðû Ëàïëàñà è äîïîëíåíèÿ Øóðà àï-
ïðîêñèìèðóþòñÿ èëè ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèÿ ðåäêîé îáðàòíîé ìàòðè-
öû (SPAI, [17]), èëè �÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèì� ìíîãîñåòî÷íûì àëãîðèòìîì
íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè, ïðåäëîæåííûì â [18].
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï. 2 èçëàãàþò-

ñÿ ïðåäîáóñëîâëåííûå ìåòîäû ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ, â òîì ÷èñëå ñ
óñêîðåíèåì ïðè ïîìîùè ðåãóëÿðèçàöèè ÑËÀÓ è ïðèìåíåíèè äåôëÿöèè
ê èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó. Ï. 3 ïîñâÿù¼í îïèñàíèþ ïðåäîáóñëàâëèâàþ-
ùèõ ìàòðèö ñ ïîìîùüþ ïîäõîäîâ SPAI è AMG, à â ïîñëåäíåì ïóíêòå
îáñóæäàþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ
ðàñïàðàëëåëèâàíèåì àëãîðèòìîâ íà ðàçëè÷íîì ÷èñëå ïðîöåññîâ.

2 Áëî÷íûé ïðåäîáóñëîâëåííûé ìåòîä ñîïðÿæ¼ííûõ

ãðàäèåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòîêñà

Îïðåäåëèì àëãåáðàè÷åñêóþ ðåãóëÿðèçîâàííóþ çàäà÷ó Ñòîêñà êàê ÑËÀÓ,
ÿâëÿþùóþñÿ îáîáùåíèåì (3):

Aγu =

[
A1,1 ∇
∇⊤ γA2,2

] [
u
p

]
=

[
f
0

]
, (6)

ãäå A1,1 = ∆ + ∇K∇⊤, A2,2 = ME, E = {1} ∈ RNp,Np åñòü ìàòðèöà
ñ åäèíè÷íûìè êîìïîíåíòàìè, K ∈ RNu,Nu è M ∈ RNp,Np � íåêîòîðûå
ñ.ï.î. - ìàòðèöû, à γ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Â ñèëó
ñâîéñòâ ìàòðèöû ãðàäèåíòà ∇ep = 0 ìîæíî ïîêàçàòü ñëåäóþùèå äâà
ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 1. Ìàòðèöà Aγ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè γ ⩾ γ0 >
0 èìååò ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî
(íóëåâîãî), ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîìó âåêòîðó u0 èç (4). ÑËÀÓ
(6) ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ïðè óñëîâèè (f, u0) = 0.

Òåîðåìà 2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (6) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå îáëàäàåò óñëîâèåì îðòîãîíàëüíî-
ñòè äëÿ äàâëåíèÿ (p, ep) = 0, è ýòî ðåøåíèå íå çàâèñèò îò γ.

Çàìå÷àíèå 1. Âìåñòî óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äàâëåíèÿ p ÿäðó ìàò-
ðèöû Aγ, îäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (6) ìîæíî îáåñïå÷èòü, ôèê-
ñèðóÿ çíà÷åíèå (íàïðèìåð, íóëåâîå) äàâëåíèÿ p â îäíîì èç óçëîâ ñåòêè.
Îäíàêî ìîæíî îæèäàòü, ïî àíàëîãèè ñ âûðîæäåííîé çàäà÷åé Íåéìàíà
äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ÷òî ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíî âûðàñòåò ÷èñëî
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îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû Aγ. Áîëåå ñòðîãèé àíàëèç äàííîãî âîïðîñà
òðåáóåò ñïåöèàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Çàìå÷àíèå 2. Íàëè÷èå ðåãóëÿðèçóþùåãî ïàðàìåòðà γ â ìàòðèöå Aγ

ôîðìàëüíî äà¼ò âîçìîæíîñòü ìèíèìèçèðîâàòü å¼ ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè è êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ (6). Òåîðåòè÷åñêè
ýòîò âîïðîñ ïîêà íå èññëåäîâàí, à ïðèáëèæ¼ííàÿ îïòèìèçàöèÿ γ ïðî-
âîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Ìåòîä ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ïðåäîáóñëàâëèâàþùåé ìàòðèöåé B
äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (5) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå [15]:

r0 = f −Aγu
0, q0 = B−1r0, αn = σn/ρn,

un+1 = un + αnq
n, rn+1 = rn − αnAγq

n, qn+1 = B−1rn+1 + βnq
n,

σn = (rn, qn) = (B−1rn, rn), ρn = (Aγq
n, qn), βn = σn+1/σn,

(7)

ãäå âåêòîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ÿä-
ðó ìàòðèöû Aγ , ò. å. (u

0, u0) = 0, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü óñëîâèå
Np∑
l=1

p0l = 0. Ïðè ýòîì äëÿ äîñòèæåíèÿ óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè

||rn|| ⩽ ε||f ||, ε ≪ 1

äîñòàòî÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

n(ε) ⩽
1

2
|lnε

2
|(cond(B−1Aγ)

1/2 + 1).

Ïîñòðîåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàþùåé ìàòðèöû B îïðåäåëèì íà îñíîâå
áëî÷íî-ôàêòîðèçîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöûAγ , ïðèáëèæ¼ííî ðàâ-
íîé ìàòðèöå Aγ èç ÑËÀÓ (6):

B = Aγ =

[
A1,1 ∇
∇⊤ γA2,2

]
=

[
I 0

∇⊤A
−1
1,1 I

] [
A1,1 0
0 Sγ

] [
I A

−1
1,1∇

0 I

]
, (8)

ãäå A1,1 � íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìàòðèöû A1,1, Sγ = γA2,2−∇⊤A
−1
1,1∇

åñòü äîïîëíåíèå Øóðà äëÿ ìàòðèöû Aγ . Ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü êîíñòðó-

èðóåì ñ ïîìîùüþ îäíîé èç äâóõ àïïðîêñèìàöèé ìàòðèöû A
−1
1,1. Ïåðâûé

ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèáëèæ¼ííîì ëåíòî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè îáðàò-
íîé ìàòðèöû SPAI (ñì. [17] è ïðèâåä¼ííóþ òàì ëèòåðàòóðó), à âòîðîé
� â ïðèìåíåíèè àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà (AMG, ñì. îá-
çîð â [18]). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ñòðîèòñÿ ïóò¼ì çàìå-
íû òî÷íîé ìàòðèöû A1,1 èç (6) íà ïðèáëèæ¼ííóþ. Íà êàæäîé èòåðàöèè
òðåáóåòñÿ ðåøàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ÑËÀÓ âèäà Bq = r, ÷òî ýêîíîìè÷íî
ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî õîäà ôàêòîðèçàöèè:

Bq =

[
A1,1 0
∇⊤ Sγ

] [
v1
v2

]
=

[
r1
r2

]
,

[
I A

−1
1,1∇

0 I

] [
q1
q2

]
=

[
v1
v2

]
. (9)
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Â êîìïîíåíòíîé ôîðìå ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

v1 = A
−1
1,1r, Sγv2 = (γE −∇⊤A

−1
1,1∇)v2 = r2,

q2 = v2, q1 = v1 −A
−1
1,1∇q2,

(10)

ãäå A1,1 îçíà÷àåò êàêîé-òî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé
ê ìàòðèöå A1,1, íà êîòîðûõ îñòàíîâèìñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Îòìå-
òèì, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (10) ïðè âû÷èñëåíèÿõ v1 è q1 íåîáõîäèìî äâà-

æäû óìíîæàòü âåêòîð íà ëåíòî÷íóþ ìàòðèöó A−1
1,1, îäíàêî íàõîæäåíèå

v2 òðåáóåò ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ïëîòíîé ìàòðèöåé Sγ . Çäåñü, òåì íå ìåíåå,
ìîæíî çàìåòèòü äâà îáíàä¼æèâàþùèõ ôàêòîðà. Âî-ïåðâûõ, óìíîæåíèå
íà íå¼ äåëàåòñÿ î÷åíü ýêîíîìè÷íî, ïîñêîëüêó Ev = (v, ep)ep. Âî-âòîðûõ,
ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [16], ñëåäóåò îæèäàòü õîðîøåé îáóñëîâëåííîñòè
(íå çàâèñÿùåé îò h) ìàòðèöû Sγ , çà ñ÷¼ò âûáîðà ïàðàìåòðà γ è ìàòðèö
K, M . Â òàêîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî áûëî áû ïðèìåíèòü ýôôåêòèâ-
íûé àëãîðèòì ÷åáûø¼âñêîãî óñêîðåíèÿ, íå òðåáóþùèé ïëîõî ðàñïàðàë-
ëåëèâàåìûõ âåêòîðíûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, íî ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ
îïðåäåëÿòü ãðàíèöû ñïåêòðà ìàòðèöû Sγ .
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äàâëåíèÿ p

ê ÿäðó ìàòðèöû A èç (3) íà âñåõ èòåðàöèÿõ (êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ ñ
íåèçáåæíûìè ìàøèííûìè îêðóãëåíèÿìè) ïðåäîáóñëîâëåííûé ìåòîä ñî-
ïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ñ äåôëÿöèåé, çàêëþ÷àþùåé-
ñÿ â äîáàâëåíèè ê áàçèñàì ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà �äåôëÿöèîííîãî�
âåêòîðà v, îðòîãîíàëüíîìó ÿäðó ìàòðèöû Aγ , ò.å. (v, u0) = 0, ÷òî ïðèâî-
äèò ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì (ïðè ýòîì ïðåäâàðèòåëüíî îñóùåñòâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëèçàöèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà):

u0 = u−1 + vc = u−1 +Hr−1, H = vÂ−1
γ v⊤,

c = Â−1
γ v⊤r−1, Âγ = v⊤Av, r−1 = f −Aγu

−1,

ãäå u−1 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (u−1, v) = 0.

r0 = f −Aγu
0, q0 = QB−1r0, Q = I −HAγ , n = 0, 1, . . . :

un+1 = un + αnq
n, rn+1 = rn − αnAγq

n, αn = σn/ρn,

qn+1 = QB−1rn+1 + βnq
n, βn = σn+1/σn,

σn = (B−1rn, rn), ρn = (Aqn, qn).

(11)

Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìàòðèöà Â ââåäåíà äëÿ îáùíîñòè (åñëè äåôëÿöèîí-
íûõ âåêòîðîâ íåñêîëüêî, òî v = (v1, . . . , vm) ∈ RN,m åñòü äåôëÿöèîííàÿ

ìàòðèöà, à â íàøåì ñëó÷àå m = 1 è Â åñòü ôàêòè÷åñêè ñêàëÿð).
Äëÿ ðåøåíèÿ áëî÷íîãî ÑËÀÓ âòîðîãî ïîðÿäêà íà îñíîâå òî÷íîé LDU-

ôàêòîðèçàöèè (8) ìîæíî òàêæå ïðåäëîæèòü äâóñòîðîííåå ýêîíîìè÷íîå



A108 À.Ì. ÃÓÐÈÍ, Â.Ï. ÈËÜÈÍ, Ä.È. ÊÎÇËÎÂ, Å.À. ÊÓÇÜÌÈÍ

ïðåäîáóñëàâëèâàíèå ñëåäóþùåãî òèïà:

Aγ = LDU, L =

[
I 0

A2,1A
−1
1,1 I

]
, U =

[
I A−1

1,1A1,2

0 I

]
, D =

[
A1,1 0
0 S

]
,

Sγ = γA2,2 −A2,1A
−1
1,1A1,2, L

−1 =

[
I 0

−A2,1A
−1
1,1 I

]
, U−1 =

[
I −A−1

1,1A1,2

0 I

]
,

Au = L−1AU−1u = L−1f = f, Uu, u = U−1u,

Du =

[
A1,1 0
0 Sγ

] [
u1
u2

]
=

[
f1

f2

]
.

(12)
Ïðè èòåðàöèîííîì ðåøåíèè ÑËÀÓ (12) ñ ìàòðèöåé D íà êàæäîé èòå-

ðàöèè òðåáóåòñÿ îäíîêðàòíîå ðåøåíèå íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì ñ ìàòðè-
öàìè A1,1 è Sγ . Âåêòîðû f , u âû÷èñëÿþòñÿ ïî îäíîìó ðàçó, ïåðåä è ïîñëå
èòåðàöèé ñîîòâåòñòâåííî.
Â äàííîì àëãîðèòìå òðåáóåòñÿ ìíîãîêðàòíîå ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì ñ ìàòðèöåé A1,1, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåàëèçàöèè äâóõóðîâíåâîãî
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ ÑËÀÓ ñ ìàòðèöåé Sγ . Â ýòèõ ñëó÷àÿõ íàèáî-
ëåå öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ýêîíîìè÷íûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä AMG.
×òî êàñàåòñÿ âíåøíèõ èòåðàöèé, òî çäåñü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü ïðåäîáóñëîâëåííûå àëãîðèòìû ñ äëèííûìè ðåêóðñèÿìè òèïà
FCG èëè GMRES. Ïðåäîáóñëàâëèâàþùóþ ìàòðèöó öåëåñîîáðàçíî áðàòü
íà îñíîâå íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè èëè SSOR ìåòîäà â ïðèìåíåíèè ê ïðè-
áëèæ¼ííîìó äîïîëíåíèþ Øóðà

Sγ = γM −A2,1A
−1
1,1A1,2, (13)

ãäå A
−1
1,1 � ëåíòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû A−1

1,1 (SPAI), â
êà÷åñòâå M ïðîùå âçÿòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, à ïàðàìåòð γ ïîäáèðàåòñÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðè ýòîì ìàòðèöà S = Ds + Ls + Us ðàçáèâàåòñÿ íà
äèàãîíàëüíóþ, íèæíþþ è âåðõíþþ òðåóãîëüíûå ÷àñòè, è äëÿ íå¼ îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü Bs = (Gs +Ls)G

−1
s (Gs +Us), ïîäðîáíåå î

Gs � ñì. [6].
Äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (6) ñ ìàòðèöåé Aγ ìû ðàññìîòðèì åù¼ ïîñòðîåíèå

ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ íà îñíîâå êëàññè÷åñêîãî áëî÷íîãî ìåòîäà íåïîëíîé
ôàêòîðèçàöèè ñ äèàãîíàëüíîé êîìïåíñàöèåé, áàçèðóþùåãîñÿ íà ïîñòðî-
åíèè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

Bγ =

[
A1,1 0
A2,1 γA2,2

] [
A−1

1,1 0

0 G−1
γ

] [
A1,1 A1,2

0 Gγ

]
, (14)



ÎÁ ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ×È ÑÒÎÊÑÀ A109

ãäå ìàòðèöà Gγ åñòü ôàêòè÷åñêè íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äîïîëíåíèÿ
Øóðà, ïðåäñòàâëÿåìàÿ ôîðìóëîé

Gγ = γA2,2 −A2,1A
−1
1,1A1,2 − θR, θ ∈ (0, 1)

Re2 = (A2,1A
−1
1,1A1,2 −A2,1A

−1
1,1A1,2)e2 =

= A2,1(A
−1
1,1 −A

−1
1,1)A1,2e2, e2 = {1} ∈ RNp .

(15)

Çäåñü θ ∈ (0, 1) � êîìïåíñèðóþùèé ïàðàìåòð, R � äèàãîíàëüíàÿ ìàò-
ðèöà, à ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèé (14), (15) (áåç ðåãóëÿðèçàöèè, ò.å. γ = 0)
îáåñïå÷èâàåò ïðè θ = 1 óñëîâèå ïîëíîé êîìïåíñàöèè, èëè ñîãëàñîâàíèÿ
ñòðî÷íûõ ñóìì

Bγe = Aγe, e = {1} ∈ RN , (16)

õàðàêòåðèçóþùåå â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå áëèçîñòü èñõîäíîé è ïðåäîáó-
ñëàâëèâàþùåé ìàòðèö.

3 Ïîñòðîåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé

äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ñàìûé òðàäèöèîííûé èç óíèâåðñàëüíûõ ñïîñîáîâ àïïðîêñèìàöèè ñèì-
ìåòðè÷íîé ìàòðèöû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèáëèæ¼ííîì ðàçëîæåíèè å¼ íà
òðåóãîëüíûå ìíîæèòåëè. Åñëè ìàòðèöà A1,1 ïðåäñòàâèìà â âèäå A1,1 =
D+L+U , ãäåD,L,U � â îáùåì ñëó÷àå å¼ áëî÷íûå äèàãîíàëüíàÿ, íèæíÿÿ
è âåðõíÿÿ òðåóãîëüíûå ÷àñòè, òî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

B1 = (G+ L) G−1(G+ U) = G+ L+ U + L G−1U. (17)

Ïîñêîëüêó â ôîðìóëå (17) ïðåäñòàâëåíèå G = D−L G−1U , îáåñïå÷è-
âàþùåå òî÷íóþ ôàêòîðèçàöèþ (B1 = A1,1), ñëèøêîì ðåñóðñî¼ìêî, îíî
çàìåíÿåòñÿ îäíîé èç äâóõ âîçìîæíûõ äèàãîíàëüíûõ �àïïðîêñèìàöèé�,
ðåàëèçóþùèõ íåïîëíóþ (ïðèáëèæ¼ííóþ) ôàêòîðèçàöèþ. Ïåðâàÿ îñíî-
âàíà íà ïðèíöèïå êîìïåíñàöèè, èëè ñîãëàñîâàíèÿ ñòðî÷íûõ ñóìì:

G = D − L G−1U − θR, Re = (L G−1U − L G−1U)e, θ ∈ [0, 1],

ãäå θ � êîìïåíñèðóþùèé ïàðàìåòð, e � ïðîáíûé âåêòîð, îáû÷íî âûáèðà-
åìûé èç åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò, à ÷åðòà íàä ìàòðèöåé îçíà÷àåò âçÿòèå å¼
äèàãîíàëüíîé ÷àñòè, ò. å. M = diag{mi,i}. Çäåñü R åñòü äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà, îáåñïå÷èâàþùàÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ �ïîëíîé êîìïåíñàöèè�
B1e = A1,1e ïðè θ = 1, èëè ñîãëàñîâàíèå ñòðî÷íûõ ñóìì [6]. Äàííûé
àëãîðèòì áóäåì íàçûâàòü CIF (Compensated Incomplete Factorization).
Âòîðîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõ-

íåé ðåëàêñàöèè ñ ïàðàìåòðîì ðåëàêñàöèè ω, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ êàê
SSOR (Symmetric Successive Over Relaxation):

G = ω−1D, ω ∈ (0, 2). (18)

Ïî ïîâîäó âûáîðà èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ θ èëè ω ñì. [19].
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè íåïîñðåäñòâåííî îáðàòíîé ìàòðèöû

A−1
1,1 ñóùåñòâóåò îðèãèíàëüíûé ïîäõîä SPAI, â êîòîðîì ïðèáëèæåíèå

îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ðàçðåæ¼ííîé ìàòðèöû ñ òåì æå ïîðòðåòîì, ÷òî è
ó èñõîäíîé ìàòðèöû ∆. Êîíêðåòíûå àëãîðèòìû ïðè ýòîì ñòðîÿòñÿ íà
îñíîâå ìèíèìèçàöèè íîðìû Ôðîáåíèóñà äëÿ ìàòðè÷íîé íåâÿçêè

||I −A1,1A
−1
1,1||F =

∑
j

(ej −A1,1mj)
2, (19)

ãäå mj è ej � ñòîëáöû ìàòðèö A
−1
1,1 è I ñ íîìåðîì j. Çäåñü íåíóëåâûå

íåèçâåñòíûå mj íàõîäÿòñÿ èç íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì Amj = ej
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [17], à ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì àëãîðèòì
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â
àëãîðèòìå ïðèáëèæ¼ííàÿ îáðàòíàÿ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ íåñèììåòðè÷íîé
äàæå äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A1,1, ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü ñëåäó-
þùóþ ïðîöåäóðó ñèììåòðèçàöèè:

(A
−1
1,1)s =

1

2
(A

−1
1,1 + (A

−1
1,1)

⊤). (20)

Â êà÷åñòâå äàëüíåéøåé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà SPAI ìîæíî ïðåäëîæèòü
èñïîëüçîâàííûé â (18) àëãîðèòì äèàãîíàëüíîé êîìïåíñàöèè, â êîòîðîì
ïðèáëèæåííàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(A
−1

)c = (A
−1

)s + θR, Re1 = A−1e1 − (A
−1

)se1, e1 ∈ RN1
1 (21)

ãäå R � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îáåñïå÷èâàþùàÿ ñîãëàñîâàíèå ñòðî÷íûõ

ñóìì (A
−1

)ce1 = A−1e1.
Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà �÷è-

ñòî àëãåáðàè÷åñêîé� âåðñèè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà AMG, ïðåäëîæåííîé
â [18] è îñíîâàííîãî íà íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè ñ äèàãîíàëüíîé êîìïåí-
ñàöèåé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ áëî÷íî-òðåóãîëüíîãî âèäà, ôîðìèðóåìîãî
èç èåðàðõè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ãðàôà ðåøàåìîé íà âëîæåí-
íûõ ñåòêàõ ÑËÀÓ.
Äàííûé ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ïîñòðîåíèè ðåêóðñèâíîé ñåòî÷íîé è ñî-

îòâåòñòâóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóð. Êàê îáû÷íî, ìíîãîñåòî÷íûå
àëãîðèòìû òðàêòóþòñÿ êàê ðåêóðñèâíîå ïðèìåíåíèå äâóõñåòî÷íûõ, îïðå-
äåëåíèå êîòîðûõ ïðîâåä¼ì íà ïðîñòîì, íî äîñòàòî÷íî îáùåì, ïðèìåðå
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü èñõîäíàÿ ÑËÀÓ (3) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà êóáè÷åñêîé ñåòêå Ωh

ñ øàãîì h, ñîäåðæàùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ñåòîê Ωh
l , l =

1, . . . ,m, êàæäàÿ ñ ÷èñëîì óçëîâ Nl, òàêèõ, ÷òî Ωh = Ωh
1 ⊃ Ωh

2 ⊃ . . . ⊃
Ωh
m, ïðè÷¼ì ãðàíèöà Γ ïðîõîäèò ïî ëèíèÿì (èëè ïëîñêîñòÿì) ñàìîé ðåä-

êîé ñåòêè Ωh
m, à êàæäàÿ áîëåå ãóñòàÿ ñåòêà Ω

h
l−1, l = 2, . . . ,m, ïîëó÷àåòñÿ

èç Ωl äåëåíèåì øàãà ïðåäûäóùåé ñåòêè ïîïîëàì. Ðàññìàòðèâàåìûé äà-
ëåå àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ ìàòðèöåé A1,1 ôàêòè÷åñêè îñíîâû-
âàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè êëàññè÷åñêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà íåïîëíîé
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ôàêòîðèçàöèè ïðè ñïåöèàëüíîé ïåðåíóìåðàöèè ñåòî÷íûõ óçëîâ è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ êîìïîíåíò.
Êàæäîå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ ñåòî÷íûõ óçëîâ è îïðåäåë¼í-

íûõ â íèõ âåêòîðíûõ êîìïîíåíò ðàçîáü¼ì íà äâà ïîäìíîæåñòâà, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåêóðñèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîä-
íîé ñåòêè è âåêòîðîâ:

Ωh
1 = Ω

h
1 ∪ Ωh

2 = Ω
h
1 ∪ Ω

h
2 . . . ∪ Ω

h
m−1 ∪ Ωh

m,

u = u(1) =
(
(u(1))⊤, (u(2))⊤

)⊤
=(

(u(1))⊤, (u(2))⊤, . . . , u(m−1))⊤, u(m))⊤
)⊤

.

(22)

Çäåñü êàæäàÿ áëî÷íàÿ âåêòîðíàÿ êîìïîíåíòà u(l) óðîâíÿ l = 1, . . . ,m−1
ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè (u(l) è u(l+1)), âòîðàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñëåäóþùèé óðîâåíü è òîæå äåëèòñÿ íàäâîå òàê, ÷òî âòîðàÿ ÷àñòü
(l+1)-ãî óðîâíÿ ñîâïàäàåò ñ öåëûì (l+2)-ûì óðîâíåì, è ò.ä. Íóìåðàöèÿ
ñåòî÷íûõ óçëîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ êîìïîíåíò îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî: ñíà÷àëà äëÿ Ω
h
è u(1), çàòåì äëÿ Ω

h
2 , u(2), è ò. ï.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ äâóõñåòî÷íîãî âàðèàíòà ìàòðèöà A1,1 ïðèâîäèòñÿ ê
áëî÷íîìó âèäó âòîðîãî ïîðÿäêà. Â òð¼õñåòî÷íîì ìåòîäå ïðàâûé íèæíèé
áëîê ìàòðèöû àíàëîãè÷íî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê áëî÷íîìó âèäó
âòîðîãî ïîðÿäêà, à â ìíîãîñåòî÷íîì ïîäõîäå ýòà ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ
ìíîãîêðàòíî.
Ïðè áîëåå äåòàëüíîé êëàññèôèêàöèè óçëîâ, êîòîðûå ìû áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü, ìàòðèöà A1,1 ïðèâîäèòñÿ ê áëî÷íîìó ÷åòâ¼ðòîìó ïîðÿä-

êó. Äëÿ ýòîãî ïðè l = 1 óçëû Ωh
l ðàçîáü¼ì íà ÷åòûðå ïîäìíîæåñòâà:

Ωh
l = Ω1

l ∪ Ω2
l ∪ Ω3

l ∪ Ω4
l , Ω4

l = Ωh
l+1, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íî ê öåíòðàì îáú¼ìîâ è ãðàíåé, ê ñåðåäèíàì ðåáåð è óçëàì âëîæåííîé
ðåäêîé ñåòêè Ωh

l+1. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ðåêóðñèâ-
íîãî ïîäõîäà ìû çäåñü, âïëîòü äî ôîðìóëû (24), ïðè îïèñàíèè èñõîäíîé

ìàòðèöû A1,1 = A
(1)
1,1 èñïîëüçóåì èíäåêñ l, ïîäðàçóìåâàÿ åãî çíà÷åíèå

l = 1. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç u
(l)
1 , u

(l)
2 , u

(l)
3 , u

(l)
4 è f

(l)
1 , f

(l)
2 , f

(l)
3 , f

(l)
4 àññîöèèðî-

âàííûå ïîäâåêòîðû (ñ ðàçìåðíîñòÿìè N
(l)
1 , N

(l)
2 , N

(l)
3 , N

(l)
4 ) â l-é ÑËÀÓ,

çàïèøåì å¼ â ñîîòâåòñòâóþùåì áëî÷íîì âèäå:

A
(l)
1,1u

(l) =


D

(l)
1,1 A

(l)
1,2 0 0

A
(l)
2,1 D

(l)
2,2 A

(l)
2,3 0

0 A
(l)
3,2 D

(l)
3,3 A

(l)
3,4

0 0 A
(l)
4,3 D

(l)
4,4



u
(l)
1

u
(l)
2

u
(l)
3

u
(l)
4

 =


f
(l)
1

f
(l)
2

f
(l)
3

f
(l)
4

 . (23)



A112 À.Ì. ÃÓÐÈÍ, Â.Ï. ÈËÜÈÍ, Ä.È. ÊÎÇËÎÂ, Å.À. ÊÓÇÜÌÈÍ

Çäåñü ìîæíî îáîçíà÷èòü u
(l)
4 = u(l+1), f

(l)
4 = f

(l+1l)
, òàê êàê ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïîäâåêòîðû ïðåäñòàâëÿþò ñòðóêòóðû ñëåäóþùåãî ñåòî÷-

íîãî óðîâíÿ. Çàìåòèì, ÷òî áëîêè Dl
1,1, ..., D

(l)
4,4 â (23) (íàïîìíèì, ÷òî ïîêà

l = 1) ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ óçëîâîãî òèïà íà âëîæåí-

íûõ òð¼õìåðíûõ ñåòêàõ, ñîñòàâëåííûõ èç òåòðàýäðîâ, òî ìíîæåñòâî óç-
ëîâ ãóñòîé ñåòêè Ωh

1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîñòîÿùèì òîëüêî èç äâóõ ïîäìíî-

æåñòâ: Ω
h
1 � ïîäìíîæåñòâî ñåðåäèí ð¼áåð ðåäêîé ñåòêè è ñàìî ïîäìíî-

æåñòâî óçëîâ Ωh
2 . Ïîýòîìó áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà ÑËÀÓ â äàííîì ñëó÷àå

èìååò âòîðîé ïîðÿäîê. Â öåëîì ðàññìîòðåííûå ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ äâóõñåòî÷íûõ, èëè äâóõóðîâíåâûõ, ÑËÀÓ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
k-áëî÷íûå ñòðóêòóðû, ãäå k = 2, 3, 4 îáîçíà÷àåò áëî÷íûé ïîðÿäîê àëãåá-
ðàè÷åñêîé ñèñòåìû (23) ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ìàòðèöû A(l) ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü îïðåäåëÿåì â ôàêòîðèçîâàí-
íîé ôîðìå:

B(l) =


G

(l)
1 0 0 0

A
(l)
2,1 G

(l)
2 0 0

0 A
(l)
3,2 G

(l)
3 0

0 0 A
(l)
4,3 G

(l)
4


(
G(l)

)−1


G

(l)
1 A

(l)
1,2 0 0

0 G
(l)
2 A

(l)
2,3 0

0 0 G
(l)
3 A

(l)
3,4

0 0 0 G
(l)
4

 , (24)

G
(l)
1 = D

(l)
1,1, G

(l)
2 = D

(l)
2,2 − (A

(l)
2,1(G

(l)
1 )−1A

(l)
1,2)1 − θS

(l)
2 ,

S
(l)
2 e2 =

[
A

(l)
2,1(G

(l)
1 )−1A

(l)
1,2 − (A

(l)
2,1(G

(l)
1 )−1A

(l)
1,2)1

]
e2,

G
(l)
3 = D

(l)
3,3 −

(
A

(l)
3,2(G

(l)
2 )−1A

(l)
2,3

)
1
− θS

(l)
3 ,

S
(l)
3 e3 =

[
A

(l)
3,2(G

(l)
3 )−1A

(l)
2,3 −

(
A

(l)
3,2(G

(l)
2 )−1A

(l)
3,2

)
1

]
e3,

G
(l)
4 = D

(l)
4,4 −A

(l)
4,3(G

(l)
3 )−1A

(l)
3,4.

(25)

Çäåñü A
(l)
k,k, k = 1, . . . , 4 è G

(l)
1 , G

(l)
2 , G

(l)
3 � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, à G

(l)
4 �

ñåìèäèàãîíàëüíàÿ ñ òåì æå ìàòðè÷íûì ïîðòðåòîì, ÷òî è A
(l)
1,1, è èìåí-

íî å¼ ìû áóäåì ñ÷èòàòü ìàòðèöåé ÑËÀÓ äëÿ ñåòêè ñëåäóþùåãî óðîâíÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè l = 1 è m > 1 â (24) ñëåäóåò ïîëîæèòü G
(1)
4 = A

(2)
1,1,

îïðåäåëèòü äëÿ äàííîé ìàòðèöû áëî÷íî-òð¼õäèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâëå-
íèå (23) è ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü B(2). Äàëåå äëÿ l = 2, ..,m ðåêóðñèâíîå

ôîðìèðîâàíèå G
(l)
4 ïðîäîëæàåòñÿ.

Çàïèñü âèäà (G)1 â (25) îáîçíà÷àåò äèàãîíàëüíóþ ÷àñòü ìàòðèöûG, θ ∈
[0, 1] � ïàðàìåòð êîìïåíñàöèè, à ïðîáíûå âåêòîðû (îáû÷íî èõ êîìïî-

íåíòû áåðóò ðàâíûìè åäèíèöå) e
(l)
2 , e

(l)
3 èìåþò ðàçìåðíîñòè N

(l)
2 , N

(l)
3 .

Äëÿ êîíêðåòèçàöèè ïðåäîáóñëàâëèâàþùåé ìàòðèöû B(l) íàì åù¼ íåîá-

õîäèìî ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó G
(l)
4 â ôàêòîðèçîâàííîé ôîðìå, è ïðè ýòîì
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áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà âàðèàíòà. Åñëè l + 1 = m åñòü íîìåð ïîñëåä-
íåé ïðèìåíÿåìîé ñåòêè, òî èñïîëüçóåòñÿ òî÷íîå òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå

G
(l)
4 = A(l+1) = L(l+1)U (l+1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà G

(l)
4 â (24) ïðè-

áëèæ¼ííî çàìåíÿåòñÿ ôàêòîðèçîâàííûì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì B(l+1),
îïðåäåëÿåìûì â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé æå ôîðìóëîé. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
ôàêòîðèçîâàííîãî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ B èç (21) â ìåòîäå ñîïðÿæ¼í-
íûõ ãðàäèåíòîâ (7) ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ÑËÀÓ âèäà Bq = r ëåãêî
ðåàëèçóåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì (òî÷íåå ãîâîðÿ, íèæå ïðåäñòàâëåí
ïñåâäîêîä):

G
(l)
1 q

(1)
1 = r

(1)
1 , Gl

2q
(l)
2 = r

(l)
2 −A

(l)
2,1q

(1)
1 , G

(l)
3 q

(l)
3 = r

(l)
3 −A

(l)
3,2q

(l)
2 ,

G
(l)
4 q

(l)
4 = r

(l)
4 −A

(l)
4,3q

(l)
3 , q

(l)
3 = q

(l)
3 − (G

(l)
3 )−1A

(l)
3,4q

(l)
4 ,

q
(l)
2 = q

(l)
2 − (G

(l)
2 )−1A

(l)
2,3q

(l)
3 , q

(l)
1 = q

(l)
1 − (G

(l)
1 )−1A

(l)
1,2q

(l)
2

(26)

Ïðèìåíåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ â ôîðìå (24) ôîðìàëüíî ñîîòâåò-
ñòâóåò ìåòîäó íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè IFM (Incomplete Factorization Method,

ñì. [19]) ñ ñîãëàñîâàíèåì ñòðî÷íûõ ñóìì, ò. å. ïî óñëîâèþ B(l)e(l) =

A(l)e(l) ïðè θ = 1. Îòìåòèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ïîäõîäà ôàêòè÷å-
ñêè âêëþ÷àåò ýòàïû ðåäóêöèè, ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè è ïðîäîëæå-
íèÿ, îáû÷íûõ äëÿ �êëàññè÷åñêèõ� ìíîãîñåòî÷íûõ àëãîðèòìîâ, íî áåç
ïðèìåíåíèÿ ñãëàæèâàíèÿ, ñì. îáçîð â [22].

4 Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ ðåçóëü-
òàòàìè ïðåäâàðèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà ïðåäñòà-
âèòåëüíîé ñåðèè ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ â
êóáè÷åñêîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñ îäíîðîäíîé ñðåäîé íà ðåãóëÿðíûõ ðàâ-
íîìåðíûõ ñåòêàõ ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê 323, 643, 1283.
Òàêæå ðàñ÷¼òû âûïîëíåíû íà èñêóññòâåííîì êåðíå ðàçìåðîì 120 ∗

120 ∗ 124 ÿ÷åéêè, êîòîðûé ïîñòðîåí êàê ñëó÷àéíàÿ ðàçíîìàñøòàáíàÿ ïî-
ðèñòàÿ ñðåäà. Äëÿ ãåíåðàöèè ìîäåëè ñîçäàí íàáîð ñòðóêòóðèðîâàííûõ
êóáè÷åñêèõ ñåòîê ñ ðàçìåðàìè 143, 203, 403, 603. Íà êàæäîé ñåòêå îïðå-
äåëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â öåíòðàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷ååê â äèà-
ïàçîíå îò 0 äî 1. Çàòåì áûëà ïðîèçâåäåíà òðèêóáè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ,
êàê îïèñàíî â ñòàòüå [21], ñ ýòèõ ñåòîê íà êîíå÷íóþ ñåòêó 120 ∗ 120 ∗ 124,
ïîñëå ÷åãî çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ãðóáûõ ñåòîê, áûëè ïðîñóììèðîâàíû
è íà êîíå÷íîé ñåòêå ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé îò 0 äî 4. ß÷åé-
êè, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ïðåâûøàëî îïðåäåë¼ííîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå,
áûëè îáîçíà÷åíû êàê ïðîíèöàåìûå. Òàêèì îáðàçîì, áûëà ïîëó÷åíà ïî-
ðèñòàÿ ñòðóêòóðà, íàïîìèíàþùàÿ ðåàëüíûé êåðí. Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå
áûëî âûáðàíî òàêîå, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîðèñòîñòü êåðíà 50%.



A114 À.Ì. ÃÓÐÈÍ, Â.Ï. ÈËÜÈÍ, Ä.È. ÊÎÇËÎÂ, Å.À. ÊÓÇÜÌÈÍ

Ðèñ. 1. Èñêóññòâåííûé êåðí ðàçìåðîì 120*120*124 è öåí-
òðàëüíîå ñå÷åíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîå îñè z.

Åäèíñòâåííîå ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò ðåàëüíûõ êåðíîâ ñî ñâÿçíîé
íåïðîíèöàåìîé ñðåäîé � ýòî íàëè÷èå íåïðîíèöàåìûõ îñòðîâêîâ, îêðó-
æ¼ííûõ ïðîíèöàåìûìè ÿ÷åéêàìè. Îäíàêî ýòî îòëè÷èå íå ìåøàåò òå-
ñòèðîâàíèþ ðåøàòåëåé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îêîí÷àòåëüíîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè
íåïðîíèöàåìûå ÿ÷åéêè áûëè óäàëåíû. Â ïðèâåäåííûõ íèæå òàáëèöàõ
ðàñ÷åòû íà ýòîé ñåòêå îáîçíà÷åíû êàê �kern�. Âíåøíèé âèä ðàñ÷åòíîé
ñåòêè ïîêàçàí íà ðèñóíêå 1.
Äëÿ âñåõ ñåòîê âåëè÷èíà øàãà ïîñòîÿííà, h = 1, òàê ÷òî ôàêòè÷åñêè

ïðè ðàçëè÷íûõ äèñêðåòèçàöèÿõ ðàçìåðû ðàñ÷¼òíûõ îáëàñòåé îòëè÷àþò-
ñÿ. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè êóáà, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè z, ÿâëÿþòñÿ
ïîâåðõíîñòÿìè âõîäà è âûõîäà ïîòîêà ôëþèäà, ñ çàäàííûìè îäèíàêî-
âûìè âåðòèêàëüíûìè ñêîðîñòÿìè uz = 1ìì/ñ. Áîêîâûå ïîâåðõíîñòè
êóáà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåïðîíèöàåìûå ñòåíêè ñ óñëîâèÿìè ïðèëè-
ïàíèÿ ux = uy = uz = 0. Âÿçêîñòü ñðåäû çàäàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé
µ = 5·10−3Ïà·ñ, à ïëîòíîñòü � ρ = 1000 êã/ì3. Âíóòðè ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè
íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü è äàâëåíèå ïîëàãàþòñÿ íóëåâûìè. Âî âñåõ òàáëèöàõ
ðåçóëüòàòû äëÿ ñåòîê 323, 644, 1283 îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì ñ îäíîðîäíîé
ñðåäîé, à ñëîâî kern ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ñëó÷àéíîé ïîðèñòîé ñðåäû íà
ñåòêå ðàçìåðîì 120*120*124.
Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â Yandex Cloud íà óçëå Intel Xeon Gold 6338

ñ 48-þ ÿäðàìè, 96-þ ïîòîêàìè è ñ ÷àñòîòîé 2 Ghz. Â íèæåñëåäóþùèõ
òàáëèöàõ ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïðåäâàðèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Öåëüþ ðàñ÷¼òîâ áûëî ñðàâíåíèå ýô-
ôåêòèâíîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ è àíàëèç ìàñøòàáèðóåìîñòè ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ øàãîâ ∆t è
ðàçíîãî ÷èñëà ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ P = 2, 4, 8, 16, 32, 48. Âî âñåõ òàá-
ëèöàõ ðåçóëüòàòû ïðèâîäÿòñÿ äëÿ ðàñ÷¼òà îäíîãî (ïåðâîãî) øàãà ïî âðå-
ìåíè. Ðàçðàáîòàííûé àâòîðàìè ïðîãðàììíûé êîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà
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Òàáëèöà 1. ×èñëà èòåðàöèé è âðåìåíè ðàñ÷¼òà äëÿ ∆t = 0.5.

N\ P 2 4 8 16 32 48
323 40/10.1 41/6.2 41/4.1 41/3.3 41/2.9 41/2.9
643 81/215.8 82/123.3 82/79.7 82/60.6 82/45.7 82/41.2
1283 - - - 167/1136.6 166/790.2 167/684.3
kern 42/236.8 42/122.2 42/63.2 42/37.2 42/22.8 42/18.0

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ ∆t = 0.5 · 10−3.

N\P 2 4 8 16 32 48
323 40/9.4 39/5.5 40/3.7 40/2.8 40/2.5 40/2.4
643 72/183.0 73/100.4 73/62.2 74/47.1 74/32.1 74/30.8
1283 - - - 131/816.9 131/571.0 131/489.4
kern 44/251.0 44/121.9 44/65.0 44/38.8 44/24.5 44/19.3

Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ ∆t = 10−7.

N\P 2 4 8 16 32 48
323 10/1.9 10/1.1 10/0.6 10/0.5 10/0.4 10/0.4
643 10/20.9 10/10.7 10/6.0 10/3.9 10/2.5 10/2.2
1283 10/205.4 10/105.6 10/60.0 10/37.8 10/25.7 10/21.1
kern 11/62.0 11/31.1 11/16.5 11/9.8 11/5.8 11/4.6

Òàáëèöà 4. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà èòåðàöèé îò ïàðàìåòðà
ðåãóëÿðèçàöèè γ (ñåòêà 643, ñì. òàáë.2).

γ 0.05 0.01 0 -0.1 -0.2 -1 -2 -4 -8
n ∞ 83 74 44 35 20 17 16 10

íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ ðåàëèçîâàí íà ïëàòôîðìå INMOST [25], ñ
ñóùåñòâåííûì èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ áèáëèî-
òåêè PETSc [24].
Èññëåäîâàíèÿ îñóùåñòâëÿëèñü äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñ ïðåäî-

áóñëàâëèâàíèåì ÑËÀÓ ïî ôîðìóëå (12). Ïðè ýòîì ðåøåíèå âñïîìîãà-
òåëüíîé ñèñòåìû ñ äîïîëíåíèåì Øóðà îñóùåñòâëÿëîñü èòåðàöèîííûìè
ìåòîäàìè FGMRES èëè CG, ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ Sγ (ñ

ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè γ) èëè áåç íåãî. Ìàòðèöà A−1
1,1 �îáðàùàëàñü� ñ ïî-

ìîùüþ àëãîðèòìà BoomerAMG [23] èç áèáëèîòåêè Hypre, à å¼ àïïðîê-

ñèìàöèÿ A
−1
1,1 îïðåäåëÿëàñü ìåòîäîì SPAI. Ïîñëå ýòîãî ìàòðèöà Sγ �îá-

ðàùàëàñü� (ò.å. ðåøàëàñü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÑËÀÓ) òàêæå ñ ïîìîùüþ
AMG.
Â òàáëèöàõ 1�3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ γ = 0 ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåííîãî øàãà: ∆t = 0.5, 0.5 · 10−3 è 10−7. Ìîæíî
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Òàáëèöà 5. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà èòåðàöèé îò ïàðàìåòðà
ðåãóëÿðèçàöèè γ (ñåòî÷íàÿ ìîäåëü kern, ñì. òàáë.2).

γ 0.005 0.001 0 -0.005 -0.05 -0.01 -0.1
n ∞ 59 44 78 186 100 251

Òàáëèöà 6. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òà äëÿ ∆t = 0.5, ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè äèàãîíàëüíîé êîìïåíñàöèè (21) äëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè äîïîëíåíèÿ Øóðà.

N\P 2 4 8 16 32 48
323 23/5.4 23/3.9 23/2.7 24/2.3 23/2.0 23/1.9
643 28/65.3 28/41.6 28/27.7 28/22.3 28/17.7 28/16.7
1283 31/635.4 31/387.1 31/284.8 31/229.4 31/163.1 31/136.6
kern 65/376.7 65/189.3 65/98.6 65/58.1 65/36.5 65/29.0

Òàáëèöà 7. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òà äëÿ ∆t = 0.5 · 10−3, àë-
ãîðèòì áåç ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ äîïîëíåíèÿ Øóðà.

N\P 2 4 8 16 32 48
323 14/2.1 14/1.4 14/1.0 14/0.81 14/0.77 14/0.74
643 15/21.4 15/13.3 15/9.2 15/7.6 15/5.7 15/5.3
1283 - 17/122.5 17/84.0 17/73.9 17/53.4 17/46.6
kern - - 490/354.2 490/208.6 490/126.1 489/104.2

çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî èòåðàöèé è âðåìÿ ðåøåíèÿ ðàñòóò ñ óâåëè÷åíèåì
âðåìåííîãî øàãà. Ñåòêà �kern� âåä¼ò ñåáÿ íåòèïè÷íî: ÷èñëî èòåðàöèé
íåìíîãî óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè øàãà ñ 0.0005 äî 0.5 ñåêóíä. Ïðè-
÷èíà òàêîãî ïîâåäåíèÿ íåÿñíà.
Òàáëèöû 4 è 5 äåìîíñòðèðóþò âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ ÷èñëà èòå-

ðàöèé çà ñ÷¼ò îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè γ (ïðè M = I) èç
âûðàæåíèÿ (13). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà ðàñ÷åòíîé ñåòêå ñ îäíîðîäíûì
êóáîì 643 ÷èñëî èòåðàöèé óìåíüøàåòñÿ ñ îòðèöàòåëüíîé γ. Îäíàêî íà
ñåòêå ñ èñêóññòâåííûì êåðíîì íèêàêîãî óëó÷øåíèÿ íå íàáëþäàåòñÿ è
ïàðàìåòð γ âûãîäíåå çàäàâàòü ðàâíûì íóëþ.
Â òàáëèöå 6 äàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïðè ∆t = 0.5, ïîëó÷àåìûå

ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãîíàëüíîé êîìïåíñàöèè (21) ïðè θ = 1 äëÿ àï-
ïðîêñèìàöèè äîïîëíåíèÿ Øóðà. Ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ïðåäîáóñëàâëè-
âàòåëü Sγ ñòðîèòñÿ áåç ðåãóëÿðèçàöèè, ò.å. γ = 0, à åãî îáðàùåíèå,
êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
BoomerAMG.
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Íàêîíåö, â òàáëèöå 7 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè
ÑËÀÓ áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ, íî ñ òî÷íîé áåçìàòðè÷íîé àïïðîêñèìà-
öèåé äîïîëíåíèÿ Øóðà. Íà ñåòêàõ ñ ïóñòûìè êóáàìè 323, 643, 1283 íà-
áëþäàåòñÿ íàèâûñøàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàñ÷åòà. Ïðè ýòîì íà ñåòêå �kern�
ñêîðîñòü ñ÷åòà ïàäàåò âî ìíîãî ðàç.
Àíàëèç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþ-

ùèå ïðåäâàðèòåëüíûå âûâîäû:

� Ðåøåíèå ñåòî÷íûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì óðàâíå-
íèé Ñòîêñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî òðóäî¼ìêóþ ïðîáëå-
ìó, îñîáåííî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåííûõ øàãîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, çíà÷åíèå ∆t = 0.5 â òàáëèöàõ 1, 6 ôàêòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å.

� Ýôôåêòû, íàáëþäàåìûå â òàáëèöå 7, ñâÿçàíû ñ îñîáåííîñòüþ
äîïîëíåíèÿ Øóðà äëÿ èññëåäóåìîé ìàòðèöû. Îíî ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé äèâåðãåíöèþ îò îáðàòíîãî ëàïëàñèàíà, ïðèìåíåííîãî ê
ãðàäèåíòó, ÷òî áëèçêî ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå I. Ïîýòîìó íà îäíî-
ðîäíûõ ñðåäàõ íàáëþäàåòñÿ âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü. Íà èñêóñ-
ñòâåííîì êåðíå áîëüøóþ ðîëü èãðàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèëè-
ïàíèÿ, ò.ê. ïî âñåìó êåðíó ðàñïðåäåëåíû íåïðîíèöàåìûå ñòåíêè
è äîïîëíåíèå Øóðà äàëåêî îò ìàòðèöû I.

� Ïðèìåíåíèå ðåãóëÿðèçàöèè ïîêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíûé ýôôåêò
òîëüêî íà ïóñòûõ êóáàõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðèáëèæåíèåì àïïðîêñè-
ìàöèè äîïîëíåíèÿ Øóðà ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî ïðèìåíåíèå òàêîé ðåãóëÿðèçàöèè íåýôôåêòèâíî äëÿ
çàäà÷è î òå÷åíèè â ïîðàõ.

� Èñïîëüçîâàíèå äèàãîíàëüíîé êîìïåíñàöèè ïðè ëåíòî÷íîé àïïðîê-
ñèìàöèè îáðàòíîé ìàòðèöû (àëãîðèòì SPAI) â äîïîëíåíèè Øóðà
ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü èññëåäóå-
ìûõ ìåòîäîâ íà çàäà÷àõ ñ îäíîðîäíûìè ñðåäàìè, íî íåýôôåê-
òèâíî äëÿ ïîðèñòîé ñðåäû.

� Ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ èòåðàöè-
îííûõ ïðîöåññîâ ìîæíî ñ÷èòàòü âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíîé, õî-
òÿ çäåñü åù¼ åñòü áîëüøèå ðåçåðâû äëÿ óñêîðåíèÿ çà ñ÷¼ò ó÷¼òà
îñîáåííîñòåé àëãîðèòìîâ è àðõèòåêòóðû ìíîãîïðîöåññîðíîé âû-
÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû (ÌÂÑ).

� Äëÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè �kern� ñ ïîðèñòîé ñðåäîé èç ðàññìîòðåííûõ
âàðèàíòîâ íàèáîëüøóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïîêàçûâàåò ïðåäî-
áóñëàâëèâàòåëü (12) áåç äîïîëíèòåëüíûõ ðåãóëÿðèçàöèé è äèàãî-
íàëüíîé êîìïåíñàöèè.
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5 Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå áëî÷íûå ìåòîäû íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè
äëÿ ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé Ñòîêñà, â êîìáèíàöèè ñ ïðèìåíåíè-
åì ðåãóëÿðèçàöèè, ìíîãîñåòî÷íûõ ïîäõîäîâ, àëãîðèòìîâ àïïðîêñèìà-
öèè îáðàòíûõ ìàòðèö ñ äèàãîíàëüíîé êîìïåíñàöèåé, ïðåäîáóñëîâëåí-
íûõ êðûëîâñêèõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ è òåõíîëîãèé ðàñïàðàëëåëè-
âàíèÿ âû÷èñëåíèé íà ÌÂÑ ñ ðàñïðåäåë¼ííîé è îáùåé ïàìÿòüþ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé øèðîêîå ïîëå äåÿòåëüíîñòè äëÿ ïåðñïåêòèâíûõ ðàçðà-
áîòîê âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñ-
ïå÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à Ñòîêñà îáû÷íî ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé òîëüêî ÷àñòü áîëüøèõ ìåæäèñöèïëèíàðíûõ ïðîáëåì. Îäíàêî
ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå âîïðîñû èìåþò ñàìîäîñòàòî÷íûé õàðàêòåð,
è ïîëó÷åííûå ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû äàþò õîðîøóþ ïåðñïåêòè-
âó äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îòìåòèì,
÷òî â äàííîé ðàáîòå ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì èñïîëüçîâàëñÿ øèðîêî
ðàñïðîñòðàíåííûé ðåøàòåëü BoomerAMG, îäíàêî ïðåäâàðèòåëüíûå ðàñ-
÷åòû ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðè ïåðåõîäå íà
àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä îïèñàííûé, â ï. 3. Ñóùå-
ñòâåííûå ïåðñïåêòèâû âèäÿòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòî-
äîâ íåïîñðåäñòâåííî äëÿ çàäà÷è Ñòîêñà [12], à òàêæå ïðè ðàñïàðàëëåëè-
âàíèè àëãîðèòìîâ ñ ïîìîùüþ äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé [6].
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