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Ïðåäñòàâëåíî Å.Ì. Ðóäûì

Abstract: The Green's function for some boundary value problem
for the 3-harmonic equation in the unit ball is constructed and an
integral representation of the solution of this problem is given.

Keywords: 3-harmonic equation, Green's function, Dirichlet-2
problem, integral representation.

1 Ââåäåíèå

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé Ãðèíà
â ÿâíîì âèäå äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷. Âî-
ïåðâûõ îòìåòèì ðàáîòó [1], ãäå ïîñòðîåíû ôóíêöèè Ãðèíà áèãàðìîíè÷å-
ñêèõ çàäà÷ Äèðèõëå, Íåéìàíà, Ðîáèíà è äð. â äâóìåðíîì äèñêå, à òàê-
æå ðàáîòû [2, 3, 4], ãäå íàõîäèòñÿ ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè Ðîáèíà. Äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî è 3-ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèé
â ðàáîòàõ [5, 6], ïðèâåäåíà ÿâíàÿ ôîðìà ôóíêöèè Ãðèíà â ñåêòîðå, à â
[7, 8] èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü è ïîñòðîåíû ôóíêöèè Ãðèíà íåñêîëüêèõ
ëîêàëüíûõ è íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíâîëþöèåé äëÿ áèãàðìîíè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â [9] ïðèâåäåí ÿâíûé âèä ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ 3-ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â åäèíè÷íîì øàðå, à â [10, 11]
íàõîäÿòñÿ ïîëèíîìèàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ Äèðèõëå.
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Ôóíêöèÿì Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
â åäèíè÷íîì øàðå ïîñâÿùåíû ðàáîòû [12, 14, 13, 15]. Îòìåòèì ðàáîòó
[16], ãäå íàõîäÿòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ îäíîðîäíîãî
ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå ñ ïîëèíîìèàëü-
íûìè ãðàíè÷íûìè äàííûìè â [17] ïîñòðîåí îïåðàòîð Ãðèíà.
Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ âàðèàíòîâ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ áè-

ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â øàðå áûëè ïîëó÷åíû òàêæå â ðàáîòàõ [18,
19]. Â [20] ïðèâîäÿòñÿ ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷ Íàâüå [21] è Ðèêüå-Íåéìàíà
äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â øàðå, à â ðàáîòàõ [22, 23], èñïîëüçóÿ
ðåçóëüòàòû èç [24], ïîñòðîåíû ôóíêöèè Ãðèíà òàêèõ çàäà÷ äëÿ ïîëèãàð-
ìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [25, 26]. Â ðàáîòå [27] èññëåäîâàíà ôðåä-
ãîëüìîâîñòü è èíäåêñ îáîáù¼ííîé çàäà÷è Íåéìàíà, ñîäåðæàùåé ñòåïåíè
íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå íåêîòîðûå íåäàâíî îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû

ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ [28, 29, 30,
31]. Ïðèìåíåíèå ôóíêöèé Ãðèíà â çàäà÷àõ ìåõàíèêè è ôèçèêè ìîæíî
íàéòè â [32, 33, 34, 35, 36, 37].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ 3-ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â åäèíè÷íîì øàðå S =
{x ∈ Rn : |x| < 1}

∆3u(x) = f(x), x ∈ S, (1)

u|∂S = φ0,
∂u

∂ν

∣∣
∂S

= φ1, ∆u|∂S = φ2, (2)

êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü çàäà÷åé Äèðèõëå-2, ïîñêîëüêó, êàê îêàçàëîñü,
îíà áëèçêà ê çàäà÷å Äèðèõëå: ó íèõ îäíà è òà æå ôóíêöèÿ Ãðèíà. Ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è (1)-(2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêèé ñèìáèîç óñëî-
âèé Äèðèõëå è óñëîâèé Íàâüå [22]. Íèæå áóäåò íàéäåíà ôóíêöèÿ Ãðèíà
ýòîé çàäà÷è. Ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü â êëàññå u ∈ C6(S) ∩ C5(S̄).
Ñíà÷àëà, â ðàçäåëå 2, ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ îá ýëåìåíòàð-

íûõ ðåøåíèÿõ è ôóíêöèÿõ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëèãàðìîíè÷å-
ñêîãî è 3-ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèé è óêàçûâàåòñÿ èõ ñâÿçü ñ ôóíäàìåí-
òàëüíûì ðåøåíèåì Ñ.Ë.Ñîáîëåâà [38]. Çàòåì, â òåîðåìå 1 èç ðàçäåëà 3,
ñ ïîìîùüþ ëåìì 1-3 î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè Ãðèíà G6(x, ξ), íàõîäèòñÿ èí-
òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (34) ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (1)-(2)
÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà G6(x, ξ). Ïîñëå ýòîãî, â ðàçäåëå 4, äîêàçûâàåòñÿ
òåîðåìà 2 î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è è íàõîäèòñÿ ìè-
íèìàëüíàÿ íåîáõîäèìàÿ ãëàäêîñòü ãðàíè÷íûõ äàííûõ. Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2 îïèðàåòñÿ íà ëåììû 4-8. Â ýòèõ ëåììàõ äàåòñÿ ïðåäñòàâëå-
íèå (34) î ñòðóêòóðå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(2). Ñ ïîìîùüþ çàìå÷àíèé 2-4
â ñëåäñòâèè 2 ïîëó÷åíî äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå (50) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-
(2) áåç ó÷àñòèÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ
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ïîëèãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äàíî â [16]. Â çàêëþ÷åíèè ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïðèìåð 1, èëëþñòðèðóþùèé ÿâíóþ ôîðìóëó (50).

2 Ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå è ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è

Äèðèõëå

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà â øàðå S ïðè n ≥ 2 èìååò âèä

G2(x, ξ) = E2(x, ξ)− E2

( x

|x|
, |x|ξ

)
, (3)

ãäå E2(x, ξ) � ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, êàê åãî íàçûâàë
À. Áèöàäçå [39]. Â ðàáîòå [40] áûëî îïðåäåëåíî ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå
áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

E4(x, ξ) =



1

2(n− 2)(n− 4)
|x− ξ|4−n, n > 4, n = 3

−1

4
ln |x− ξ|, n = 4

|x− ξ|2

4

(
ln |x− ξ| − 1

)
, n = 2

, (4)

à â ðàáîòå [9] äëÿ 3-ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

E6(x, ξ) =



|x− ξ|6−n

2 · 4(n− 2)(n− 4)(n− 6)
, n ≥ 3, n ̸= 4, 6,

− 1

64
ln |x− ξ|, n = 6

|x− ξ|2

32

(
ln |x− ξ| − 3

4

)
, n = 4

−|x− ξ|4

64

(
ln |x− ξ| − 3

2

)
, n = 2

. (5)

Êðîìå òîãî áûëè íàéäåíû ôóíêöèè Ãðèíà G4(x, ξ) è G6(x, ξ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ çàäà÷ Äèðèõëå â S. Åñëè îáîçíà÷èòü E∗
k(x, ξ) = Ek

(
x
|x| , ξ|x|

)
,

òî G6(x, ξ) èìååò âèä

G6(x, ξ) = E6(x, ξ)− E∗
6(x, ξ)−

1

2

|x|2 − 1

2

|ξ|2 − 1

2
E∗

4(x, ξ)

− 1

4

(|x|2 − 1)2

4

(|ξ|2 − 1)2

4
E∗

2(x, ξ). (6)

Íà îñíîâàíèè ôóíêöèé E4(x, ξ) è E6(x, ξ) â [41] áûëî ââåäåíî ýëåìåí-
òàðíîå ðåøåíèå m-ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ∆mu = 0. Åñëè m ∈ N,
òî ìíîæåñòâî N \ {1} ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæå-
ñòâà Nm = {n ∈ N : n > 2m > 1} ∪ (2N + 1) è äîïîëíåíèå ê íåìó
Ncm = {2, 4, . . . , 2m}. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Ncm � êîíå÷íîå, òî Nm � áåñ-
êîíå÷íîå. ßñíî, ÷òî Ncm−1 ⊂ Ncm, à ïîýòîìó Nm ⊂ Nm−1. Îïðåäåëèì
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ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå E2m(x, ξ) â âèäå

E2m(x, ξ)

=


(−1)m|x− ξ|2m−n

(2− n, 2)m(2, 2)m−1
, n ∈ Nm,

(−1)m|x− ξ|2m−n

(2− n, 2)∗m(2, 2)m−1

(
ln |x− ξ| −

m−n/2∑
k=1

1
2k −

m−1∑
k=n/2

1
2k

)
, n ∈ Ncm.

,

(7)

ãäå (a, b)k = a(a + b) . . . (a + kb − b) � îáîáùåííûé ñèìâîë Ïîõãàììåðà
ñ ñîãëàøåíèåì (a, b)0 = 1, à ñèìâîë (a, b)∗k � îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ñðåäè
ñîìíîæèòåëåé a, (a+ b), . . . (a+ kb− b), âõîäÿùèõ â (a, b)k, åñòü 0, òî åãî
ñëåäóåò çàìåíèòü íà 1, íàïðèìåð, (−2, 2)∗3 = (−2) · 1 · 2 = −4. Êðîìå
òîãî, åñëè â ñóììàõ, âõîäÿùèõ â (7) âåðõíèé èíäåêñ ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå
íèæíåãî, òî ñóììà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî (2 − n, 2)m =
(2−n)(4−n) . . . (2m−n) ̸= 0 ïðè n ∈ Nm è çíà÷èò ïåðâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû
(7) îïðåäåëåíà êîððåêòíî.
Â [23] äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ E2m(x, ξ) ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòàðíûìè

ôóíêöèÿìè E2(x, ξ), E4(x, ξ) è E6(x, ξ) ïðè m = 1, m = 2 è m = 3, ñîîò-
âåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ E2m(x, ξ), îïðåäåëåííàÿ
ïðè x ̸= ξ, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì [22, ëåììà 2.1]

∆ξE2m(x, ξ) = −E2(m−1)(x, ξ), ∆ξE2(x, ξ) = 0. (8)

Ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ E2m(x, ξ) íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ôóíäàìåí-
òàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Gm,n(x), ðàññìîòðåí-
íîãî Ñ.Ë.Ñîáîëåâûì [38, p. 521]. Äëÿ n ∈ Nm ðàçíèöà â ìíîæèòåëå
(−1)m, à äëÿ n ∈ Ncm ýòà ðàçíèöà áîëåå çàìåòíà. Â [41, òåîðåìà 1] äëÿ
n ∈ Ncm−1 áûëà ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå â âèäå

G2m(x, ξ) = E2m(x, ξ)−
m−1∑
k=0

(|x|2 − 1)k(|ξ|2 − 1)k

(2m− 2,−2)k(2, 2)k
E∗

2m−2k(x, ξ). (9)

Çàòåì, â ðàáîòå [15], ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå E2m(x, ξ) áûëî ñëåãêà ïîä-
ïðàâëåíî è áûëà ââåäåíà äðóãàÿ ôóíêöèÿ E2m(x, ξ), êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ
ôóíêöèåé E2m(x, ξ) ôîðìóëîé

E2m(x, ξ)

=


E2m(x, ξ), n ∈ Nm−1

E2m(x, ξ) +
(−1)m|x− ξ|2m−n

(2− n, 2)∗m(2, 2)m−1

m−1∑
k=n/2

1
2k , n ∈ Ncm−1

. (10)
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Âèäíî, ÷òî E2(x, ξ) = E2(x, ξ) äëÿ âñåõ n ≥ 2. Ïðè m = 2 èìååì
Nc1 = {2} è, çíà÷èò â ôîðìóëå (4) èçìåíèòñÿ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà

E4(x, ξ) =



1

2(n− 2)(n− 4)
|x− ξ|4−n, n > 4, n = 3

−1

4
ln |x− ξ|, n = 4

|x− ξ|2

4

(
ln |x− ξ| − 1

2

)
, n = 2

. (11)

Åñëè æå m = 3, òî Nc2 = {2, 4} è ïîýòîìó â (5) èçìåíÿòñÿ óæå äâå
ïîñëåäíèå ñòðîêè

E6(x, ξ) =



|x− ξ|6−n

2 · 4(n− 2)(n− 4)(n− 6)
, n ≥ 3, n ̸= 2, 4, 6

− 1

64
ln |x− ξ|, n = 6

|x− ξ|2

32

(
ln |x− ξ| − 1

2

)
, n = 4

−|x− ξ|4

64

(
ln |x− ξ| − 3

4

)
, n = 2

. (12)

Çàìåíÿÿ â (6) E2k(x, ξ) íà E2k(x, ξ) ïîëó÷èì íîâóþ ôóíêöèþ

G6(x, ξ) = E6(x, ξ)− E∗
6 (x, ξ)−

1

2

|x|2 − 1

2

|ξ|2 − 1

2
E∗
4 (x, ξ)

− 1

4

(|x|2 − 1)2

4

(|ξ|2 − 1)2

4
E∗
2 (x, ξ). (13)

Åñëè â íåé ïîëîæèòü m = 3 è n = 4, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (10)

E6(x, ξ) = E6(x, ξ) +
1

4

|x− ξ|2

32
, E4(x, ξ) = E4(x, ξ),

à çíà÷èò

G6(x, ξ) = E6(x, ξ)− E∗
6 (x, ξ)−

1

2

|x|2 − 1

2

|ξ|2 − 1

2
E∗
4 (x, ξ)

− 1

4

(|x|2 − 1)2

4

(|ξ|2 − 1)2

4
E∗
2 (x, ξ)

= G6(x, ξ) +
1

4

( |x− ξ|2

32
− |x/|x| − ξ|x||2

32

)
= G6(x, ξ) +

1

4

|x|2 − 2xξ + |ξ|2 − 1 + 2xξ − |x|2|ξ|2

32

= G6(x, ξ)−
1

4

(|ξ|2 − 1)(|x|2 − 1)

32
.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ïðè m = 3 è n = 4 ôóíêöèÿ G6(x, ξ)
ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Ãðèíà äëÿ 3-ãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå èç ðà-
áîòû [9, òåîðåìà 2]. Â îáùåì ñëó÷àå, â ðàáîòå [15, òåîðåìà 1], äîêàçàíî
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óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå òåîðåìó 1 èç [41]. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè â ðà-
âåíñòâî (9) âìåñòî âñåõ ôóíêöèé E2k(x, ξ) ïîäñòàâèòü ôóíêöèè E2k(x, ξ),
òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ

G2m(x, ξ) = E2m(x, ξ)−
m−1∑
k=0

(|x|2 − 1)k(|ξ|2 − 1)k

(2m− 2,−2)k(2, 2)k
E∗
2m−2k(x, ξ) (14)

áóäåò ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n ≥ 2
áåç îãðàíè÷åíèé (ôóíêöèÿ G2m(x, ξ) ÿâëÿëàñü ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è
Äèðèõëå ëèøü ïðè n ∈ Ncm−1). Äëÿ 3-ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òàêîâà
ôóíêöèÿ G6(x, ξ) èç (13).

3 Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è

Â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìî áóäåò ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëå-
íèå ôóíêöèé êëàññà u ∈ C2m(D)∩C2m−1(D̄), ãäå D ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ
îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ u ∈ C2m(D) ∩ C2m−1(D̄) èìååò ñëåäóþùåå èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

u(x) =
(−1)m

ωn

∫
∂D

m−1∑
k=0

(∂∆m−k−1G2m(x, ξ)

∂ν
∆ku

−∆m−k−1G2m(x, ξ)
∂∆ku

∂ν

)
dsξ +

(−1)m

ωn

∫
D
G2m(x, ξ)∆

mu(ξ) dξ. (15)

ãäå ôóíêöèÿ G2m(x, ξ) îïðåäåëåíà â (14), ωn = |∂S| � ïëîùàäü åäèíè÷íîé
ñôåðû â Rn, ν � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ∂D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [24] áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ ôóíêöèè u

u(x) =
1

ωn

∫
∂D

m−1∑
k=0

(−1)k
(
E2k+2(x, ξ)

∂∆ku

∂ν
− ∂E2k+2(x, ξ)

∂ν
∆ku

)
dsξ

+
(−1)m

ωn

∫
D
E2m(x, ξ)∆

mu(ξ) dξ,

ãäå ôóíêöèÿ E2k îïðåäåëåíà â (7). Åñëè â ýòîì ðàâåíñòâå ó÷åñòü ïåðâîå
ðàâåíñòâî èç (8), òî áóäåì èìåòü

u(x) =
(−1)m

ωn

∫
∂D

m−1∑
k=0

(∂∆m−k−1E2m(x, ξ)

∂ν
∆ku

−∆m−k−1E2m(x, ξ)
∂∆ku

∂ν

)
dsξ +

(−1)m

ωn

∫
D
E2m(x, ξ)∆

mu(ξ) dξ. (16)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè E2m(x, ξ) è E2m(x, ξ) èìåþò îäèíàêîâóþ îñîáåí-
íîñòü ïðè x = ξ, òî ó÷èòûâàÿ äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (16) èç ðàáîòû
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[24], îíî îñòàíåòñÿ âåðíûì è ïîñëå çàìåíû â íåì E2m(x, ξ) íà E2m(x, ξ).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ G2m(x, ξ) − E2m(x, ξ) = −H2m(x, ξ), êîòîðàÿ ñî-
ãëàñíî [41, òåîðåìà 1] ÿâëÿåòñÿ m-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé ïî ξ ∈ S̄
ïðè x ∈ S. Â [24] áûëî òàêæå äîêàçàíî ïîõîæåå íà (16) ðàâåíñòâî äëÿ
ôóíêöèé u, v ∈ C2m(D) ∩ C2m−1(D̄)∫
D

(
u∆mv − v∆mu

)
dξ =

∫
∂D

m−1∑
k=0

(∂∆m−k−1v

∂ν
∆ku−∆m−k−1v

∂∆ku

∂ν

)
dsξ.

Åñëè çäåñü âûáðàòü v(ξ) = −H2m(x, ξ), ó÷åñòü ÷òî ∆mv = 0 è ïåðåíå-
ñòè îáúåìíûé èíòåãðàë â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà, òî ïîëó÷èì

0 =

∫
∂D

m−1∑
k=0

(
− ∂∆m−k−1H2m(x, ξ)

∂ν
∆ku+∆m−k−1H2m(x, ξ)

∂∆ku

∂ν

)
dsξ

−
∫
D
H2m(x, ξ)∆

mu dξ.

Óìíîæàÿ íàéäåííîå ðàâåíñòâî íà (−1)m/ωn è ñêëàäûâàÿ åãî ñ èçìå-
íåííûì ðàâåíñòâîì (16) (E2m(x, ξ) çàìåíåíî íà E2m(x, ξ)) áóäåì èìåòü
(15). Ëåììà äîêàçàíà. □

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè G6(x, ξ) è åå ïðîèçâîäíûõ ïðè ξ ∈ ∂S
è x ∈ S.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè x ∈ S ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî G6(x, ξ)|ξ∈∂S = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó∣∣∣ x|x| −ξ|x|∣∣∣2 = ∣∣∣ x|x| ∣∣∣2−2
x · ξ
|x|

|x|+ |x|2|ξ|2 = 1−2x ·ξ+ |x|2|ξ|2 =
∣∣∣ ξ|ξ| −x|ξ|∣∣∣2,

òî ïðè ξ ∈ ∂S èìååì | x|x| − ξ|x|| = |x − ξ| è çíà÷èò, â ñèëó ñòðóêòóðû

E2k(x, ξ), èìååì E∗
2k(x, ξ) ≡ E2k

(
x
|x| , ξ|x|

)
= E2k(x, ξ). Ïîýòîìó èç ðàâåí-

ñòâà (13), îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ G6(x, ξ), ïðè ξ ∈ ∂S ñðàçó ñëåäóåò
äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî.
Â äàëüíåéøåì áóäåò íåîáõîäèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð Λu =

∑n
i=1 ξiuξi ,

êîòîðûé îáëàäàåò ñâîéñòâîì Λu|∂S = ∂u
∂νξ

|∂S .

Ëåììà 2. Ïðè x ∈ S ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∂G6(x,ξ)
∂νξ

|ξ∈∂S = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ΛξG6(x, ξ)|∂S . Èç (13) íàõîäèì

ΛξG6(x, ξ)|∂S = Λξ(E6(x, ξ)− E∗
6 (x, ξ))|∂S − |x|2 − 1

4
E∗
4 (x, ξ)|∂S . (17)

Ïóñòü φ(t) � íåêîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè t > 0 ôóíêöèÿ. Ó÷è-
òûâàÿ îäíîðîäíîñòü îïåðàòîðà Λ è ðàâåíñòâî Λ(uv) = vΛu+uΛv íåòðóä-
íî ïîëó÷èòü, ÷òî

Λξφ(|x−ξ|) =
φ′(|x− ξ|)
2|x− ξ|

Λξ(|x|2−2x·ξ+|ξ|2) = φ′(|x−ξ|) |ξ|
2 − x · ξ
|x− ξ|

(18)
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è

Λξφ(|x/|x| − ξ|x||) = φ′(|x/|x| − ξ|x||)
2|x/|x| − |x|ξ|

Λξ(1− 2x · ξ + |x|2|ξ|2)

= φ′(|x/|x| − ξ|x||) |ξ|
2|x|2 − x · ξ

|x/|x| − ξ|x||
. (19)

Ïîýòîìó, ïîñêîëüêó | x|x| − ξ|x|| = |x− ξ| ïðè ξ ∈ ∂S, òî c ïîìîùüþ (18)

è (19) íàõîäèì

Λξ(φ(|x− ξ|)− φ(|x/|x| − ξ|x||))|∂S = (1− |x|2)φ
′(|x− ξ|)
|x− ξ|

∣∣∣
∂S
. (20)

Â ôîðìóëå (17) ðàññìîòðèì ðàçíûå ñëó÷àè â çàâèñèìîñòè îò n ≥ 2.
10. Ïóñòü n ̸∈ Nc3 = {2, 4, 6}. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (12) è (20) ïðè φ(t) =

t6−n

8(n−2)(n−4)(n−6) íàéäåì

Λξ(E6(x, ξ)− E∗
6 (x, ξ))|∂S =

|x− ξ|4−n

8(n− 2)(n− 4)
(|x|2 − 1).

Ñ ïîìîùüþ (11) âû÷èñëèì

|x|2 − 1

4
E∗
4 (x, ξ) =

|x/|x| − ξ|x||4−n

8(n− 2)(n− 4)
(|x|2 − 1).

Òàêèì îáðàçîì ðàâåíñòâî (17) ïðèíèìàåò âèä

ΛξG6(x, ξ)|∂S =
|x− ξ|4−n|∂S

8(n− 2)(n− 4)
(|x|2−1)−|x/|x| − ξ|x||4−n|∂S

8(n− 2)(n− 4)
(|x|2−1) = 0.

20. Ïóñòü n = 6. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (12) è (20) ïðè φ(t) = − 1
64 ln t

ïîëó÷èì

Λξ(E6(x, ξ)− E∗
6 (x, ξ))|∂S =

|x|2 − 1

64|x− ξ|2
.

Ïîñêîëüêó 6 ̸∈ Nc2 = {2, 4}, òî ñîãëàñíî (11) ïðè n = 6 âûâîäèì

|x|2 − 1

4
E∗
4 (x, ξ) =

|x/|x| − ξ|x||−2

2 · 4 · 2
|x|2 − 1

4
=

|x|2 − 1

64|x/|x| − |x|ξ|2
.

Ñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî (17) ïðè n = 6 ïðèíèìàåò âèä

ΛξG6(x, ξ)|∂S =
|x|2 − 1

64|x− ξ|2|∂S
− |x|2 − 1

64|x/|x| − ξ|x||2|∂S
= 0.

30. Ïóñòü n = 4. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (12) è (20) ïðè φ(t) =
1
32(t

2 ln t− 1
2 t

2) ïîëó÷èì

Λξ(E6(x, ξ)− E∗
6 (x, ξ))|∂S =

ln |x− ξ|
16

(1− |x|2).

Ïîñêîëüêó 4 ∈ Nc2 = {2, 4}, òî ïî (11) ïðè n = 4 íàõîäèì

|x|2 − 1

4
E∗

4(x, ξ) = −1

4
ln |x/|x| − ξ|x|| |x|

2 − 1

4
.
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Ñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî (17) ïðèíèìàåò âèä

ΛξG6(x, ξ)|∂S =
1− |x|2

16

(
ln |x− ξ||∂S − ln |x/|x| − ξ|x|||∂S

)
= 0.

40. Ïóñòü n = 2. Òîãäà, îïÿòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (12) è (20) ïðè φ(t) =
− 1

64(t
4 ln t− 3

4 t
4) è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî φ′(t) = − 1

64(4t
3 ln t− 2t3), ïîëó÷èì

Λξ(E6(x, ξ)− E∗
6 (x, ξ))|∂S =

|x− ξ|2

16

(
ln |x− ξ| − 1

2

)
(|x|2 − 1).

Èç (11) ïðè n = 2 íàõîäèì

|x|2 − 1

4
E∗
4 (x, ξ) =

|x|2 − 1

4

|x/|x| − ξ|x||2

4

(
ln |x/|x| − ξ|x|| − 1

2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî (17) è â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

ΛξG6(x, ξ)|∂S =
|x|2 − 1

16

(
|x− ξ|2

(
ln |x− ξ| − 1

2

)
|∂S

− |x/|x| − ξ|x||2
(
ln |x/|x| − ξ|x|| − 1

2

)
|∂S

)
= 0.

Ëåììà äîêàçàíà. □

Íåîæèäàííîå ñâîéñòâî ôóíêöèè Ãðèíà G6(x, ξ).

Ëåììà 3. Ïðè x ∈ S è n ≥ 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∆ξG6(x, ξ)|ξ∈∂S = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèè G6(x, ξ) èç (13) âû÷èñëèì ïî ÷àñòÿì çíà-
÷åíèå ∆ξG6(x, ξ). Ðàññìîòðèì ðàçíûå ñëó÷àè â çàâèñèìîñòè îò n ≥ 2.

10. Ïóñòü n ̸∈ Nc2 = {2, 4}. Â ñèëó (10) èìååì E6(x, ξ) = E6(x, ξ) è
E4(x, ξ) = E4(x, ξ), à çíà÷èò ïî (8) ïîëó÷èì ∆ξE6(x, ξ) = −E4(x, ξ). Êðîìå
òîãî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∆ξE∗
6 (x, ξ) = ∆ξE6(x/|x|, ξ|x||) = −|x|2E4(x/|x|, ξ|x||) = −|x|2E∗

4 (x, ξ).

Çíà÷èò èìååì

∆ξ(E6(x, ξ)− E∗
6 (x, ξ)) = −E4(x, ξ) + E∗

4 (x, ξ) + (|x|2 − 1)E∗
4 (x, ξ). (21)

Ïóñòü îïÿòü φ(t) � íåêîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè t > 0 ôóíêöèÿ.
Òîãäà

∆ξ

(
φ(|ξ|2)E∗

2k(x, ξ)
)

= E∗
2k(x, ξ)∆ξφ(|ξ|2) + 4φ′(|ξ|2)ΛξE∗

2k(x, ξ)− |x|2φ(|ξ|2)E∗
2k−2(x, ξ).

Ïîñêîëüêó

∆ξφ(|ξ|2) = 2
n∑
i=1

∂

∂ξi

(
ξiφ

′(|ξ|2)
)
= 2

n∑
i=1

(
φ′(|ξ|2) + 2ξ2i φ

′′(|ξ|2)
)

= 2nφ′(|ξ|2) + 4|ξ|2φ′′(|ξ|2), (22)
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òî

∆ξ

(
φ(|ξ|2)E∗

2k(x, ξ)
)
=

(
4|ξ|2φ′′(|ξ|2)

+ φ′(|ξ|2)(2n+ 4Λξ)
)
E∗

2k(x, ξ)− |x|2φ(|ξ|2)E∗
2k−2(x, ξ). (23)

Ïîýòîìó ïðè φ(t) = 1
2(t − 1) è k = 2, ó÷èòûâàÿ ÷òî â íàøåì ñëó÷àå

E∗
4 = E∗

4 , ïîëó÷èì

∆ξ
|ξ|2 − 1

2
E∗
4 (x, ξ) = (n+ 2Λξ)E∗

4 (x, ξ)− |x|2 |ξ|
2 − 1

2
E∗
2 (x, ξ), (24)

Åñëè æå φ(t) = 1
4(t− 1)2 è k = 1, òî áóäåì èìåòü

∆ξ
(|ξ|2 − 1)2

4
E∗
2 (x, ξ) =

(
2|ξ|2 + (|ξ|2 − 1)(2Λξ + n)

)
E∗
2 (x, ξ)

= (|ξ|2 − 1)(2Λξ + n+ 2)E∗
2 (x, ξ) + 2E∗

2 (x, ξ). (25)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ (21),(24) è (25), ïîëó÷èì

∆ξG6(x, ξ) = −E4(x, ξ) + E∗
4 (x, ξ) + (|x|2 − 1)E∗

4 (x, ξ)

− |x|2 − 1

4

(
(2Λξ + n)E∗

4 (x, ξ)− |x|2 |ξ|
2 − 1

2
E∗
2 (x, ξ)

)
− (|x|2 − 1)2

8
E∗
2 (x, ξ)−

(|x|2 − 1)2

16
(|ξ|2 − 1)(2Λξ + n+ 2)E∗

2 (x, ξ). (26)

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

∆ξG6(x, ξ)|∂S =

− |x|2 − 1

4

(
(2Λξ + n− 4)E∗

4 (x, ξ) +
|x|2 − 1

2
E∗
2 (x, ξ)

)∣∣
∂S
. (27)

Ïðåîáðàçóåì ýòî ðàâåíñòâî. Ïî ôîðìóëå (19) ïðè φ(t) = 1
2(n−2)(n−4) t

4−n

íàéäåì

2ΛξE∗
4 (x, ξ) =

− |x/|x| − |x|ξ|2−n

n− 2
(|ξ|2|x|2 − x · ξ) = 1

2
(2x · ξ − 2|ξ|2|x|2)E∗

2 (x, ξ), (28)

à òàêæå ó÷òåì, ÷òî

(n− 4)E∗
4 (x, ξ)

=
1

2(n− 2)
|x/|x| − |x|ξ|4−n =

1

2
(1− 2x · ξ + |ξ|2|x|2)E∗

2 (x, ξ). (29)

Òàêèì îáðàçîì ìîæåì çàïèñàòü

(2Λξ + n− 4)E∗
4 (x, ξ)|∂S = −1

2
(|x|2 − 1)E∗

2 (x, ξ)|∂S

è ñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî (27) ïðèìåò âèä

∆ξG6(x, ξ)|∂S = −|x|2 − 1

4

(
− |x|2 − 1

2
E∗
2 (x, ξ) +

|x|2 − 1

2
E∗
2 (x, ξ)

)∣∣
∂S

= 0.



786 Â.Â. ÊÀÐÀ×ÈÊ

20. Ïóñòü n = 4, òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (10), íàõîäèì

∆ξE6(x, ξ) = ∆ξE6(x, ξ) +
1

4
∆ξ

|x− ξ|2

32
= −E4(x, ξ) +

1

16

è àíàëîãè÷íî ýòîìó

∆ξE∗
6 (x, ξ) = ∆ξE

∗
6(x, ξ) +

1

4
∆ξ

1− 2x · ξ + |ξ|2|x|2

32
= −|x|2E∗

4 (x, ξ) +
|x|2

16
.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ çàïèøåì ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ
(21)

∆ξ(E6(x, ξ)− E∗
6 (x, ξ)) = −E4(x, ξ) + E∗

4 (x, ξ) + (|x|2 − 1)
(
E∗
4 (x, ξ)−

1

16

)
.

Ðàâåíñòâà (24) è (25) îñòàþòñÿ â ñèëå ïðè n = 4 è ïîýòîìó, àíàëîãè÷íî
(27), ïîëó÷èì

∆ξG6(x, ξ)|∂S = −|x|2 − 1

4

(1
4
+ 2ΛξE∗

4 (x, ξ) +
|x|2 − 1

2
E∗
2 (x, ξ)

)∣∣
∂S
. (30)

Ïî ôîðìóëå (19) ïðè φ(t) = −1
4 ln t íàéäåì

2ΛξE∗
4 (x, ξ) = −|x/|x| − |x|ξ|−2

2
(|ξ|2|x|2 − x · ξ) = (x · ξ − |ξ|2|x|2)E∗

2 (x, ξ).

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå 2ΛξE∗
4 (x, ξ) â (30) è ó÷èòûâàÿ ïðè

ýòîì, ÷òî

1

4
=

1− 2x · ξ + |x|2

2
E∗
2 (x, ξ)|∂S

ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî

∆ξG6(x, ξ)|∂S = −|x|2 − 1

8

(
1− 2x · ξ + |x|2 + 2(x · ξ − |ξ|2|x|2)

+ |x|2 − 1
)
E∗
2 (x, ξ)|∂S = −|x|2 − 1

8

(
2|x|2 − 2|ξ|2|x|2

)
E∗
2 (x, ξ)|∂S = 0.

30. Ïóñòü n = 2. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (10) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîãëàñíî
(22) ∆ξ|x− ξ|4 = 4(n+ 2)|x− ξ|2 = 16|x− ξ|2, ïîëó÷èì

∆ξE6(x, ξ) = ∆ξE6(x, ξ)−
3

4
∆ξ

|x− ξ|4

64
= −E4(x, ξ)−

3|x− ξ|2

16

è ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó íàéäåì

∆ξE∗
6 (x, ξ) = ∆ξE

∗
6(x, ξ)−

3

4
∆ξ

|x/|x| − ξ|x||4

64
=

− |x|2E∗
4(x, ξ)− |x|2 3|x/|x| − ξ|x||2

16
.
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Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà íà ∂S

∆ξ(E6(x, ξ)− E∗
6 (x, ξ)) = −E4(x, ξ) + E∗

4(x, ξ)

+
3

16
(|x/|x| − ξ|x||2 − |x− ξ|2) + (|x|2 − 1)

(
E∗

4(x, ξ)

+
3|x/|x| − ξ|x||2

16

)
=

|x|2 − 1

16
(16E∗

4(x, ξ) + 3|x/|x| − ξ|x||2)

=
|x|2 − 1

16
(16E∗

4 (x, ξ) + |x/|x| − ξ|x||2). (31)

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (23) ïðè φ(t) = (t− 1)/2 è k = 2, âû÷èñëèì

∆ξ
|ξ|2 − 1

2
E∗
4 (x, ξ)|∂S = 2(Λξ + 1)E∗

4 (x, ξ)|∂S (32)

è àíàëîãè÷íî ýòîìó ïðè φ(t) = (t− 1)2/4 è k = 1 íàéäåì

∆ξ
(|ξ|2 − 1)2

4
E∗
2 (x, ξ)|∂S

= 2
(
|ξ|2 + (|ξ|2 − 1)(Λξ + 1)

)
E∗
2 (x, ξ)|∂S = 2E∗

2 (x, ξ)|∂S . (33)

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ (13) è ñ ïîìîùüþ (31)-(33), ïîëó÷àåì

∆ξG6(x, ξ)|∂S =
|x|2 − 1

16
(16E∗

4 (x, ξ) + |x/|x| − ξ|x||2)

− |x|2 − 1

2
(Λξ + 1)E∗

4 (x, ξ)−
(|x|2 − 1)2

8
E∗
2 (x, ξ) =

− |x|2 − 1

16

(
8(Λξ − 1)E∗

4 (x, ξ)− |x/|x| − ξ|x||2 + 2(|x|2 − 1)E∗
2 (x, ξ)

)
.

Äàëåå, ïî ôîðìóëå (19) ïðè φ(t) = t2

4 (ln t− 1/2) è ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì,
÷òî E2(x, ξ) = − ln |x− ξ|, áóäåì èìåòü

8ΛξE∗
4 (x, ξ)|∂S = 4(|x|2 − x · ξ) ln |x/|x| − ξ|x|| = 4(x · ξ − |x|2)E∗

2 (x, ξ),

8E∗
4 (x, ξ) = −2|x/|x| − ξ|x||2E∗

2 (x, ξ)− |x/|x| − ξ|x||2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ýòîãî, èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà, âûâîäèì

∆ξG6(x, ξ)|∂S = −|x|2 − 1

8

(
E∗
2 (x, ξ)(2x · ξ − 2|x|2 + |x/|x| − ξ|x||2)

+ (|x|2 − 1)E∗
2 (x, ξ)

)
= −|x|2 − 1

8
E∗
2 (x, ξ)

(
1− |x|2 + |x|2 − 1

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî ïðè âñåõ n ≥ 2. □

Òåïåðü, ñ ïîìîùüþ ëåìì 1-3 íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1)-(2).
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Òåîðåìà 1. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2) ñóùåñòâóåò, òî îíî ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå

u(x)

=
1

ωn

∫
∂S

(
− ∂∆2G6(x, ξ)

∂ν
φ0(ξ) +∆2G6(x, ξ)φ1(ξ)−

∂∆G6(x, ξ)

∂ν
φ2(ξ)

)
dsξ

− 1

ωn

∫
S
G6(x, ξ)f(ξ) dξ, (34)

ãäå ôóíêöèÿ Ãðèíà G6(x, ξ) îïðåäåëåíà â (13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ C6(S) ∩ C5(S̄) � ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2). Ê
ýòîé ôóíêöèè ïðèìåíèìà ëåììà 1. Ïîýòîìó èç (15) ïðè m = 3 âûòåêàåò
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

u(x)

=
1

ωn

∫
∂S

(
−∂∆

2G6(x, ξ)

∂ν
u+∆2G6(x, ξ)

∂u

∂ν
−∂∆G6(x, ξ)

∂ν
∆u+∆G6(x, ξ)

∂∆u

∂ν

− ∂G6(x, ξ)

∂ν
∆2u+ G6(x, ξ)

∂∆2u

∂ν

)
dsξ −

1

ωn

∫
S
G6(x, ξ)∆

3u(ξ) dξ.

Åñëè ê ïîëó÷åííîìó ðàâåíñòâó ïðèìåíèòü çàìå÷àíèå 1, ëåììû 2 è 3,
à òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè (2) ðåøåíèÿ u(x) è
çíà÷åíèåì ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1), òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (34). □

4 Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è

Òåîðåìà 1 äàåò ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(2), åñëè îíî ñóùå-
ñòâóåò. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.
Ðåøåíèå áóäåì ñòðîèòü íå èç êëàññà u ∈ C6(S)∩C5(S̄), êàê â òåîðåìå 1,
à òàêîå, ÷òî ∆3u ∈ C(S) è u,Λu,∆u ∈ C(S̄).

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ u(x), îïðåäåëÿåìàÿ èç ðàâåíñòâà (34) ïðè φk ∈
C2−k+ε(∂S), k = 0, 1, 2 è f ∈ C(S̄), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðèâåäåì â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà, à ñåé÷àñ
èññëåäóåì ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (34) ïî ÷àñòÿì. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
ïîñëåäíèé èíòåãðàë èç (34).

Ëåììà 4. Ôóíêöèÿ âèäà

uf (x) = − 1

ωn

∫
S
G6(x, ξ)f(ξ) dξ

ïðè f ∈ C(S̄) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) è óäî-
âëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìè (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [15, òåîðåìà 2] ïðè f ∈ C(S̄) è m = 3 ñëåäóåò,
÷òî ∆3uf (x) = f(x) â S è âñå íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ãðèíà
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G6(x, ξ) äî âòîðîãî ïîðÿäêà, âêëþ÷èòåëüíî, îáðàùàþòñÿ â 0 êîãäà x ∈
∂S. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, çíà÷èò, ÷òî

G6(x, ξ)|x∈∂S = 0,
∂G6(x, ξ)

∂ν
|x∈∂S = 0.

Èç ëåììû 3, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè G2(x, ξ), ñëåäóåò, ÷òî
∆xG6(x, ξ)|x∈∂S = 0 ïðè ξ ∈ S. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ uf (x) óäîâëåòâîðÿåò
òàêæå âñåì òðåì îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2). Ëåììà äîêàçàíà.

□

Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 óñòàíîâèì íåêîòîðûå äî-
ïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà G6(x, ξ). Çàìåòèì, ÷òî âåðíî ðà-
âåíñòâî Λu|∂S = ∂u

∂νξ
|∂S , êîòîðîå áûëî èñïîëüçîâàíî â ëåììå 2 è êîòîðîå

ìû áóäåì òàêæå ïðèìåíÿòü äàëüøå.

Ëåììà 5. 1) Ïðè x ∈ S è n ≥ 3 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(2Λξ + n− 2)E∗
2 (x, ξ)|∂S = −ΛξG2(x, ξ)|∂S . (35)

2) Äëÿ n ≥ 2 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ΛξE∗
2 (x, ξ) = ΛxE∗

2 (x, ξ).

Áîëåå òîãî ΛkξE∗
2 (x, ξ) = Λk−1

x ΛξE∗
2 (x, ξ), k ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â ñîîòâåòñòâèè ñ (19) ïðè φ(t) = t2−n

n−2 íàéäåì

(2Λξ + n− 2)E∗
2 (x, ξ)|∂S

= − 2|x|2 − 2x · ξ
|x/|x| − ξ|x||n

+
1− 2x · ξ + |x|2

|x/|x| − ξ|x||n
|∂S =

1− |x|2

|x/|x| − ξ|x||n
∣∣
∂S
.

Â òîæå âðåìÿ, ïî ôîðìóëå (20), òàêæå ïðè φ(t) = t2−n

n−2 , ïîëó÷èì

ΛξG2(x, ξ)|∂S = Λξ(E2(x, ξ)− E∗
2 (x, ξ))|∂S = −1− |x|2

|x− ξ|n
∣∣
∂S
.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðàâåíñòâà óáåæäàåìñÿ â âåðíîñòè (35).
2) Ïóñòü φ ∈ Ck(0,∞). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ k ∈ N âåðíî ðàâåíñòâî

Λkξφ(|x/|x| − ξ|x||) = Λkxφ(|x/|x| − ξ|x||). (36)

Èç (19) ñëåäóåò

Λξφ(|x/|x| − ξ|x||) = (|ξ|2|x|2 − x · ξ)φ
′(|x/|x| − ξ|x||)
|x/|x| − ξ|x||

.

Ïîñêîëüêó |x/|x|−ξ|x|| = |ξ/|ξ|−x|ξ|| (çàìå÷àíèå 1), òî ìåíÿÿ ìåñòàìè
x è ξ íàéäåì

Λxφ(|x/|x| − ξ|x||) = Λxφ(|ξ/|ξ| − x|ξ||)

= (|x|2|ξ|2 − ξ · x)φ
′(|ξ/|ξ| − x|ξ||)
|ξ/|ξ| − x|ξ||

= Λξφ(|x/|x| − ξ|x||).
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Ðàâåíñòâî (36) äîêàçàíî äëÿ k = 1 è ïðîèçâîëüíîé φ(t). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî (36) âåðíî ïðè íåêîòîðîì k − 1. Òîãäà, îáîçíà÷àÿ F (t) = φ′(t)/t è
èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà Λξ, áóäåì èìåòü

Λkξφ(|x/|x| − ξ|x||) = Λk−1
ξ

(
(|ξ|2|x|2 − x · ξ)F (|x/|x| − ξ|x||)

)
=

k−1∑
i=0

(
k − 1

i

)
Λiξ(|ξ|2|x|2 − x · ξ)Λk−1−i

ξ F (|x/|x| − ξ|x||).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè i ∈ N

Λiξ(|ξ|2|x|2 − x · ξ) = 2i|ξ|2|x|2 − x · ξ = Λix(|ξ|2|x|2 − x · ξ).

Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî è ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ïîëó÷èì

Λkξφ(|x/|x| − ξ|x||)

=
k−1∑
i=0

(
k − 1

i

)
Λix(|ξ|2|x|2 − x · ξ)Λk−1−i

x F (|x/|x| − ξ|x||

= Λkxφ(|x/|x| − ξ|x||).

Øàã èíäóêöèè äîêàçàí. Ïîñêîëüêó E∗
2 (x, ξ) � ôóíêöèÿ êëàññà

C∞(0,∞) îò àðãóìåíòà |x/|x| − ξ|x||, òî èç (36) ïðè k = 1 ïîëó÷àåì ïåð-
âîå ðàâåíñòâî èç âòîðîãî ïóíêòà óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Äàëåå, ïîñêîëüêó
ïî (36)

Λkξφ(|x/|x| − ξ|x||) = Λkxφ(|x/|x| − ξ|x||)

= Λk−1
x Λxφ(|x/|x| − ξ|x||) = Λk−1

x Λξφ(|x/|x| − ξ|x||),

òî âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò îòñþäà ïðè φ(|x/|x|−ξ|x||) = E∗
2 (x, ξ). Ëåììà

äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü uψ(x) � ðåøåíèå ãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå
â S ïðè óñëîâèè u|∂S = ψ(s). Òîãäà ïðè x ∈ S è n ≥ 3 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

1

ωn

∫
∂S
ψ(ξ)(2Λξ + n− 2)E∗

2 (x, ξ) dsξ = uψ(x). (37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî

uψ(x) = − 1

ωn

∫
∂S

∂G2(x, ξ)

∂ν
ψ(ξ) dsξ.

Èìåÿ ýòî â âèäó, óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (35) íà 1
ωn
ψ(ξ) è èíòåãðèðóÿ ïî

∂S ïðè x ∈ S, ïîëó÷èì äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî (37). □
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Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû èç ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (34),
îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèþ u(x), êîòîðûå îáîçíà÷èì un(x)

un(x) =
1

ωn

∫
∂S

(
− φ0(ξ)Λξ∆

2
ξG6(x, ξ) + φ1(ξ)∆

2
ξG6(x, ξ)

− φ2(ξ)Λξ∆ξG6(x, ξ)
)
dsξ. (38)

Ëåììà 6. Ïðè x ∈ S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

− 1

ωn

∫
∂S
φ2(ξ)Λξ∆ξG6(x, ξ) dξ =

(|x|2 − 1)2

8
uφ2(x). (39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå êðóïíûé ñëó÷àé, êîãäà n ̸∈ Nc2 =
{2, 4}.
Âû÷èñëèì çíà÷åíèå Λξ∆ξG6(x, ξ). Èç (26) íåòðóäíî ïîëó÷èòü

∆ξG6(x, ξ) = −E4(x, ξ) + E∗
4 (x, ξ)

− |x|2 − 1

4

(
(2Λξ + n− 4)E∗

4 (x, ξ)− |x|2 |ξ|
2 − 1

2
E∗
2 (x, ξ)

)
− (|x|2 − 1)2

8
E∗
2 (x, ξ)−

(|x|2 − 1)2

16
(|ξ|2 − 1)(2Λξ + n+ 2)E∗

2 (x, ξ). (40)

Áóäåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Λξ îò êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ðà-
âåíñòâå ñïðàâà ñíà÷àëà áåç ìíîæèòåëåé, íå çàâèñÿùèõ îò ξ. Ýòè ìíîæè-
òåëè ìû ó÷òåì ïîòîì, ïðè ñóììèðîâàíèè âñåõ ñëàãàåìûõ.
1) Ñ ïîìîùüþ (18) è (19) íàéäåì

Λξ(φ(|x− ξ|)− φ(|x/|x| − |x|ξ|))

= φ′(|x− ξ|) |ξ|
2 − x · ξ
|x− ξ|

− φ′(|x/|x| − ξ|x||) |ξ|
2|x|2 − x · ξ

|x/|x| − ξ|x||
è çíà÷èò

Λξ(φ(|x− ξ|)− φ(|x/|x| − |x|ξ|))|∂S = (1− |x|2)φ
′(|x− ξ|)
|x− ξ|

∣∣
∂S
. (41)

Ïîýòîìó ïðè φ(t) = t4−n

2(n−2)(n−4) áóäåì èìåòü

Λξ(−E4(x, ξ) + E∗
4 (x, ξ))|∂S

=
|x− ξ|2−n

2(n− 2)
|∂S(1− |x|2) = −|x|2 − 1

2
E∗
2 (x, ξ)|∂S .

2) Èç ðàâåíñòâ (28) è (29) ñëåäóåò, ÷òî

(2Λξ + n− 4)E∗
4 (x, ξ) =

1

2
(1− |ξ|2|x|2)E∗

2 (x, ξ),

à çíà÷èò

Λξ(2Λξ + n− 4)E∗
4 (x, ξ) = −|ξ|2|x|2E∗

2 (x, ξ)−
1

2
(|ξ|2|x|2 − 1)ΛξE∗

2 (x, ξ).
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3) Äàëåå íàéäåì

Λξ|x|2
|ξ|2 − 1

2
E∗
2 (x, ξ)|∂S = |x|2E∗

2 (x, ξ)|∂S .

4) Íàêîíåö âû÷èñëèì çíà÷åíèå îïåðàòîðà Λξ îò ôóíêöèè âî âñåé âòî-
ðîé ñòðî÷êå

Λξ

(
− (|x|2 − 1)2

8
E∗
2 (x, ξ)−

(|x|2 − 1)2

16
(|ξ|2 − 1)(2Λξ + n+ 2)E∗

2 (x, ξ)
)
|∂S

= −(|x|2 − 1)2

8
(3Λξ + n+ 2)E∗

2 (x, ξ)|∂S .

Ñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ñëó÷àÿõ 1)-4), óìíîæåííûå íà
ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, áóäåì èìåòü

Λξ∆ξG6(x, ξ)|∂S =
(
− |x|2 − 1

2
− |x|2 − 1

4

(
− |x|2 − 1

2
(|x|2 − 1)Λξ − |x|2

)
− (|x|2 − 1)2

8
(3Λξ+n+2)

)
E∗
2 (x, ξ) = −|x|2 − 1

8

(
4−2|x|2−(|x|2−1)Λξ−2|x|2

+(|x|2−1)(3Λξ+n+2)
)
E∗
2 (x, ξ)|∂S = −(|x|2 − 1)2

8
(2Λξ+n−2)E∗

2 (x, ξ)|∂S .

Ïðè x ∈ S ôóíêöèè, â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå, íå èìåþò îñîáåííîñòåé
ïî ξ ∈ ∂S. Ïîýòîìó, óìíîæàÿ åãî íà − 1

ωn
φ2(ξ) è èíòåãðèðóÿ ïî ξ ∈ ∂S,

íåòðóäíî ïîëó÷èòü

− 1

ωn

∫
∂S
φ2(ξ)Λξ∆ξG6(x, ξ) dξ

=
(|x|2 − 1)2

8

1

ωn

∫
∂S
φ2(ξ)(2Λξ + n− 2)E∗

2 (x, ξ) dξ.

Åñëè òåïåðü âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (37), òî ïîëó÷èì (39). Äîêà-
çàòåëüñòâî ñëó÷àåâ n = 2, 4 íåòðóäíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íî. Ëåììà äî-
êàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü φ2 ∈ Cε(∂S), ãäå ε > 0, òîãäà äëÿ 3-ãàðìîíè÷åñ-
êîé ôóíêöèè

u2(x) =
(|x|2 − 1)2

8
uφ2(x)

èç ëåììû 6 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

u2|∂S =
∂u2
∂ν

∣∣∣
∂S

= 0, ∆u2|∂S = φ2. (42)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè uφ2(x) íà ïîëèíîì âèäà |x|2k−2 äåëàåò åå k-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèåé. Äàëåå, ñîãëàñíî [42, ëåììà 2.7], äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàðìîíè÷åñêàÿ â S
ôóíêöèÿ uφ2(x) èìåëà ãëàäêîñòü uφ2 ∈ Ck(S̄), äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü,

÷òîáû φ2 ∈ Ck+ε(∂S) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (42) äëÿ u2(x). Ïåðâîå ðàâåí-
ñòâî î÷åâèäíî, à âòîðîå âåðíî, åñëè (|x|2−1)2Λuφ2 |∂S = 0. Òðåòüå ðàâåí-
ñòâî èç (42) òàêæå âûïîëíåíî ïðè íåêîòîðîì óñëîâèè. Óêàæåì åãî. Ïî
ôîðìóëå, àíàëîãè÷íîé (23), çàïèøåì

∆
(
φ(|x|2)h(x)

)
=

(
4|x|2φ′′(|x|2) + φ′(|x|2)(2n+ 4Λ)

)
h(x), (43)

ãäå h(x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè φ(t) = 1
8(t− 1)2 áóäåì èìåòü

∆
(|x|2 − 1)2

8
uφ2(x)|∂S =

(
|x|2 + |x|2 − 1

4
(2n+ 4Λ)

)
uφ2(x)|∂S = φ2.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèå, ïîõîæåå íà ñäåëàííîå âûøå (|x|2 −
1)Λuφ2 |∂S = 0. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âûïîëíèìîñòè óêàçàííûõ óñëîâèé íà
ïîâåäåíèå ôóíêöèè uφ2(x) âîçëå ãðàíèöû ∂S âîñïîëüçóåìñÿ [42, ëåììà
2.2]. Â ñèëó ýòîé ëåììû äëÿ âñÿêîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè h ∈ Cε(S̄)
âåðíî íåðàâåíñòâî ∣∣(1− |x|)lΛlh(x)

∣∣ ≤ C(1− |x|)ε, (44)

ãäå l ∈ N, x ∈ S è C > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òàê êàê φ2 ∈ Cε(∂S), òî
uφ2 ∈ Cε(S̄) (áûòü ìîæåò ïðè íåñêîëüêî ìåíüøåì ε), à çíà÷èò óñëîâèå
(|x|2 − 1)2Λuφ2 |∂S = 0 âûïîëíåíî è ïîýòîìó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ u2
òîæå óäîâëåòâîðÿþòñÿ. Çàìå÷àíèå äîêàçàíî. □

Ëåììà 7. Ïðè x ∈ S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

1

ωn

∫
∂S
φ1(ξ)∆

2
ξG6(x, ξ) dξ

=
|x|2 − 1

2
uφ1(x)−

(|x|2 − 1)2

8
(2Λ + n)uφ1(x). (45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå êðóïíûé ñëó÷àé, êîãäà n ̸∈ Nc2 =
{2, 4}. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (40). Ïðèìåíèì îïåðàòîð∆ξ ê îáåèì ÷à-
ñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà è èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (21), êîòîðîå
ïðè óêàçàííûõ n âåðíî

∆ξ(E4(x, ξ)− E∗
4 (x, ξ)) = −E2(x, ξ) + E∗

2 (x, ξ) + (|x|2 − 1)E∗
2 (x, ξ),

à òàêæå ðàâåíñòâî àíàëîãè÷íîå (24)

∆ξ
|ξ|2 − 1

2
E∗
2 (x, ξ) = (n+ 2Λξ)E∗

2 (x, ξ).
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Èìåÿ â âèäó, ÷òî îïåðàòîð Λξ ñîõðàíÿåò ãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè è
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∆ξΛξ = (Λξ + 2)∆ξ, áóäåì èìåòü

∆2
ξG6(x, ξ) = E2(x, ξ)−E∗

2 (x, ξ)− (|x|2− 1)E∗
2 (x, ξ)− |x|2(|x|2− 1)E∗

2 (x, ξ)

+|x|2 |x|
2 − 1

2
(2Λξ+n+2)E∗

2 (x, ξ)−
(|x|2 − 1)2

8
(2Λξ+n)(2Λξ+n+2)E∗

2 (x, ξ)

= E2(x, ξ)− E∗
2 (x, ξ) +

( |x|2 − 1

2
(2Λξ + n− 2)− (|x|2 − 1)2

8

(
− 4(2Λξ + n)

+ (2Λξ + n)(2Λξ + n+ 2)
))

E∗
2 (x, ξ) = E2(x, ξ)− E∗

2 (x, ξ) +
|x|2 − 1

2

× (2Λξ + n− 2)E∗
2 (x, ξ)−

(|x|2 − 1)2

8
(2Λξ + n)(2Λξ + n− 2)E∗

2 (x, ξ). (46)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∆2
ξG6(x, ξ)|∂S

=
|x|2 − 1

2
(2Λξ + n− 2)E∗

2 (x, ξ)−
(|x|2 − 1)2

8
(2Λξ + n)(2Λξ + n− 2)E∗

2 (x, ξ)|∂S .

Èç ïåðâîãî è âòîðîãî óòâåðæäåíèé ëåììû 5 âûòåêàåò, ÷òî

(2Λξ + n− 2)E∗
2 (x, ξ)|∂S = −ΛξG2(x, ξ)|∂S

(2Λξ + n)(2Λξ + n− 2)E∗
2 (x, ξ)|∂S

= (2Λx + n)(2Λξ + n− 2)E∗
2 (x, ξ)|∂S = −(2Λx + n)ΛξG2(x, ξ)|∂S .

Â ñèëó ýòèõ ðàâåíñòâ ìîæåì çàïèñàòü

∆2
ξG6(x, ξ)|∂S

= −|x|2 − 1

2
ΛξG2(x, ξ)|∂S +

(|x|2 − 1)2

8
(2Λx + n)ΛξG2(x, ξ)|∂S . (47)

Ïðè x ∈ S ñëàãàåìûå èç (47) íå èìåþò îñîáåííîñòåé ïî ξ ∈ ∂S. Ïîýòî-
ìó, óìíîæàÿ (47) íà 1

ωn
φ1(ξ), çàòåì èíòåãðèðóÿ ïî ξ ∈ ∂S è ó÷èòûâàÿ,

÷òî uψ(x) = − 1
ωn

∫
∂S ΛξG2(x, ξ)ψ(ξ) dsξ, íåòðóäíî ïîëó÷èòü äîêàçûâàåìîå

ðàâåíñòâî (45). Ëåììà äîêàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü φ1 ∈ C1+ε(∂S), òîãäà äëÿ 3-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè

u1(x) =
|x|2 − 1

2
uφ1(x)−

(|x|2 − 1)2

8
(2Λ + n)uφ1(x)

èç ëåììû 7 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

u1|∂S = 0,
∂u1
∂ν

∣∣∣
∂S

= φ1, ∆u1|∂S = 0. (48)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî uφ1 ∈ C1+ε(S̄). Ïîýòîìó, â ñèëó
(44), ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (48) âûïîëíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó â ñèëó (44) èìååì
(|x|2−1)2Λ2uφ1(x)|∂S = 0, òî è âòîðîå ðàâåíñòâî èç (48) òàêæå âûïîëíåíî

∂u1
∂ν

∣∣∣
∂S

= Λu1(x)|∂S =
(
|x|2uφ1(x) +

|x|2 − 1

2
Λuφ1(x)

− |x|2 |x|
2 − 1

2
(2Λ + n)uφ1(x)−

(|x|2 − 1)2

8
Λ(2Λ + n)uφ1(x)

)∣∣
∂S

= φ1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (43) ïðè φ(t) = 1
2(t − 1) è φ(t) = 1

8(t − 1)2

è ó÷òåì ïðè ýòîì, ÷òî îïåðàòîð Λ ñîõðàíÿåò ãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè.
Áóäåì èìåòü

∆u1(x) =
1

2
(2n+ 4Λ)uφ1(x)−

(
|x|2 + |x|2 − 1

4
(2n+ 4Λ)

)
(2Λ + n)uφ1(x).

Ïîñêîëüêó Λuφ1 ∈ Cε(S̄), òî òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà (44) èìååì (|x|2−
1)Λ(Λuφ1(x))|∂S = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî ïîëó÷àåì

∆u1(x)|∂S = (n+ 2Λ)uφ1(x)− (2Λ + n)uφ1(x) = 0.

Çàìå÷àíèå äîêàçàíî. □

Ëåììà 8. Ïðè x ∈ S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

− 1

ωn

∫
∂S
φ0(ξ)Λξ∆

2
ξG6(x, ξ) dξ

= uφ0(x)−
|x|2 − 1

2
Λuφ0(x) +

(|x|2 − 1)2

8
(2Λ2 + nΛ)uφ0(x). (49)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå êðóïíûé ñëó÷àé, êîãäà n ̸∈ Nc2 =
{2, 4}. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (46). Ïðèìåíèì îïåðàòîð Λξ ê îáåèì ÷à-
ñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà:

Λξ∆
2
ξG6(x, ξ) = Λξ(E2(x, ξ)− E∗

2 (x, ξ)) +
|x|2 − 1

2

×Λξ(2Λξ + n− 2)E∗
2 (x, ξ)−

(|x|2 − 1)2

8
Λξ(2Λξ + n)(2Λξ + n− 2)E∗

2 (x, ξ).

Åñëè çäåñü ó÷åñòü èçâåñòíîå ðàâåíñòâî

Λξ(E2(x, ξ)− E∗
2 (x, ξ))|∂S =

|x|2 − 1

|x− ξ|n
|∂S = ΛξG2(x, ξ)|∂S ,

êîòîðîå ñëåäóåò èç (41) ïðè φ(t) = t2−n

n−2 , è îáà óòâåðæäåíèÿ ëåììû 5, òî
áóäåì èìåòü

Λξ∆
2
ξG6(x, ξ)|∂S =

(
1− |x|2 − 1

2
Λξ+

(|x|2 − 1)2

8
Λξ(2Λξ+n)

)
ΛξG2(x, ξ)|∂S

=
(
1− |x|2 − 1

2
Λx +

(|x|2 − 1)2

8
Λx(2Λx + n)

)
ΛξG2(x, ξ)|∂S .
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Ïðè x ∈ S ôóíêöèè â ýòîì ðàâåíñòâå íå èìåþò îñîáåííîñòåé ïî ξ ∈
∂S. Ïîýòîìó, óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà − 1

ωn
φ0(ξ), èíòåãðèðóÿ ïî ξ ∈

∂S, à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî uψ(x) = − 1
ωn

∫
∂S ΛξG2(x, ξ)ψ(ξ) dsξ, íåòðóäíî

ïîëó÷èòü (49). Ëåììà äîêàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 4. Ïóñòü φ0 ∈ C2+ε(∂S), òîãäà äëÿ 3-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè

u0(x) = uφ0(x)−
|x|2 − 1

2
Λuφ0(x) +

(|x|2 − 1)2

8
(2Λ2 + nΛ)uφ0(x)

èç ëåììû 8 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

u0|∂S = φ0,
∂u0
∂ν

∣∣∣
∂S

= ∆u0|∂S = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó [42, ëåììà 2.7] ïðè φ0 ∈ C2+ε(∂S) èìååì uφ0 ∈
C2+ε(S̄). Ïîýòîìó, òàê êàê ïî (44) (|x|2 − 1)kΛkuφ0(x)|∂S = 0 ïðè k =
1, 2, òî ïåðâîå ðàâåíñòâî u0|∂S = φ0 âûïîëíåíî. Âòîðîå ðàâåíñòâî âû-
ïîëíåíî ïîñêîëüêó Λuφ0 ∈ C1+ε(S̄) è â ñèëó (44) òàêæå èìååì (|x|2 −
1)kΛk(Λuφ0(x))|∂S = 0 ïðè k = 1, 2. Îòñþäà ñëåäóåò

∂u0
∂ν

∣∣∣
∂S

= Λu0(x)|∂S = (Λuφ0(x)− |x|2Λuφ0(x))|∂S − |x|2 − 1

2
Λ(Λuφ0)(x)|∂S

+|x|2 |x|
2 − 1

2
(2Λ+n)(Λuφ0)|∂S(x)+

(|x|2 − 1)2

8
(2Λ2+nΛ)(Λuφ0)(x)|∂S = 0.

Àíàëîãè÷íî ñäåëàííîìó â çàìå÷àíèè 3, èñïîëüçóÿ (43) ïðè φ(t) = 1
2(t−

1) è φ(t) = 1
8(t−1)2 è ó÷èòûâàÿ ñîõðàíåíèå îïåðàòîðîì Λ ãàðìîíè÷íîñòè

ôóíêöèè, íàéäåì

∆u0(x) = −1

2
(2n+4Λ)Λuφ0(x)+

(
|x|2+ |x|2 − 1

4
(2n+4Λ)

)
(2Λ2+nΛ)uφ0(x).

Ïîñêîëüêó Λuφ0 ∈ C1+ε(S̄), Λ2uφ0 ∈ Cε(S̄), òî ïî (44) èìååì

(|x|2 − 1)(Λ + n/2)2(Λuφ0)|∂S = (|x|2 − 1)Λ(Λ2uφ0)|∂S
+ n(|x|2 − 1)Λ(Λuφ0)|∂S + (n/2)2(|x|2 − 1)Λ(uφ0)|∂S = 0

è çíà÷èò, èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

∆u0(x)|∂S = −(n+ 2Λ)Λuφ0(x) + (2Λ2 + nΛ)uφ0(x) = 0.

Çàìå÷àíèå äîêàçàíî. □

Äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èñïîëüçóÿ ëåììó 4 è ôîðìóëó (38) ïåðå-
ïèøåì ðàâåíñòâî (34) â âèäå u(x) = uf (x) + un(x). Â ëåììàõ 6-8 áûëî
äîêàçàíî, ÷òî un(x) = u0(x) + u1(x) + u2(x), ãäå ôóíêöèè ui(x) îïðåäå-
ëåíû â çàìå÷àíèÿõ 2-4. Äàëåå â ýòèõ æå çàìå÷àíèÿõ áûëî óñòàíîâëåíî,
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÷òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé ui(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òàêîãî ÷àñòíîãî ñëó-
÷àÿ çàäà÷è (1)-(2), ÷òî ñóììà ôóíêöèé ui(x) � ôóíêöèÿ un(x), ðåøà-
åò îáùóþ çàäà÷ó (1)-(2) äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
u(x) = uf (x) + un(x) èç (34) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2). Òåîðåìà
äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 2. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äðóãîì
âèäå

u(x) = uf (x) + uφ0(x) +
|x|2 − 1

2

(
uφ1(x)− Λuφ0(x)

)
+

(|x|2 − 1)2

8

(
uφ2(x)− (2Λ + n)uφ1(x) + (2Λ2 + nΛ)uφ0(x)

)
, (50)

ãäå ôóíêöèÿ uf (x) îïðåäåëåíà â ëåììå 4, à ôóíêöèè uφi(x) ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè ãàðìîíè÷åñêèõ çàäà÷ Äèðèõëå â S ïðè óñëîâèè uφi |∂S = φi,
i = 0, 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2), òîãäà ïî òåîðåìå
1 ýòî ðåøåíèå èìååò âèä (34). Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 áûëî îòìå÷å-
íî, ÷òî u(x) = uf (x)+u0(x)+u1(x)+u2(x), ãäå ôóíêöèè ui(x) îïðåäåëåíû
â çàìå÷àíèÿõ 2-4. Ñêëàäûâàÿ ôóíêöèè uf (x) è ui(x) äëÿ i = 0, 1, 2 ïîëó-
÷èì ôóíêöèþ èç ïðàâîé ÷àñòè (50). □

Çàìå÷àíèå 5. Ôóíêöèÿ u(x) èç (50) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2)
ïðè âñåõ n ≥ 2.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ çàäà÷ó òèïà (1)-(2)

∆3u(x) = a|x|2, x ∈ S; u|∂S = c0,
∂u

∂ν

∣∣
∂S

= c1, ∆u|∂S = c2, (51)

ãäå c0, c1, c2 � êîíñòàíòû. Â ðàáîòå [15, òåîðåìà 3] èññëåäîâàëàñü ôóíê-
öèÿ Ãðèíà G2m(x, ξ) çàäà÷è Äèðèõëå. Áûëî, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî,
÷òî ðåøåíèå uf (x) ïðè f(x) = |x|2lhk(x), ãäå hk(x) � îäíîðîäíûé ãàðìî-
íè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè k è l, k ∈ N0, èìååò âèä

|x|2l+6 − 1− (l + 3)(|x|2 − 1)− 1
2(l + 2)(l + 3)(|x|2 − 1)2

(2l + 2, 2)3(2l + 2k + n, 2)3
hk(x),

ãäå ñèìâîë (a, b)k îïðåäåëåí â (7). Ïîýòîìó â ñëó÷àå l = 1 è hk(x) = a
áóäåì èìåòü

uf (x) = dn(|x|8 − 1)− 4dn(|x|2 − 1)− 6dn(|x|2 − 1)2,

ãäå 1/dn = 192(n+ 2)(n+ 4)(n+ 6)/a. ßñíî, ÷òî uφi(x) = ci è ïîýòîìó
èç (50) íàéäåì

u(x) = c0+(c1/2−4dn)(|x|2−1)+((c2−nc1)/8−6dn)(|x|2−1)2+dn(|x|8−1).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ � ðåøåíèå çàäà÷è (51).
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