
S e⃝MR
ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru
ISSN 1813-3304

Òîì 22, � 1, ñòð. 751�775 (2025) ÓÄÊ 517.55

https://doi.org/10.33048/semi.2025.22.049 MSC 32A25, 32A26, 32A40

ÎÁ ÈÒÅÐÀÖÈßÕ ÎÄÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ

ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÊÎØÈ-ÔÀÍÒÀÏÏÜÅ

À.Ì. Êûòìàíîâ

11/10/2019 ORCID-iD_icon-vector.svg

file:///Users/tao/Downloads/5008697/ORCID-iD_icon-vector.svg 1/1

, Ñ.Ã.Ìûñëèâåö

Ïðåäñòàâëåíî È.Â. Ïîäâèãèíûì

Abstract: Let D be a bounded domain in Cn (n > 1) with
a connected in�nitely smooth boundary Γ, and the function f
is harmonic in D and of class C1(D̄). For a vector �eld w (not
lying in the complex tangent plane to Γ) the di�erential condition

w̄(f) =
n∑

k=1

w̄k
∂f

∂z̄k
= 0 by Γ is considered. Will f be holomorphic

in D? This problem is an analogue of the problem with an oblique
derivative for real-valued harmonic functions. The paper shows
that this problem is connected with a certain Cauchy-Fantappi�e
integral representationQ, the kernel of which consists of derivatives
of the fundamental solution of the Laplace equation. Under some
additional conditions on the vector �eld w, it is shown that the
iterations of Qm of this Cauchy-Fantappi�e integral representation
converge to a holomorphic function. By doing so the problem under
consideration has a positive reply.

Keywords: integral representations of Cauchy-Fantappi�e and
Bochner-Martinelli, fundamental solution of the Laplace equation,
eigenfunctions and eigenvalues, holomorphic continuation.
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1 Ââåäåíèå

Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ êîíñòðóê-
òèâíûõ ìåòîäîâ ïðè èçó÷åíèè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïå-
ðåìåííûõ. Îñîáåííî áîëüøóþ ðîëü â ìíîãîìåðíîì êîìïëåêñíîì àíàëèçå èãðà-
åò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà-
ôèè [1] � [4]). Åãî ÿäðî ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì (íå çàâèñÿùèì îò âèäà îáëà-
ñòè) è äîñòàòî÷íî ïðîñòûì. Îíî îáëàäàåò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè ÿäðà Êîøè íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì ãîëîìîðôíîñòè. Èíòåãðàë Áîõíåðà-
Ìàðòèíåëëè ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ìîíîãðàôèè [5]. Ýòîò èíòåãðàë òàêæå òåñ-
íî ñâÿçàíî ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé ïîòåíöèàëà (ñì., íàïðèìåð, [6]). Â [5, Ch.
1] ïîêàçàíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ. Îñîáåííî
áîëüøóþ ðîëü èíòåãðàë Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè èãðàåò â âîïðîñàõ àíàëèòè÷å-
ñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãëàäêîñòè (ñì. [5, 7]).

Áëèçêî ê ïðåäñòàâëåíèþ Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè íàõîäèòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå Êîøè-Ôàíòàïïüå, ðàññìîòðåííîå â ðàáîòå. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýòîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ÿäðî êîòîðîãî ñîñòî-
èò èç ïðîèçâîäíûõ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. À èìåííî,
â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàë (èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð) ñ ýòèì ÿäðîì äëÿ
ôóíêöèé f (ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãëàäêîñòè), çàäàííûõ íà ãðàíèöå îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè D ñ ãëàäêîé ñâÿçíîé ãðàíèöåé Γ. Ðàññìîòðåíû èòåðàöèè äàííîãî
èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Äîêàçàíî, ÷òî îíè ñõîäÿòñÿ ê ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè
â D ïðè k → ∞.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî Cn, n > 1, ïåðåìåííûõ z =
(z1, . . . , zn), zj = xj + ixn+j , j = 1, . . . , n, xj � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ââåäåì

ìîäóëü âåêòîðà |z| =
√
|z1|2 + . . .+ |zn|2 è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû dz =

dz1∧. . .∧dzn, dz̄ = dz̄1∧. . .∧dz̄n, à òàêæå dz[k] = dz1∧. . .∧dzk−1∧dzk+1∧. . .∧dzn.
Òîïîëîãèÿ â Cn îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêîé |z − w|.

Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Cn (n > 1) ñ ãëàäêîé ñâÿçíîé ãðàíèöåé
∂D = Γ êëàññà C∞. Îðèåíòàöèÿ Γ ñîãëàñîâàíà ñ îáëàñòüþ D. Îáëàñòü çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì D = {z ∈ Cn : ρ(z) < 0}, ãäå ρ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè çàìûêàíèÿ îáëàñòè D êëàññà C∞ è ãðàäèåíò
grad ρ ̸= 0 íà Γ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íà òîëüêî êîíå÷íàÿ ãëàäêîñòü
ãðàíèöû. Òîãäà ìû ýòî áóäåì îòìå÷àòü.

Ñâÿçíîñòü ãðàíèöû íóæíà â äàëüíåéøåì äëÿ âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [8, Ch. 2]) è âûïîëíèìî-
ñòè òåîðåìû Ãàðòîãñà-Áîõíåðà (ñì., íàïðèìåð, [9]) äëÿ CR-ôóíêöèé íà Γ.

Îáîçíà÷èì "êîìïëåêñíûå" íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû

ρk =
1

| grad ρ|
∂ρ

∂zk
, ρk̄ =

1

| grad ρ|
∂ρ

∂z̄k
, k = 1, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü èìååòñÿ â âèäó "êîìïëåêñíûé ãðàäèåíò"

grad ρ =

(
∂ρ

∂z1
, . . . ,

∂ρ

∂zn

)
.
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Òîãäà

| grad ρ| = 1

2

√√√√ 2n∑
j=1

(
∂ρ

∂xj

)2

. (1)

Îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ ìû áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

∆ =

n∑
k=1

∂2

∂zk∂z̄k
=

1

4

n∑
k=1

(
∂2

∂x2k
+

∂2

∂x2n+k

)
.

Ðàññìîòðèì ÿäðî Áîõíåðà�Ìàðòèíåëëè � âíåøíþþ äèôôåðåíöèàëüíóþ
ôîðìó U(ζ, z) òèïà (n, n− 1) âèäà (ñì., íàïðèìåð, [1] � [4], [5, Ch. 1], [7, Ch. 1])

U(ζ, z) =
(n− 1)!

(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1 ζ̄k − z̄k
|ζ − z|2n

dζ̄[k] ∧ dζ.

Ýòî ÿäðî èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ìíîãîìåðíîì êîìïëåêñíîì àíàëèçå (ñì., íà-
ïðèìåð, [1] � [5]). Îíî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ñ ãàð-
ìîíè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C îíî ñîâïàäàåò ñ
ÿäðîì Êîøè.

Íàïîìíèì âèä èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè (ñì., íà-
ïðèìåð, [1] �[5]).

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C(D̄) è ãîëîìîðôíà â D, òî

f(z) =

∫
Γ

f(ζ)U(ζ, z), z ∈ D.

Ïóñòü g(ζ, z) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ñì., íàïðè-
ìåð, [8]), ò. å.

g(ζ, z) = − (n− 2)!

(2πi)n
1

|ζ − z|2n−2
, n > 1,

òîãäà

U(ζ, z) =

n∑
k=1

(−1)k−1 ∂g

∂ζk
dζ̄[k] ∧ dζ.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ L1(Γ) ââåäåì èíòåãðàë (èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð) Áîõíåðà-
Ìàðòèíåëëè

M [f ](z) =

∫
Γ

f(ζ)U(ζ, z), z /∈ Γ,

à òàêæå ïîòåíöèàë (èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð) ïðîñòîãî ñëîÿ

Φ[f ](z) = −in2n−1

∫
Γ

f(ζ)g(ζ, z) dσ(ζ) =
(n− 2)!

2πn

∫
Γ

f(ζ)
dσ

|ζ − z|2n−2
, z /∈ Γ,

ãäå dσ � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà Γ. ßñíî, ÷òî M [f ], Φ[f ] ÿâëÿþòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè âíå Γ.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M+(f) èíòåãðàë Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè âíóòðè îá-
ëàñòè D, à ÷åðåç M−(f) èíòåãðàë Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè âíå D̄. Òî÷íî òàêæå
áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèè Φ+ è Φ−.

Äëÿ èíòåãðàëà Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [5,
Ch. 1], [7, Ch.1 ]) òåîðåìû î ñêà÷êå. Ïðèâåäåì îäíó èç íèõ.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C1(Γ), òîãäà ôóíêöèÿ M+(f) íåïðåðûâíî
ïðîäîëæàåòñÿ íà çàìûêàíèå îáëàñòè D, à ôóíêöèÿ M−(f) íåïðåðûâíî ïðî-
äîëæàåòñÿ íà Cn \D è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

M+[f ]−M−[f ] = f íà Γ.

Èíòåãðàë Φ[f ](z) äëÿ íåïðåðûâíûõ íà Γôóíêöèé ñêà÷êà íå èìååò è ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé â Cn.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà Ws
2(D), ãäå s ∈ N. Ýòî ïðîñòðàíñòâî

ñîñòîèò èç ôóíêöèé F ∈ L2(D) òàêèõ, ÷òî âñå (ñëàáûå) ïðîèçâîäíûå ∂αF äî
ïîðÿäêà ∥α∥ ⩽ s ëåæàò â L2(D) (ñì., íàïðèìåð, [8, Ch. 2]). Çäåñü ∂α îçíà÷àåò
ïðîèçâîäíóþ

∂α =
∂∥α∥

∂xα1
1 . . . xα2n

2n

, α = (α1, . . . , α2n), ∥α∥ = α1 + . . .+ α2n.

Òîïîëîãèÿ â Ws
2(D) ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(F,G)s =
∑

∥α∥⩽s

(∂αF, ∂αG)L2(D) =
∑

∥α∥⩽s

∫
D

∂αF · ∂αGdv,

ãäå

dv = dx1 ∧ · · · ∧ dx2n = (i/2)ndz ∧ dz̄ = (−i/2)ndz̄ ∧ dz (2)

� ýëåìåíò îáúåìà â Cn (÷åðòà íàä âûðàæåíèåì îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿ-
æåíèå).

Ïîëîæèì W0
2 (D) = L2(D).

Ââåäåì òàêæå ïðîñòðàíñòâî Ws
2(Γ) ïî àíàëîãèè ñ ïðîñòðàíñòâîì Ws

2(D),
èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå åäèíèöû è ëîêàëüíóþ ðàñïðÿìëÿåìîñòü Γ (ñì., íàïðèìåð,
[8, Ch. 2]).

Äàëåå, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Ws+λ
2 (Γ) äëÿ 0 < λ ⩽ 1. Îíî ñîñòîèò èç

ôóíêöèé f ∈ Ws
2(Γ), äëÿ êîòîðûõ∫
Γ

∫
Γ

∑
∥α∥=s

|∂αf(z)− ∂αf(ζ)|2

|ζ − z|2n+2λ−1
dσ(ζ) dσ(z) <∞.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ (ñì. [8, Ch.
2]):

1. Ñóæåíèå ôóíêöèè f ∈ Ws
2(D) íà Γ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ws−1/2

2 (Γ)
è îïåðàòîð ñóæåíèÿ íåïðåðûâåí.

2. Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Gs
2(D) ïîäïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

èç Ws
2(D), òî îïåðàòîð ñóæåíèÿ èç Gs

2(D) íà Ws−1/2
2 (Γ) åñòü ëèíåéíûé òîïîëî-

ãè÷åñêèé èçîìîðôèçì (ôîðìóëà (3.24) èç [8]). À òàêæå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ðàçëîæåíèå

Ws
2(D) = Gs

2(D)⊕N s
2 (D),

ãäå ïðîñòðàíñòâî N s
2 (D) ñîñòîèò èç ôóíêöèé Ws

2(D) ðàâíûõ 0 íà Γ.
3. Ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå Ws

2(D) â Ck
b (D) ïðè s >

n + k, ãäå Ck
b (D) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç Ck(D), èìåþùèõ îãðàíè÷åííûå

ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêîâ íå ïðåâîñõîäÿùèõ k (ñì., íàïðèìåð, [8, Theorem 3.1]).
4. Ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå íåïðåðûâíîå âëîæåíèåWs

2(D) âWk
2 (D) ïðè s > k,

s < n (ñì., íàïðèìåð, [8, Theorem 3.1]).
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Ãëàäêèå ôóíêöèè ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà (ñì., íàïðèìåð, [10, Ch.
7]. Òàê ïîäïðîñòðàíñòâî C∞(D) ∩ Ws

2(D) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Ws
2(D) ([10,

Theorem 7.9]). Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî è â ïðîñòðàíñòâàõ Ws
2(Γ).

Ïóñòü Os
2(D) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç Ws

2(D) ãîëîìîðôíûõ â D. Â ðà-
áîòå [11] À.Â.Ðîìàíîâà äîêàçàíî óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
k→∞

Mk = PO, (3)

â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà W1
2 (D), ãäå PO � îïåðà-

òîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ W1
2 (D) íà ïîäïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðô-

íûõ ôóíêöèé O1
2(D).

Ýòî óòâåðæäåíèå íå ìîæåò áûòü ïðÿìî ïåðåíåñåíî íà ïðîñòðàíñòâî Ws
2(D)

äëÿ s > 1. Ïðèìåð 16.6 èç [5] ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (3) íåâîçìîæíî äëÿ
ëþáûõ îáëàñòåé D è ëþáûõ s. Òåì íå ìåíåå îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ s äëÿ
øàðà (ñì. [12]).

Îñíîâíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, â êîòîðûõ ìû áóäåì ðàáîòàòü, áóäóò ïðîñòðàí-
ñòâî Gs

2(D) è òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíîå åìó ïðîñòðàíñòâî Ws−1/2(Γ), s ⩾ 1.

3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå Êîøè-Ôàíòàïïüå, âîçíèêàþùåå ïðè ðàññìîòðåíèè ñëåäóþùåãî äèôôå-
ðåííöèàëüíîãî óñëîâèÿ (ñì. [5, �23]). Ïóñòü äàíû ôóíêöèÿ f ∈ C1(D̄) è âåê-

òîðíîå ïîëå w(·) =
n∑

k=1

wk
∂·
∂zk

, wk ∈ C1(Γ), k = 1, . . . , n, êðîìå òîãî w(ρ) ̸= 0 íà

Γ, ò.å. w íå ëåæèò â êîìïëåêñíîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå T c
z (Γ) äëÿ ëþáîé

òî÷êè z ∈ Γ.
Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (ñì. [5, �23]).

Çàäà÷à 1. Ïóñòü f ∈ C1(D̄) è ãàðìîíè÷åñêàÿ â D. Åñëè

w̄(f) =

n∑
k=1

w̄k
∂f

∂z̄k
= 0 íà Γ, (4)

òî áóäåò ëè f ãîëîìîðôíîé â D?

Â îòëè÷èè îò êàñàòåëüíûõ óñëîâèåé Êîøè-Ðèìàíà â çàäà÷å 1 òðåáóåòñÿ îá-
ðàùåíèå â íóëü äåéñòâèÿ íåêàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ w̄. Äàííàÿ çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì çàäà÷è ñ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Åñëè óñëîâèå w(ρ) ̸= 0 íà Γ íå âûïîëíåíî, òî ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4) ôóíêöèÿ f íå áóäåò ãîëîìîðôíîé â D (ñì. [5,
�23]).

Äëÿ íåêîòîðûõ âåñüìà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷à 1 ðåøåíà ïîëîæèòåëüíî â [5,
�23].

Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå (ñì. [5, �23]).
Ïóñòü f ∈ C1(D̄) è ãàðìîíè÷åñêàÿ â D, à äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

µf =

n∑
k=1

(−1)n+k−1 ∂f

∂ζ̄k
dζ[k] ∧ dζ̄. (5)
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Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà µf ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé
òèïà (n− 1, n) äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé f .

Çàäà÷à 2. Åñëè

µf

∣∣
Γ
= i
∑
k>l

ak,l(z) df ∧ dz̄[l, k] ∧ dz
∣∣
Γ
, (6)

ãäå ak,l � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè íà Γ, k, l = 1, . . . , n, à dz̄[k, l] ïîëó÷àåòñÿ
èç äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû dz̄ âûáðàñûâàíèåì äèôôåðåíöèàëîâ dz̄k è dz̄l, òî
áóäåò ëè f ãîëîìîðôíîé â D?

Ìíîæèòåëü i äîáàâëåí äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé.
Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàïîìíèì ôîðìóëó Ãðèíà (â êîìïëåêñíîé ôîð-

ìå) äëÿ ôóíêöèè f (Corollary 1.2 èç [5]):

Òåîðåìà 4 (ôîðìóëà Ãðèíà). Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé
ãðàíèöåé, ôóíêöèÿ f ãàðìîíè÷åñêàÿ â D è f ∈ C1(D̄), òîãäà∫

Γ

f(ζ)U(ζ, z)−
∫
Γ

g(ζ, z)µf =

{
f(z), z ∈ D,

0, z /∈ D.
(7)

Åñëè âñå ôóíêöèè ak,l = 0, òî çàäà÷à 2 ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó î ãîëîìîðô-
íîñòè ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ èíòåãðàëîì Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè (ñì. [5, �15]).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (6), ïîëó÷èì

f(z) =

∫
Γ

f(ζ)U(ζ, z)− i

∫
Γ

g(ζ, z)
∑
k>l

ak,l(ζ) df ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ, z ∈ D. (8)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòîêñà è ôîðìóëó Ãðèíà (7), â [5, �23] ïîêàçàíî, ÷òî ðàâåí-
ñòâî (8) äëÿ ôóíêöèé f ∈ C1(D̄) è ãàðìîíè÷åñêèõ â D ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

f(z) =

∫
Γ

f(ζ)U(ζ, z) + i

∫
Γ

f(ζ)
∑
k>l

d(ak,l(ζ)g(ζ, z)) ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ, z ∈ D. (9)

Âòîðîé èíòåãðàë (èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð) â (9) îáîçíà÷èì ÷åðåç

G[f ](z) = i

∫
Γ

f(ζ)
∑
k>l

d(ak,l(ζ)g(ζ, z)) ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ, z /∈ Γ,

òîãäà f(z) =M [f ](z)+G[f ](z). Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë G[f ](z) ÿâëÿåòñÿ ãàðìî-
íè÷åñêîé ôóíêöèåé âíå Γ. Â C1 èíòåãðàë G[f ](z) = 0.

Ââîäÿ ÿäðî

W (ζ, z) = i
∑
k>l

d(ak,l(ζ)g(ζ, z)) ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ,

ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé f ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå (Êîøè-Ôàíòàïïüå)

f(z) =

∫
Γ

f(ζ)(U(ζ, z) +W (ζ, z)), z ∈ D. (10)

Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à 2 ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f êëàññà C(D̄) óäîâëåòâîðÿåò â îáëàñòè D ðàâåí-
ñòâó (10). Áóäåò ëè f ãîëîìîðôíà â D? (ñì. [5, �23]).
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Â äàííîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà âñå ôóíêöèè
ak,l(ζ) ÿâëÿþòñÿ CR-ôóíêöèÿìè. Ïî òåîðåìå Ãàðòîãñà-Áîõíåðà (ñì., íàïðèìåð,
[9]) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ak,l(ζ) ãîëîìîðôíî ïðîäîëæàþòñÿ â D äî ôóíêöèé
êëàññà C1(D̄).

Ìû èçó÷èì ñâîéñòâà ýòîãî èíòåãðàëà ñ ÿäðîì U(ζ, z)+W (ζ, z), âû÷èñëèì åãî
èòåðàöèè è íàéäåì èõ ïðåäåë. À òàêæå ðåøèì çàäà÷ó 3 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà îáëàñòåé è ôóíêöèé.

Îáîçíà÷èì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð M +G ÷åðåç Q

Q[f ](z) =

∫
Γ

f
(
ζ)(U(ζ, z) +W (ζ, z)

)
, z /∈ Γ. (11)

Èíòåãðàë Q[f ](z) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé âíå Γ.
Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (10) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì

ïðåäñòàâëåíèåì Êîøè-Ôàíòàïïüå. Íàïîìíèì âèä ïðåäñòàâëåíèÿ Êîøè-Ôàí-
òàïïüå, ïîëó÷åííîãî Ëåðå â [13, 14] (ñì., òàêæå ìîíîãðàôèþ [4, Ch. 1]).

Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, äëÿ òî÷êè z ∈ D
îïðåäåëåíà íà ∂D ãëàäêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ η(ζ, z) = (η1(ζ, z), . . . , ηn(ζ, z)) òà-
êàÿ, ÷òî

(η, ζ − z) =

n∑
k=1

(ζk − zk)ηk(ζ, z) ̸= 0, ζ ∈ ∂D.

Òåîðåìà 5. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ C(D̄), ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè D, ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

f(z) =
(n− 1)!

(2πi)n

∫
Γ

f(ζ)ω(z − ζ, η(ζ, z)), (12)

ãäå

ω(ζ − z, η(ζ, z)) =

n∑
k=1

(−1)k−1ηkdη[k] ∧ dζ

(η, ζ − z)n
.

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (12) Ëåðå íàçâàë èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíè-
åì Êîøè-Ôàíòàïïüå, à åãî ÿäðî � ÿäðîì Êîøè-Ôàíòàïïüå.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

U(ζ, z) +W (ζ, z)

ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì Êîøè-Ôàíòàïïüå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k > l ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

U(ζ, z) + d(a(ζ)g(ζ, z)) ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ
äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé CR-ôóíêöèè a(ζ) íà Γ. Ýòà ôîðìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèþ

η(ζ, z) =

= (ζ̄1− z̄1, . . . , ζ̄l+(−1)k+l ∂(ag)

∂ζ̄k
− z̄l, . . . , ζ̄k+(−1)k+l−1 ∂(ag)

∂ζ̄l
− z̄k, . . . , ζ̄n− z̄n).
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Òîãäà (η, ζ − z) = |ζ − z|2 ̸= 0. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ÿäðî Êîøè-Ôàíòàïïüå äëÿ
âåêòîð-ôóíêöèè η áóäåò ñîâïàäàòü ñ ÿäðîì

U(ζ, z) + d(a(ζ)g(ζ, z)) ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû U(ζ, z) +W (ζ, z) ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.
□

4 Ïðîèçâîäíûå íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Â äàííîì ïóíêòå ìû ïðèâåäåì ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ íåêîòîðûõ èíòå-
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. [5, Ch. 1], [16], [17]), ïîëó÷åííûå íà îñíîâå êëàññè-
÷åñêîé òåîðèè ïîòåíöèàëà (ñì. [6, Ch. 2], [15, ãë. 14] ).

Ïóñòü îáëàñòü D èìååò ãðàíèöó êëàññà C2 (ò.å. ôóíêöèÿ ρ äâàæäû ãëàäêàÿ
â îêðåñòíîñòè çàìûêàíèÿ îáëàñòè D). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C2(Γ) è ôóíêöèè
ak,l ∈ C2(Γ), k, l = 1, . . . , n.

Ââåäåì êàê è â ñòàòüå [16] ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Lm(f) =
∂f

∂ζm
− ρm

n∑
k=1

ρk
∂f

∂ζ̄k
,

Km(f) = in2n−1
n∑

s,k=1

[
ρk

∂

∂ζs

(
ρmρk̄

∂f

∂ζ̄s

)
− ρm

∂

∂ζk

(
ρmρk̄

∂f

∂ζ̄s

)]
,

ñîîòâåòñòâåííî,

Lm̄(f) =
∂f

∂ζ̄m
− ρm̄

n∑
k=1

ρk
∂f

∂ζ̄k
,

Km̄(f) = in2n−1
n∑

s,k=1

[
ρk

∂

∂ζs

(
ρm̄ρk̄

∂f

∂ζ̄s

)
− ρm̄

∂

∂ζk

(
ρm̄ρk̄

∂f

∂ζ̄s

)]
.

Òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 èç [16], ïîëó÷èì, ÷òî

∂M [f ]

∂zm
=M

[
Lm(f)

]
− Φ

[
Km(f)

]
,

∂M [f ]

∂z̄m
=M

[
Lm̄(f)

]
− Φ

[
Km̄(f)

]
.

Àíàëîãè÷íî, ââåäåì îïåðàòîðû

L̃m(f) = −fρm,

K̃m(f) = +in2n−1
n∑

k=1

[
ρk

∂

∂ζm

(
fρk̄

)
− ρm

∂

∂ζk

(
fρk̄

)]
,

ñîîòâåòñòâåííî,

L̃m̄(f) = −fρm̄,

K̃m̄(f) = in2n−1
n∑

k=1

[
ρk

∂

∂ζ̄m

(
fρk̄

)
− ρm̄

∂

∂ζk

(
fρk̄

)]
.

Òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 èç [16], ïîëó÷èì, ÷òî
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∂Φ[f ]

∂zm
= −M

[
L̃m(f)

]
+Φ

[
K̃m(f)

]
,

∂Φ[f ]

∂z̄m
= −M

[
L̃m̄(f)

]
+Φ

[
K̃m̄(f)

]
. (13)

Ââåäåì êîìïëåêñíûå êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ

∂τk,l
= ρl

∂

∂ζk
− ρk

∂

∂ζl
,

∂̄τk,l
= ρl̄

∂

∂ζ̄k
− ρk̄

∂

∂ζ̄l
, k > l.

Ëåììà 1. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C2, f ∈
C1(Γ) è ak,l ∈ C1(Γ), k, l = 1, . . . , n, òîãäà G[f ] = −Φ[h[f ]], ãäå

h[f ](ζ) = i
∑
k>l

(−1)k+lak,l(ζ)∂̄τk,lf(ζ). (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû Ñòîêñà âûòåêàåò, ÷òî∫
Γ

f(ζ)
∑
k>l

d(ak,l(ζ)g(ζ, z)) ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ =

= −
∫
Γ

g(ζ, z)
∑
k>l

ak,l(ζ) df ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ.

Ïîýòîìó, ïðåîáðàçîâûâàÿ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó df ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ,
ïîëó÷èì

df ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ
∣∣
Γ
=

(
(−1)l−1 ∂f

∂ζ̄l
dζ̄[k] + (−1)k

∂f

∂ζ̄k
dζ̄[l]

)
∧ dζ

∣∣
Γ
=

= (−1)l−1 ∂f

∂ζ̄l
2n−1in(−1)k−1ρk̄dσ + (−1)k

∂f

∂ζ̄k
2n−1in(−1)l−1ρl̄ dσ =

= 2n−1in
(
(−1)l+k ∂f

∂ζ̄l
ρk̄ + (−1)k+l−1 ∂f

∂ζ̄k
ρl̄

)
dσ =

= 2n−1in(−1)k+l−1

(
∂f

∂ζ̄k
ρl̄ −

∂f

∂ζ̄l
ρk̄

)
dσ =

= 2n−1in(−1)k+l−1∂̄τk,lf(ζ) dσ, (15)

ãäå dσ � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà Γ. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü
ëåììîé 3.5 èç [5], ñîãëàñíî êîòîðîé ñóæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
dζ̄[k] ∧ dζ íà Γ ðàâíî dζ̄[k] ∧ dζ

∣∣
Γ
= 2n−1in(−1)k−1ρk̄ dσ. Òîãäà

G[f ] = 2n−1in+1

∫
Γ

g(ζ, z)
∑
k>l

(−1)k+lak,l(ζ)∂̄τk,lf(ζ) dσ(ζ).

Ïîýòîìó èç âèäà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Φ ïîëó÷èì, ÷òî

G[f ] = −Φ[h[f ]],
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ãäå h îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (14).
□

Êðîìå òîãî èç (15) âûòåêàåò, ÷òî

∂̄τk,lf dσ =
(−1)k+l−1

2n−1in
∂f ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ

∣∣
Γ

(16)

Èç ðàâåíñòâà (11) èìååì óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C2,
f ∈ C1(Γ) è ak,l ∈ C1(Γ), k, l = 1, . . . , n, òîãäà Q[f ] =M [f ]− Φ[h].

Ïðèâåäåì òåîðåìó î âèäå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Q[f ] (ñì.
[17, Theorem 2]).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ äâàæäû ãëàäêîé ãðà-
íèöåé è ôóíêöèÿ f ∈ C1(Γ) è ak,l ∈ C1(Γ), k, l = 1, . . . , n, òîãäà

∂Q[f ]

∂zm
=M

[
Lm(f) + L̃m(h)

]
− Φ

[
Km(f) + K̃m(h)

]
,

∂Q[f ]

∂z̄m
=M

[
Lm̄(f) + L̃m̄(h)

]
− Φ

[
Km̄(f) + K̃m̄(h)

]
.

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ôîðìóëû èç òåîðåìû 6 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âñå ôóíêöèè f, ak,l ïðèíàäëåæàò êëàññó Cs+1(Γ),
òî îïåðàòîðû M, Q, G, Φ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè â ïðîñòðàíñòâå
Gs
2(D) ïðè s ⩾ 1.

5 Èññëåäîâàíèå îïåðàòîðà Q

Ââåäåì äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

∂ =
n∑

k=1

∂

∂zk
dzk, ∂̄ =

n∑
k=1

∂

∂z̄k
dz̄k,

òîãäà îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d = ∂ + ∂̄.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ãëàäêèõ

ôóíêöèé (ñì. [17]).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C2,
ôóíêöèÿ f êëàññà C1(D̄) è ak,l ∈ C1(D̄), k, l = 1, . . . , n, òîãäà äëÿ z ∈ D,

f(z) =

∫
Γ

f(ζ)
(
U(ζ, z) +W (ζ, z)

)
−
∫
D

∂̄f(ζ) ∧
(
U(ζ, z) +W (ζ, z)

)
, (17)

à èíòåãðàë ïî îáëàñòè D â (17) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïåðâûé èíòåãðàë â ýòîé ôîðìóëå ýòî Q[f ], à âòîðîé èíòåãðàë îáîçíà-
÷èì ÷åðåç T [f ]:

T [f ](z) = −
∫
D

∂̄f(ζ) ∧
(
U(ζ, z) +W (ζ, z)

)
, z ∈ D.
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Òàê ÷òî f = Q[f ] + T [f ] â îáëàñòè D.
Îòìåòèì, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè

èç Ws
2(D) â Ws

2(D) â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.

Ïóñòü f ∈ W1/2
2 (Γ). Ïðîäîëæèì f ãàðìîíè÷åñêè â îáëàñòü D äî ôóíê-

öèè f+ èç G1
2(D), à òàêæå ïðîäîëæèì f ãàðìîíè÷åñêè â Cn \D äî ôóíê-

öèè f− ∈ G1
2(Cn\D) ñ óñëîâèåì, ÷òî f ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè

êàê O(|z|1−2n) (ñì., íàïðèìåð, [8, Ch. 2]).
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû (5)

µf± =
n∑

k=1

(−1)n+k−1∂f
±

∂ζ̄k
dζ[k] ∧ dζ̄.

Îíè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè â ñèëó ãàð-
ìîíè÷íîñòè ôóíêöèé f±(z) â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ. Áîëåå òîãî ïî
ëåììå 3.5 èç [5],

µf± |Γ = 2n−1in
n∑

j=1

∂f±

∂ζ̄j
ρj dσ. (18)

Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

∂νf =
n∑

j=1

∂f+

∂z̄j
ρj =

1

2

(
∂f+

∂ν
− i

∂f+

∂τ

)
íà Γ,

è äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

∂−νf = −
n∑

j=1

∂f−

∂z̄j
ρj = −1

2

(
∂f−

∂ν
+ i

∂f−

∂τ

)
íà Γ,

ãäå ν � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê Γ, τ = iν � êàñàòåëüíûé âåêòîð.
Ýòè îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñóæåíèÿìè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ôîðì µf± íà ãðàíèöó Γ (ñì. ôîðìóëó (18)). Ïî ñóòè
äåëà ïåðâûé îïåðàòîð åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî êîìïëåêñíîé íîðìàëè ê Γ
îò ôóíêöèè f+, à âòîðîé, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîèçâîäíàÿ ïî êîìïëåêñíîé
íîðìàëè ê Γ îò ôóíêöèè f−. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðû ∂−νf
è ∂νf .
Êàê ïîêàçàíî â [11] (ñì. òàêæå [5, �16]) äëÿ ôóíêöèé f ∈ G1

2(D) ïåðâîå
ñëàãàåìîå èíòåãðàëà T [f ](z) ðàâíî (äëÿ òî÷åê z ∈ D)∫

D

∂̄f ∧ U(ζ, z) = −2n−1in
∫
Γ

∂̄νf(ζ)g(ζ, z) dσ = (Φ ◦ ∂̄ν)[f ](z), (19)

êðîìå òîãî M = Φ ◦ ∂−ν â D.
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Òåïåðü ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå èíòåãðàëà T [f ](z):

−
∫
D

∂̄f(ζ) ∧W (ζ, z) = −
∫
D

∂̄f(ζ) ∧
∑
k>l

d(ak,l(ζ)g(ζ, z)) dζ̄[l, k] ∧ dζ =

= −
∫
D

df(ζ) ∧
∑
k>l

d(ak,l(ζ)g(ζ, z)) dζ̄[l, k] ∧ dζ =

=

∫
D

d

(
df(ζ) ∧

∑
k>l

ak,l(ζ)g(ζ, z) dζ̄[l, k] ∧ dζ

)
=

=

∫
Γ

df(ζ) ∧
∑
k>l

ak,l(ζ)g(ζ, z) dζ̄[l, k] ∧ dζ =

=

∫
Γ

g(ζ, z)

(
df(ζ) ∧

∑
k>l

ak,l(ζ) dζ̄[l, k] ∧ dζ

)
.

Ðàâåíñòâî (16) äàåò

df ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ
∣∣
Γ
= 2n−1in(−1)k+l−1∂̄τk,lf dσ.

Ïîýòîìó

−
∫
D

∂̄f(ζ) ∧W (ζ, z) =

∫
Γ

g(ζ, z)

(
df(ζ) ∧

∑
k>l

iak,l(ζ) dζ̄[l, k] ∧ dζ

)
=

= 2n−1in+1

∫
Γ

g(ζ, z)

(∑
k>l

(−1)k+l−1ak,l(ζ)∂̄τk,lf(ζ) dσ

)
. (20)

Èç ôîðìóë (19) è (20) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà T [f ](z):

T [f ](z) = 2n−1in
∫
Γ

g(ζ, z)

(
∂̄νf(ζ) + i

∑
k>l

(−1)k+l−1ak,l(ζ)∂̄τk,lf(ζ)

)
dσ.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè óòâåðæäåíèå (ñðàâíè ñ ëåììîé 1).

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ôóíêöèé f ∈ G1
2(D) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

T [f ](z) = −Φ[t[f ]](z), z ∈ D,

ãäå

t[f ](ζ) =

(
∂̄νf(ζ) + i

∑
k>l

(−1)k+l−1ak,l(ζ)∂̄τk,lf(ζ)

)
, z ∈ D. (21)

Ëåììà 2. Åñëè f ∈ W
1/2
2 (Γ), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂νΦ
+[f ] + ∂−νΦ

−[f ] = f íà Γ.

Ýòî ðàâåíñòâî åñòü àíàëîã òåîðåìû î ñêà÷êå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â Rn (ñì., íàïðèìåð, [15, ãë. 14]).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ðàâåíñòâî (13). Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîä-

íûõ
∂Φ+[f ]

∂z̄j
ìû âèäèì, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë â ðàâåíñòâåå (13) ñêà÷êà íå

èìååò, òàê êàê îí åñòü ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ îò íåêîòîðîé ôóíêöèè
(ñì., íàïðèìåð, [15, ãë. 14]). À ïåðâûé èíòåãðàë èìååò ñêà÷îê, îïðåäåëÿ-
åìûé èíòåãðàëîì Áîõíåðà-Ìàðòèíåëëè (òåîðåìà 2), ðàâíûé

n∑
j=1

fρjρj̄ = f.

□

Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì íà G1
2(D)

è íà G1
2(Cn \D). Ïîýòîìó îïðåäåëåí îáðàòíûé îïåðàòîð Φ−1.

Èç ïðåäûäóùåé ëåììû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(∂ν + ∂−ν)Φ = I, (22)

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.
Òîãäà èç (22) èìååì

(∂ν + ∂−ν) = Φ−1.

Äëÿ ôóíêöèé w, u ∈ G1
2(D) (íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî G1

2(D) òî-

ïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó W1/2
2 (Γ)) îïðåäåëèì áèëèíåéíóþ

ôîðìó

B(u,w) =

∫
Γ

Φ−1[u] · w̄ dσ.

Â [11] (à òàêæå è â [5, �16]) îòìå÷åíî, ÷òî
1. B(u, u) ⩾ 0 è B(u, u) = 0 òîëüêî â ñëó÷àå u = 0,

2. B(u,w) = B(w, u),
3. Íîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé B(u,w), ýêâèâàëåíòíà

íîðìå ïðîñòðàíñòâà G1
2(D).

Â ïðîñòðàíñòâå Gs
2(D) ââåäåì àíàëîãè÷íóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó Bs.

Åñëè u ∈ Gs
2(D), òî îáîçíà÷èì ÷åðåç uα � ñóæåíèå ôóíêöèé ∂αu íà Γ

êëàññà Ws−∥α∥−1/2
2 (Γ) (ìóëüòèèíäåêñ α = (α1, . . . , α2n) è ∥α∥ ⩽ s−1). Èõ

ìû ïðîäîëæèì ãàðìîíè÷åñêè âíå îáëàñòè (ñ íóëåì íà áåñêîíå÷íîñòè) äî

ôóíêöèè u−α ∈ Gs−∥α∥
2 (D). Òîãäà äëÿ ôóíêöèé u,w ∈ Gs

2(D) îïðåäåëèì

Bs(u,w) =
∑

∥α∥⩽s−1

∫
Γ

Φ−1[uα] · w̄α dσ.

ßñíî, ÷òî B = Bs ïðè s = 1. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà Bs èìååò ñâîéñòâà,
àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâàì ôîðìû B (ñì. [5, �16]).
Ïðîñòðàíñòâî G1

2(D) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòðàíñòâ O1
2(D)

è Y(D), îðòîãîíàëüíûõ â ñìûñëå áèëèíåéíîé ôîðìû B(·, ·), ãäå O1
2(D)

� ïîäïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èç G1
2(D), ò.å.

G1
2(D) = O1

2(D)⊕ Y(D).
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Êàê ïîêàçàíî â [11] (ñì. òàêæå [5, �16]), îïåðàòîð M ÿâëÿåòñÿ ñàìîñî-
ïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíûì îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû B(·, ·).
Òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð M ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì,

ïîëîæèòåëüíûì îòíîñèòåëüíî ôîðìû Bs â ïðîñòðàíñòâå Gs
2(D) è 0 ⩽

M ⩽ I, è åãî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Gs
2(D) îòíîñèòåëüíî ôîðìû Bs ðàâíà

1.
Ðàññìîòðèì B(G[f ], u). Íàéäåì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð G∗ ê îïåðàòî-

ðó G îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû B(·, ·). Íàïîìíèì, ÷òî

G[f ](z) = i

∫
Γ

f(ζ)
∑
k>l

d(ak,l(ζ)g(ζ, z)) ∧ dζ̄[l, k] ∧ dζ, z /∈ Γ.

Ïî ëåììå 1

G[f ](z) = −Φ[h[f ]](z),

ãäå

h[f ](ζ) = i
∑
k>l

(−1)k+lak,l(ζ)∂̄τk,lf(ζ).

Ïîýòîìó

B(G[f ], u) = −B(Φ[h[f ]], u) = −
∫
Γ

h[f ](ζ) · ū(ζ) dσ =

= −i
∫
Γ

∑
k>l

(−1)k+lak,l(ζ)∂̄τk,lf(ζ)ū(ζ) dσ =

= i

∫
Γ

∑
k>l

(−1)k+lak,l(ζ)∂̄τk,l ū(ζ)f(ζ) dσ = B(f,G[u]),

ïîñêîëüêó

−
∫
Γ

∑
k>l

(−1)k+l∂̄τk,l(ak,lfū)(ζ) dσ = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò
ñóæåíèå íà Γ ∂-òî÷íîé ôîðìû∑

k>l

∂(ak,lfū) ∧ dζ̄[k, l] ∧ dζ.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

Ïðåäëîæåíèå 3. Îïåðàòîð G ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îòíîñè-
òåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû B(·, ·), ò.å. G∗ = G.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3. Îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îòíîñèòåëüíî
áèëèíåéíîé ôîðìû B(·, ·) è

Q[u] = Q∗[u] = (M +G)∗[u] =M [u]− Φ[h[u]] = Φ[∂−νu− h[u]]. (23)
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6 Èòåðàöèè îïåðàòîðà Q

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èòåðàöèé îïåðàòîðà Q íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Ýòè ñâåäåíèÿ ìîæíî íàéòè â
ìîíîãðàôèÿõ [18] � [21].
Ñíà÷àëà íàéäåì íîðìû ýëåìåíòîâ è îïåðàòîðîâ îòíîñèòåëüíî áèëè-

íåéíîé ôîðìû B(·, ·). Äëÿ ôóíêöèè u ∈ G1
2(D) åå íîðìà ∥u∥B ðàâíà

∥u∥2B = B(u, u) =

∫
Γ

Φ−1[u] · ū dσ =

=

∫
Γ

(∂̄νu+ ∂̄−νu)ū dσ =
1

2n−1in

∫
Γ

(µu+u+ µu−u) · ū =

=
1

2n−1in

∫
D

(| gradu+|2dz̄ ∧ dz + 1

2n−1in

∫
Cn\D

(| gradu−|2dz̄ ∧ dz =

=

∫
D

(| gradu+|2 dv +
∫

Cn\D

(| gradu−|2 dv,

â ñèëó ôîðìóë (1) è (2). Òàêèì îáðàçîì êâàäðàò íîðìû ýëåìåíòà u ∈
G1
2(D) ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ Äèðèõëå ýòîãî ýëåìåíòà â îáëàñòè è âíå

îáëàñòè.

Ïðåäëîæåíèå 4. Îïåðàòîð M ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, ñàìîñîïðÿ-
æåííûì îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû B(·, ·) åãî íîðìà ∥M∥B = 1 è
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0 ⩽M ⩽ I, ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèòåëüíîñòü, ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà M
è íåðàâåíñòâî 0 ⩽M ⩽ I äîêàçàíà Ðîìàíîâûì â [11] (ñì. òàêæå [5, �16]).
Íàéäåì åãî íîðìó. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2 èç [20]), ÷òî

∥M∥B = sup
∥u∥B=1

B(Mu, u).

Êàê â ïðåäûäóùèõ ôîðìóëàõ èìååì

B(M [u], u) =

∫
Γ

∂−νu · ū dσ =

∫
Cn\D

(| gradu−|2 dv ⩽ ∥u∥2B.

Òàê ÷òî B(Mu, u) ⩽ 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè u ãîëîìîðôíî ïðîäîë-
æàåòñÿ â îáëàñòü, òî Mu = u. Ïîýòîìó ∥M∥B = 1. □

Íàéäåì íîðìó îïåðàòîðà Q îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû B.

Ïðåäëîæåíèå 5. Îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è ñàìîñî-
ïðÿæåííûì îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé íîðìû B(·, ·). Íîðìà îïåðàòîðà
∥Q∥B = 1. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 ⩽ Q ⩽ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 3 (ðàâåíñòâî (23))

Q[u] = Φ[∂−νu− h[u]].



766 À.Ì.ÊÛÒÌÀÍÎÂ, Ñ.Ã.ÌÛÑËÈÂÅÖ

Êàê îòìå÷åíî â [21, �93] äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Q ñïðàâåäëè-
âû ðàâåíñòâà

sup
u

|B(Q[u], u)| = sup
u

∥Q[u]∥B = ∥Q∥B,

åñëè ∥u∥B = 1.
Ïîñêîëüêó ãëàäêèå ôóíêöèè ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå G1

2(D) è â ïðî-

ñòðàíñòâå L1/2
2 (Γ), â êà÷åñòâå ôóíêöèé u ìîæíî áðàòü ãëàäêèå ôóíêöèè.

Âîçüìåì òàêóþ ôóíêöèþ u è ïðîäîëæèì åå ãëàäêî íà D̄, ïîëó÷èì

B(Q[u], u) =

∫
Γ

(∂−νu− h[u]) · ū dσ =

=

∫
Γ

(
∂−νu− i

∑
k>l

(−1)k+lak,l(ζ)∂̄τk,lu(ζ)

)
ū(ζ) dσ.

Ïðåîáðàçóåì âòîðîé èíòåãðàë â ýòîé ôîðìóëå∫
Γ

∑
k>l

(−1)k+l
(
ak,l(ζ)∂̄τk,lu(ζ)

)
ū(ζ) dσ =

= c

∫
Γ

∑
k>l

(−1)k+lū(ζ)ak,l(ζ)∂u(ζ) ∧ dζ̄[k, l] ∧ dζ =

= c

∫
D

∑
k>l

(−1)k+lak,l∂ū(ζ) ∧ ∂u(ζ) ∧ dζ̄[k, l] ∧ dζ. (24)

Äàëåå, âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ôóíêöèè u = u1+ iu2,
ïîëó÷èì

∂ū(ζ) ∧ ∂u(ζ) = ∂(u1 − iu2) ∧ ∂(u1 + iu2) = 2i∂u1 ∧ ∂u2.
Òîãäà èíòåãðàë â ôîðìóëå (24) áóäåò ðàâåí∫

D

∂u1(ζ) ∧ ∂u2(ζ) ∧

(∑
k>l

(−1)k+lak,ldζ̄[k, l] ∧ dζ

)
.

Ðàññìîòðèì îäíó ÷àñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôîðìû

∂u1(ζ) ∧ ∂u2(ζ) ∧ dζ̄[k, l] ∧ dζ. (25)

Òàê êàê íà ïîâåðõíîñòè Γ ôóíêöèÿ ρ = 0, òî dρ = 0. Ïîýòîìó
n∑

j=1

∂ρ

∂ζj
dζj +

n∑
j=1

∂ρ

∂ζ̄j
dζ̄j = 0 (26)

Òîãäà â ôîðìå ∂u1(ζ) ∧ ∂u2(ζ) èç (25) íóæíî îñòàâèòü òîëüêî ñëàãà-
åìûå ñ íîìåðàìè k, l. Íî òàê êàê âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (26), òî âñå ýòî
âûðàæåíèå áóäåò ðàâíî íóëþ íà Γ, ïîñêîëüêó â íåì dζ̄k áóäåò âûðàæàòü-
ñÿ ÷åðåç dζ̄l.
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Òàê ÷òî âñÿ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôîðìà

∂u1(ζ) ∧ ∂u2(ζ) ∧

(∑
k>l

(−1)k+lak,ldζ̄[k, l] ∧ dζ

)
(27)

áóäåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ íà Γ.
Îñòàëîñü âûáðàòü ïðîäîëæåíèå u1, u2 òàêîå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ

ôîðìà (27) ðàâíÿëàñü íóëþ â îáëàñòè D, ÷òî, î÷åâèäíî, âñåãäà ìîæíî
ñäåëàòü.
Òîãäà

0 ⩽ B(Q[u], u) =

∫
Γ

(∂−νu) · u dσ =

∫
Cn\D

(| gradu−|2 dv ⩽ ∥u∥2B ⩽ 1.

Åñëè ôóíêöèÿ u � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ, òî äîêàçàòåëüñòâî ñòàíîâèòñÿ
ïðîùå, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå

∂u(ζ) ∧ ∂ū(ζ) = ∂u(ζ) ∧ ∂u(ζ) = 0

äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîçíà÷íîãî ïðîäîëæåíèÿ u â îáëàñòü D.
Ïîýòîìó îïåðàòîð Q � ïîëîæèòåëüíûé è åãî íîðìà íå ïðåâîñõîäèò

1. Òàê êàê îí ñîõðàíÿåò ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè u, òî ∥Q∥B = 1. Òàê
êàê ∥Q∥B = 1 è îïåðàòîð Q ïîëîæèòåëüíûé è ñàìîñîïðÿæåííûé, òî
0 ⩽ Q ⩽ I (ñì. [19, �3]). □

Îòìåòèì òàêæå

Ñëåäñòâèå 4. ×èñëî 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà Q.
ßäðî îïåðàòîðà T ñîâïàäàåò ñ O1

2(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Q[u] = 0, òî ïî óæå äîêàçàííîìó
âûøå

0 = B(Q[u], u) =

∫
Γ

(∂−νu) · u dσ =

∫
Cn\D

(| gradu−|2 dv.

Ïîýòîìó u− ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé âíå îáëàñòè ñ íóëåì íà
áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà ïî òåîðåìå Ãàðòîãñà-Áîõíåðà îíà ãîëîìîðôíî ïðî-
äîëæàåòñÿ â îáëàñòü D. È çíà÷èò u = 0.
Ïóñòü T [f ] = 0. Èç âèäà îïåðàòîðîâ T è t (ôîðìóëà (21)) ïîëó÷àåì,

÷òî

T [f ](z) = −Φ[t[f ]](z), z ∈ D,

ãäå

t[f ](ζ) =

(
∂̄νf(ζ) + i

∑
k>l

(−1)k+l−1ak,l(ζ)∂̄τk,lf(ζ)

)
, z ∈ D.
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Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó èíòåãðàëó ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ïîëó÷èì,
÷òî

B(T [f ], f) =

∫
D

| grad f+|2 dv = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â D. □

Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A îáîçíà÷èì ÷åðåç

m(A) = inf
∥u∥B=1

B(u, u), M(A) = sup
∥u∥B=1

B(u, u)

(ñì., íàïðèìåð, [19, �2], [20, �7]). Òîãäà äëÿ òàêîãî îïåðàòîðà A (ñì.,
íàïðèìåð. [19, òåîðåìà 2.4]) èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð σ(A) � âåùåñòâåííûé
è ïðèíàäëåæèò îòðåçêó

σ(A) ⊂ [m(A),M(A)],

è ∥A∥ ∈ σ(A).
Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèé 4 è 5 ïîëó÷àåì, ÷òî ñïåêòð σ îïåðàòîðîâ

M , Q ëåæàò íà îòðåçêå [0, 1], ò.å. σ(M) ⊂ [0, 1] è 1 ∈ σ(M), σ(Q) ⊂ [0, 1],
1 ∈ σ(Q).
Ïðîñòðàíñòâî G1

2(D) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ñåïàðàáåëüíûì ïðîñò-
ðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû B(·, ·). Áîëåå òîãî, ïðîñòðàí-
ñòâî Gs

2(D) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå G1
2(D) â ìåòðèêå, ïîðîæ-

äåííîé ôîðìîé B.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 8. Â ïðîñòðàíñòâå G1
2(D) ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòîíîðìèðî-

âàííàÿ îòíîñèòåëüíî ôîðìû B(·, ·) ñèñòåìà ôóíêöèé {ψk(ζ)}, k ∈ N,
ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Q, ò.å. Q[ψk] = λkψk,
ãäå ñîáñòâåííûå ÷èñëà 0 < λk ⩽ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî âñå ñîáñòâåíûå ÷èñëà ñòðîãî áîëüøå íóëÿ (åñëè
îíè ñóùåñòâóþò) ìû óæå îòìå÷àëè (ñëåäñòâèå 4).
Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó, èñïîëüçóÿ ñõåìó èç [21, Ch. 6]. Ñëîæíîñòü

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïåðàòîð Q íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â Gs
2(D),

ïîñêîëüêó îí ñîõðàíÿåò ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè. Íàïîìíèì,÷òî îïåðàòîð
Q ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì â ïðîñòðàíñòâå Gs

2(D), s ⩾ 1 (ñëåäñòâèå 2).
Âëîæåíèå Gs

2(D) âWp
2 (D) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì ïðè s > p

(ñì., íàïðèìåð, [8, Theorem 3.1]). Ïîýòîìó îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-
íûì èç Gs

2(D) â Wp
2 (D) ïðè s > p.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ó îïåðàòîðà Q åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ
ñîáñòâåííûì ÷èñëî ðàâíûì 1 (â äàííîì ñëó÷àå ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó
îïåðàòîð ñîõðàíÿåò ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, íî â äàëüíåéøåì íàì ïîíà-
äîáèòñÿ ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ äðóãèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë). Îòìåòèì, ÷òî
âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ðàâíûì 1 ãîëîìîðôíû
(ñì. ñëåäñòâèå 4).
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Êàê îòìå÷åíî â [21, �93] äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Q ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà

sup
f

|B(Q[f ], f)| = sup
f

∥Q[f ]∥B = ∥Q∥B = 1,

åñëè ∥f∥B = 1.
Òàê êàê â ïðîñòðàíñòâå G2

2(D) îïåðàòîð Q òàêæå èìååò íîðìó 1, òî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} ôóíêöèé èç G2

2(D) òàêàÿ, ÷òî

∥fk∥B = 1 è |B(Qfk, fk)| → ∥Q∥B = 1, k → ∞.

Ìû âûáåðåì fk òàê, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B(Q[fk], fk) ñàìà ñõîäè-
ëàñü, ò.å.

B(Q[fk], fk) → λ1, k → ∞,

ãäå λ1 = ∥Q∥B = 1, ëèáî λ1 = −∥Q∥B = −1.
Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

∥Q[fk]∥2B − 2λ1B(Q[fk], fk) + λ21∥fk∥2B = ∥Q[fk]− λ1fk∥2B ⩾ 0

è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê

∥Q[fk]∥2B ⩽ ∥Q∥2B = λ21, B(Q[fk], fk) → λ1, ∥fk∥B = 1.

Òàêèì îáðàçîì

Q[fk]− λ1fk → 0 ïðè k → ∞ (28)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {fk}, k ∈ N, â ïðîñòðàíñòâå
G2
2(D).
Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì èç

G2
2(D) â W1

2 (D). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} îãðàíè÷åíà â G2
2(D), ïîýòîìó

îíà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé â W1
2 (D). Ò.å. èç íåå ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùóþñÿ â ïðîñòðàíñòâå W1
2 (D). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ýòî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} ñõîäèòñÿ ê f0 ∈ W1
2 (D).

Ðàññìîòðèì

fk(z)− fm(z), z ∈ D.

Òîãäà ïî òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð,
[22, ãë. 3]), ïîëó÷èì

fk(z)− fm(z) =
1

V (C)

∫
C

(fk(ζ)− fm(ζ)) dv,

ãäå C � íåêîòîðûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå z, à V (C) � åãî îáúåì. Äàëåå
(ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî)

|fk(z)− fm(z)| ⩽ 1

V (C)

∫
C

|fk(ζ)− fm(ζ)| dv ⩽
∫
C

|fk(ζ)− fm(ζ)|2 dv ⩽

⩽
∫
D

|fk(ζ)− fm(ζ)|2 dv ⩽ ∥fk − fm∥2W1
2 (D).
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Òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â D îò-
íîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó îíà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
â D ê ôóíêöèè f0. Èç ñâîéñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé òîãäà ïîëó÷àåì,
÷òî f0 ÿâëÿåòññÿ ãàðìîíè÷åñêîé â D, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} ðàâíî-
ìåðíî ñõîäèòñÿ ê f0 âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè íà ëþáîì êîìïàêòå
â D. Ìû îòìå÷àëè, ÷òî ôóíêöèÿ f0 ∈ W1

2 (D), ïîýòîìó f0 ∈ G1
2(D) è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} ñõîäèòñÿ ê f0 â ïðîñòðàíñòâå G1
2(D).

Òîãäà ñîãëàñíî (28) ïîëó÷àåì, ÷òî Q[f0] = λ1f0. Ñëåäîâàòåëüíî, λ1 = 1
è f0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà Q.
Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî L1 â G1

2(D), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ f ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ1 = 1. Îíî ñîâïàäàåò ñ O1

2 (ñì.
ñëåäñòâèå 4) è çíà÷èò áåñêîíå÷íîìåðíî. Áîëåå òîãî � ýòî çàìêíóòîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â G1

2(D), ò.å. ãèëüáåðòîâî.
Â íåì ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé {φ1

k},
k ∈ N. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê
L1 â ñìûñëå áèëèíåéíîé ôîðìû B(·, ·) � ïðîñòðàíñòâî L⊥

1 . Îíî òàêæå
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â G1

2(D).
Îïåðàòîð Q îòîáðàæàåò L⊥

1 â L⊥
1 , ïîñêîëüêó äëÿ f ∈ L⊥

1 èìååì

B(Q[f ], φ1
k) = B(f,Q[φ1

k]]) = B(f, φ1
k) = 0

äëÿ âñåõ ôóíêöèé φ1
k. Òàê ÷òî îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è

ñàìîñîïðÿæåííûì íà L⊥
1 , áîëåå òîãî îí ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì èç ïðî-

ñòðàíñòâà L⊥
1 â ïðîñòðàíñòâî L2(D).

Òîãäà ∥Q∥L⊥
1
= λ2 < 1, ïîñêîëüêó åñëè áû λ2 ðàâíÿëîñü 1, òî â ýòîì

ïðîñòðàíñòâå (ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ðàññìîòðåíèþ) ñóùåñòâîâàë áû
ñîáñòâåííûé ýëåìåíò ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì 1, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ïî-
ñòðîåíèþ ïðîñòðàíñòâà L1.
Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå äëÿ îïåðàòîðà Q íà G2

2(D) ìû
ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L⊥

1 ñ óñëîâèåì, ÷òî
Q[f ] = λ2f .
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäïðîñòðàíñòâî L2, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ f . Îíî çàìêíóòî è ñîäåðæèò ïîëíóþ îðòîíîðìèðî-
âàííóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ {φ2

k}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L⊥
2 � îðòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå ê ïðîñòðàíñòâó L2 â L⊥
1 . Â íåì ìû ïðîäåëàåì òå æå ñàìûå

ïîñòðîåíèÿ êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå è ò.ä. Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó ïîä-
ïðîñòðàíñòâ Lm è L⊥

m, ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λm è ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé fm, îòâå÷àþùèõ ýòèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì è ïîëíûå îðòîíîð-
ìèðîâàííûå ñèñòåìû ôóíêöèé {φλ

k} èç ïðîñòðàíñòâà L⊥
m.

Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1. Ñèñòåìà {λk} êîíå÷íà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ñîáñòâåííûõ ÷è-

ñåë λk êîíå÷íî è G1
2(D) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé ñîáñòâåííûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ îïåðàòîðà Q.
2. Ñèñòåìà {λk} áåñêîíå÷íà. Â ýòîì ñëó÷àå λk ñòðîãî óáûâàþùàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ. Äîêàæåì ýòî.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λk íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òîãäà âûáèðàÿ äëÿ ÷èñ-
ëà λk íîðìèðîâàííóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ φk ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {φ/λk} îãðàíè÷åíà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ {φk}
ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê
∥φk − φm∥2B = 2 ïðè k ̸= m.
Îáúåäèíèì âñå ñîáñòâåííûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû âî âñåõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ L⊥
m â îäíó îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé, îáîçíà÷èì

åå ÷åðåç {ψk}, k ∈ N. Ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â G1
2(D).

Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λk ýòî î÷åâèäíî, ïî-
ñêîëüêó G1

2(D) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
îïåðàòîðà Q.
Ïóñòü êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî. Äëÿ ôóíêöèè f ∈

G1
2(D) ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

hm =
m∑
k=1

B(f, ψk)ψk.

Òîãäà hm ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó, îáðàçîâàííîìó ýëåìåíòàìè îð-
òîãîíàëüíûìè ýëåìåíòàì ψ1, . . . , ψm, ïîýòîìó

∥Q[hm]∥B ⩽ λm+1∥ψm∥B.

Êðîìå òîãî

∥hm∥2B = ∥f∥2B −
m∑
j=1

|B(f, ψj)|2 ⩽ ∥f∥B.

Ïîýòîìó

Q[hm] = Q[f ]−
m∑
j=1

B(f, ψj)Q[ψj ] → 0 ïðè m→ ∞.

Òîãäà

Q[f ] =
∞∑
j=1

λjB(f, ψj)ψj =
∞∑
j=1

B(f,Qψj ])ψj .

Òî åñòü

Q[f ] =

∞∑
j=1

B(Q[f ], ψj)ψj .

Ïóñòü òåïåðü f � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç G1
2(D). Ïî èçâåñòíûì ñâîé-

ñòâàì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
j=1

B(f, ψj)ψj = w
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è w ∈ G1
2(D). Ïðèìåíèâ ê ýòîìó ðÿäó îïåðàòîð Q, ïîëó÷èì

Q[w] =
∞∑
j=1

λjB(f, ψj)ψj .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè, ÷òî

Q[f ] =

∞∑
j=1

λjB(f, ψj)ψj .

Ïîýòîìó Q[f ] = Q[w]. Òîãäà Q[f −w] = 0. Íî ó Q íåò íóëåâûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé, ïîýòîìó ñèñòåìà {ψj}j∈N ïîëíà â G1

2(D).
□

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð M èìååò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è îïåðàòîð Q, òî
äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9. Â ïðîñòðàíñòâå G1
2(D) ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòîíîðìèðî-

âàííàÿ îòíîñèòåëüíî ôîðìû B(·, ·) ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕk(ζ)}, k ∈ N,
ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà M , ò.å. M [ϕk] = µkϕk,
ãäå ñîáñòâåííûå ÷èñëà 0 < µk ⩽ 1.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u ∈ G1
2(D) è ðàçëîæèì åå â ðÿä ïî ñèñòåìå

{ψj}j∈N

u =
∞∑
j=1

cjψj .

Âû÷èñëÿÿ èòåðàöèè îïåðàòîðà Q, ïîëó÷èì

Qm[u] =

∞∑
j=1

λmj cjψj .

Âûäåëÿÿ â ýòîé ñóììå ÷ëåíû ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ðàâíûì 1 (îíè îïðå-
äåëÿþò íåêîòîðóþ ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f èç O1

2(D))

f(z) =
∑
jk

cjkψjk(z).

Òîãäà

B(Qm[u](z)− f(z), u(z)− f(z)) → 0 ïðè m→ ∞.

Ïîëó÷èëè óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 10. Åñëè ãðàíèöà îáëàñòè D � áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ è u ∈
G1
2(D), òî ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî

Qm[u] → PrO[u] ïðè m→ ∞

â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà G1
2(D).

Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 9 ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó 3 À.Â.Ðîìàíîâà.
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7 Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñî ñâÿçíîé ãðàíèöåé
Γ, ôóíêöèÿ f ∈ C(D̄), CR-ôóíêöèè al,k ∈ C1(Γ), k, l = 1, . . . , n è âûïîë-
íåíî óñëîâèå (10) â îáëàñòè D (ò.å. Q[f ] = f â D), òîãäà ôóíêöèÿ f
ãîëîìîðôíà â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Q[f ] = f â D, òî Q2[f ] = Q[Q[f ]] = Q[f ] è
ò.ä. Ïîëó÷àåì, ÷òî Qk[f ] = f â D. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èòåðàöèè Qk[f ]
ñòðåìÿòñÿ â D ê ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè φ. □

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à 3 ðåøåíà ïîëîæèòåëüíî.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñî ñâÿçíîé ãðàíèöåé Γ,
ôóíêöèÿ f ∈ C(Γ), CR-ôóíêöèè al,k ∈ C1(Γ), k, l = 1, . . . , n, è âûïîëíåíî
óñëîâèå

Q[f ](z) = 0 âíå ìíîæåñòâà D̄, (29)

òîãäà ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíî ïðîäîëæàåòñÿ â D äî ôóíêöèè F ∈ C(D̄).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå (11) èìååì

Q[f ](z) =M [f ](z) +G[f ](z) =

∫
Γ

f
(
ζ)(U(ζ, z) +W (ζ, z)

)
z /∈ Γ.

Ñêà÷îê èíòåãðàëà M [f ] ðàâåí f (ñì. òåîðåìó 2), ò.å. M+[f ]−M−[f ] = f
íà Γ. Ñêà÷îê èíòåãðàëà G[f ] ðàâåí 0, ïîñêîëüêó ïî ëåììå 1 èíòåãðàë
G[f ] = −Φ[h[f ]], à õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [6, Ch. 2]), ÷òî ñêà÷îê
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ Φ ðàâåí íóëþ.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè Q−[f ] = 0 âíå çàìûêàíèÿ îáëàñòè D, òî

Q+[f ] ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f â îáëàñòü D.
Ïî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ òîãäà Q+[f ] ãîëîìîðôíà â D. □

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñî ñâÿçíîé ãðàíèöåé,
ôóíêöèÿ f ∈ C(D̄), CR-ôóíêöèè al,k ∈ C1(Γ), k, l = 1, . . . , n, è äëÿ íåêî-
òîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s0 âûïîëíåíî óñëîâèå

Qs0 [f ](z) = f(z), z ∈ D,

òîãäà f ãîëîìîðôíà â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èòåðàöèè Qks0 [f ](z). Îíè ñòðåìÿòñÿ ê ãî-
ëîìîðôíîé ôóíêöèè â D. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îíè âñå ðàâíû f(z). □

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü f ∈ C(D̄) è f ãàðìîíè÷åñêàÿ â D, w(ρ) ̸= 0 íà ∂D.
Åñëè

w̄(f) =
n∑

k=1

w̄k
∂f

∂z̄k
= 0 íà Γ,

òî f ãîëîìîðôíà â D.
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à 1 ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî äëÿ ôóíêöèé äàí-
íîãî êëàññà.
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