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Abstract: The paper formulates and numerically studies the di-
rect and inverse problems for the mean field game model, which
describes the process of information dissemination in online social
networks taking into account external influences. The mean field
game model is reduced to a joint solution of initial-boundary value
problems for the Kolmogorov-Fokker-Planck (KFP) and Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB) equations, as well as the Nash optimality
condition. ased on the Sobol global sensitivity analysis, the sensi-
tivity of the function of measuring the user density at fixed times
from the start of information dissemination to the control param-
eters and the initial condition of the KFP problem is shown. An
algorithm for numerically solving inverse problems for the KFP
and HJB equations that differ in the control function is constructed
based on Bayesian optimization. It is shown that the reconstructed
initial user density of the network describes the synthetic data of
the inverse problem with greater accuracy in the case of fixed con-
trol, which is optimal for the exact solution of the inverse problem.

Keywords: mean field control, inverse problem, optimization,
optimal control.
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1 Ââåäåíèå

Ñîöèàëüíûå ñåòè ñòàëè íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ íàøåé æèçíè, îíè ñïî-
ñîáíû âëèÿòü íà ðàçëè÷íûå àñïåêòû îáùåñòâà. Àêòèâíîå ðàçâèòèå â ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ ïîëó÷èëà îáëàñòü ñîöèàëüíîé èíôîðìàòèêè [1] � ìåæ-
äèñöèïëèíàðíàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè èñïîëü-
çîâàòü áîëüøèå äàííûå è ñëîæíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èç
ñîöèàëüíûõ íàóê. Íî ñ ðàçâèòèåì ñîöèàëüíûõ ñåòåé òàêæå âîçíèêàþò
ðàçëè÷íûå íåãàòèâíûå ìîìåíòû òàêèå êàê, íàïðèìåð, ðàñïðîñòðàíåíèå
íåïîäòâåðæäåííîé èíôîðìàöèè è äîñòóï ê ïåðñîíàëüíûì äàííûì. Â
ïåðèîä ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèè COVID-19 ñîöèàëüíûå ñåòè îêàçû-
âàëè çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà îáùåñòâåííîå îòíîøåíèå (ê âàêöèíàöèè,
ñòðîãîñòè èçîëÿöèè è äð.), äàæå ïîÿâèëñÿ òåðìèí ¾èíôîäåìèÿ¿, êîòî-
ðûé îáîçíà÷àåò áûñòðîå è øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå êàê òî÷íîé, òàê è
íåòî÷íîé èíôîðìàöèè îá ýïèäåìèè. Ïîýòîìó àêòóàëüíîñòü óïðàâëåíèÿ
èíôîðìàöèåé â îíëàéí ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ ðàñòåò.
Ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè ïðè íåêîòîðûõ äîïóùåíèÿõ

ìîæíî îïèñàòü â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ìîäåëü SIR-òèïà
áûëà ïðèìåíåíà äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàó÷íûõ èäåé â 1964
ãîäó [2] è îñíîâàíà íà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ
(ÎÄÓ). Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàëîñü ìíîæåñòâî àâòîðîâ (N = S + I + R),
íàïèñàâøèõ ñòàòüè ïî íåêîòîðîé äèñöèïëèíå, ãäå S � àâòîðû, êîòîðûå
ïèøóò ñòàòüè, íî íå ðàññìàòðèâàþò êîíêðåòíóþ èäåþ, I � àâòîðû, íà-
ïèñàâøèå ñòàòüè ñ ýòîé èäååé, R � àâòîðû, êîòîðûå ïî òåì èëè èíûì
ïðè÷èíàì áîëüøå íå âûïóñêàþò ðàáîòû ñ ýòîé èäååé.
Ïîðîãîâàÿ ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ [3] îñíîâàíà íà ñòàòèñòè-

÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè. Àâòîð èçó÷àë âûáîð àãåíòà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñâè-
äåòåëåì ïðîòåñòà, ¾äåéñòâîâàòü¿ èëè ¾íå äåéñòâîâàòü¿ è ðàññìàòðèâàë
èçìåíåíèå äîëè àãåíòîâ, ïðèñîåäèíèâøèõñÿ ê áóíòó.
Íåçàâèñèìàÿ êàñêàäíàÿ ìîäåëü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èç óñò â óñòà [4]

ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ñòîõàñòè÷åñêèé êëåòî÷íûé àâòîìàò. Â ñòà-
òüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñåòåé, ãäå ñâÿçè ìåæäó âåðøèíàìè îä-
íîé ñåòè � ñèëüíûå, à ñâÿçè ìåæäó óçëàìè èç ðàçíûõ ñåòåé � ñëàáûå.
Ïðîöåññ ïðîòåêàåò â âèäå äèñêðåòíûõ øàãîâ, è íà êàæäîì øàãå íåàê-
òèâíûé óçåë ìîæåò ñòàòü àêòèâíûì ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ.
Äèôôóçèîííî-ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü (ÄËÌ) ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîð-

ìàöèè â îíëàéí ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ [5] îñíîâàíà íà óðàâíåíèÿõ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ. Àâòîðû èññëåäîâàëè ïëîòíîñòü ïîëüçîâàòåëåé, âîâëå-
÷åííûõ â ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, ãäå ïîä ðàññòîÿíèåì
ïîíèìàëîñü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äðóæåñêèõ ñâÿçåé ìåæäó èñòî÷íèêîì
(ïîëüçîâàòåëåì, ñîçäàâøåì èíôîðìàöèþ) è ëþáûì äðóãèì ïîëüçîâàòå-
ëåì êîíêðåòíîé ñîöèàëüíîé ñåòè. Áûëî ïîêàçàíî [6], ÷òî ÄËÌ õîðî-
øî îïèñûâàåò äèíàìèêó ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, íî íå ó÷èòûâàåò
âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ (ñäåðæèâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, ïðî-
äâèæåíèå æåëàåìîé íîâîñòè è äð.). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
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ìîäåëè ñ ó÷åòîì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñà-
íû â ðàìêàõ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ.
Íàïðèìåð, â ðàáîòå [7] àâòîð èññëåäîâàë äèíàìèêó ïîïóëÿöèé ñ ïî-

ìîùüþ ìîäåëè ñðåäíåãî ïîëÿ, ïðåäëîæèë ÷èñëåííûé ìåòîä îïðåäåëå-
íèÿ óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, è ïðîâåë
íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ðàáîòå [8] ìîäåëü èãðû ñðåäíåãî
ïîëÿ äèíàìèêè ìíåíèé â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ ïðèáëèæàåò áîëüøóþ ïîïó-
ëÿöèþ ñåòåé (ñîöèàëüíûõ ãðóïï), õàðàêòåðèçóþùèõñÿ óïðàâëÿåìûìè,
èçìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè ïîâåäåíèåì/ñîñòîÿíèåì/õàðàêòåðèñòèêàìè.
À ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè ôîðìóëèðîâàëñÿ òàê, ÷òîáû ãðóïïà êîððåêòè-
ðîâàëà ìíåíèå è ïðèáëèæàëà åãî ê ñðåäíåìó ìíåíèþ äðóãèõ ãðóïï.
Ìîäåëè ñðåäíåãî ïîëÿ ôîðìóëèðîâàëèñü òàêæå è íà îñíîâå SIR-ìî-

äåëåé. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [9] àâòîðû èññëåäóþò ìîäåëü èãðû ñðåäíåãî
ïîëÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì ýïèäåìèé â ïðîñòðàíñòâåííîé
îáëàñòè, äëÿ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ïðåäëîæåíû áûñòðûå ÷èñëåííûå àë-
ãîðèòìû. Â ðàáîòå [10] îïèñûâàåòñÿ ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ýïèäåìèîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ñðåäíåãî ïîëÿ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ COVID-19, à òàêæå ïðèâåäåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè.
Ïðè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîäðàæàòåëüíîãî ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ

è âûáîðå ãàóññîâîé ïëîòíîñòè íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäà÷à äëÿ ìî-
äåëè ñðåäíåãî ïîëÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ðèêêàòè [11]. Â ðàáîòå [12] ïîêàçàíà
ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è
òèïà Ðèêêàòè íà ÷èñëåííîì óðîâíå.
Â òåîðèè èãð ñðåäíåãî ïîëÿ ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå ïîñòàíîâêè è ìå-

òîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, â ñòàòüå [7] ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì. Â
ðàáîòå [13] èññëåäîâàëàñü çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîìïîíåíòîâ ôóíêöè-
îíàëà ñòîèìîñòè ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì.
Â äàííîé ðàáîòå â ðàçäåëå 2 ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà ìîäåëè ñðåäíåãî

ïîëÿ, îñíîâàííàÿ íà êîìáèíàöèè ÄËÌ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èí-
ôîðìàöèè â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ è óïðàâëåíèÿ ïîòîêîì èíôîðìàöèè. Â
ðàçäåëå 3 îïèñàíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñðåäíåãî
ïîëÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà�
Ôîêêåðà�Ïëàíêà è Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
äëÿ êîòîðûõ çàäàíû íà ðàçíûõ êîíöàõ âðåìåííîãî èíòåðâàëà. Îòëè÷è-
òåëüíîé îñîáåííîñòüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ãëîáàëüíîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè ìîäåëè ñðåäíåãî ïîëÿ ê èçìåðåíèÿì èíòåãðàëüíîé ïëîò-
íîñòè âîâëå÷åííûõ àãåíòîâ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (ðàçäåë 4). Äàííûé
àíàëèç ïîçâîëèë ñôîðìóëèðîâàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ ìîäåëè ñðåäíåãî
ïîëÿ, çàêëþ÷àþùóþñÿ â èäåíòèôèêàöèè ïëîòíîñòè íà÷àëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé â ñîöèàëüíîé ñåòè ïî èçìåðåíèÿì ïëîòíîñòè â
íåêîòîðûå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.
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2 Ìîäåëü ñðåäíåãî ïîëÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà

ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè

Ìîäåëè èãðû ñðåäíåãî ïîëÿ îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîâåäå-
íèå èãðîêîâ îäèíàêîâî è äèíàìèêà ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî èãðîêà
îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:{

dX(t) = b(X(t), u(t), α(t))dt+ σ(X(t), u(t))dW (t),
X(0) = x.

Çäåñü X(t) : [1, T ] → Ω � ñîñòîÿíèå èãðîêà â ìîìåíò âðåìåíè t, u(t) �
ðàñïðåäåëåíèå ïîëüçîâàòåëåé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé Ω â ìîìåíò âðå-
ìåíè t, α(t) � ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ (ñòðàòåãèÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî èãðî-
êà), W � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.
Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî èãðîêè ðàöèîíàëüíû è ñêëîííû âûáèðàòü ñòðà-

òåãèþ, ìàêñèìèçèðóþùóþ ñîáñòâåííóþ âûãîäó, ïîðîæäàåò çàäà÷ó îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè

J(α) = E

 T∫
0

F (s,X(s), u(s), α(s)) ds+G(X(T ), u(T ))

 .

Áûëî ïîêàçàíî [14], ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé σ ðàñïðåäåëåíèå àãåíòîâ u(x, t)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà�Ôîêêåðà�Ïëàíêà (ÊÔÏ)

ut −
σ2

2
uxx + (uα)x = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
ux(x, t) = 0, x ∈ ΓΩ, t ∈ [0, T ].

Äëÿ íóëåâîãî óïðàâëåíèÿ (α ≡ 0) è íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòè
((1− u/Kcap)r(t)u) òàêàÿ ìîäåëü ìîæåò îïèñûâàòü ïðîöåññ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ èíôîðìàöèè â îíëàéí ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ.

2.1. Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôóçèîííî�
ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè. Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè
â îíëàéí ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ áûëà ïðåäëîæåíà äèôôóçèîííî-ëîãèñòè÷åñ-
êàÿ ìîäåëü (ÄËÌ) [6, 15]:

ut = Duxx +

(
1− u

K cap

)
r(t)u, x ∈ [0, 1], t ≥ 1,

u(x, 1) = φ(x), x ∈ [0, 1],
β1ux(0, t)− β2u(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, β1, β2 > 0, t ≥ 1.

(1)

Çäåñü u(x, t) ≥ 0 � ïëîòíîñòü ïîëüçîâàòåëåé, âîâëå÷åííûõ â ïðîöåññ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, D > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè,
Kcap ≥ max

(x,t)∈[0,1]×[1,+∞)
u(x, t) � êîíñòàíòà, îïèñûâàþùàÿ ìàêñèìàëüíóþ

ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñåòè, à r(t) � ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñëà àêòèâíûõ
ïîëüçîâàòåëåé. Ïîä x ∈ [0, 1] ïîíèìàåòñÿ ñîñòîÿíèå ïîëüçîâàòåëÿ, ãäå 0
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îçíà÷àåò, ÷òî ïîëüçîâàòåëü âîâëå÷åí â ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîð-
ìàöèè, à 1 � íå âîâëå÷åí.
Â ðàáîòàõ [15, 16, 17] ÷èñëåííî èññëåäîâàëàñü çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íà-

÷àëüíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè φ(x) ≥ 0 ïî äîïîëíèòåëüíûì äàííûì î
ïëîòíîñòè ïîëüçîâàòåëåé ïðè β1 = 1 è β2 = 0. Áûëè ðàññìîòðåíû äâà
âèäà äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ î ïëîòíîñòè: â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðî-
ñòðàíñòâà è â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè [15, 16], à òàêæå èíòåãðàëü-
íûå äàííûå â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè [17]. Îáðàòíàÿ çàäà÷à áû-
ëà ñâåäåíà ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà è ðåøàëàñü
ãëîáàëüíûìè ìåòîäàìè ðîÿ ÷àñòèö [15], îïòèìèçàöèè òåíçîðíîãî ïîåç-
äà [17], ëîêàëüíûìè ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè [16], ìåòîäîì Íåëäåðà�
Ìèäà [15], à òàêæå êîìáèíàöèÿìè ãëîáàëüíûõ è ëîêàëüíûõ ìåòîäîâ. Íà
îñíîâå àíàëèçà ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë îïåðàòîðà ëèíåàðèçîâàííîé îáðàòíîé
çàäà÷è áûëî ïîêàçàíî [17], ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à íåêîð-
ðåêòíà, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðèìåíÿëèñü
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ À.Í. Òèõîíîâà. Áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ íåçíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò
ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è, à ïðèìåíåíèå ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà
ïîçâîëÿåò íàéòè óñòîé÷èâîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé îáðàòíîé çàäà÷è.
Áûëî ïîêàçàíî [6], ÷òî ÄËÌ õîðîøî îïèñûâàåò äèíàìèêó ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ èíôîðìàöèè, íî íå ó÷èòûâàåò âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ (ñäåðæèâàíèå
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, ïðîäâèæåíèå æåëàåìîé íîâîñòè è äð.).
Ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü ñðåäíåãî ïîëÿ, ÷òîáû èçó÷èòü îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå ïðîöåññîì.

2.2. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è óïðàâëåíèÿ. Ïóñòü çàäà÷à ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû îñòàíîâèòü ðàñïðîñòðàíåíèå èíôîðìàöèè ïðè íåêîòîðîì
óïðàâëåíèè. Òîãäà ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïîëüçîâàòåëè ðàöèîíàëü-
íû, òî åñòü ñêëîííû âûáèðàòü ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò âû-
ãîäó, ïîðîæäàåò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè, êîòîðûé
îòðàæàåò çàòðàòû ïîëüçîâàòåëåé â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìà-
öèè:

J(uα, α) =

T∫
1

1∫
0

(
d1

uαα2

2
+ d2(x− 1)2uα

)
dxdt. (2)

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå � ïëàòà ïîëüçîâàòåëÿ çà èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ
(ëþäè íå ñêëîííû áûñòðî ìåíÿòü ñâî¼ ìíåíèå), à âòîðîå ñëàãàåìîå � ïëà-
òà çà òåêóùåå ñîñòîÿíèå (÷åì áëèæå ê 0, òî åñòü ÷åì áîëüøå ïîëüçîâàòåëü
âîâëå÷åí â ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, òåì áîëüøå ïëàòà),
d1, d2 > 0 � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, α(x, t) : [0, 1]×[1, T ] → R � ñòðàòåãèÿ
ïîëüçîâàòåëåé, à ïëîòíîñòü ïîëüçîâàòåëåé uα(x, t) : [0, 1]× [1, T ] → R+

0
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óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà êîíâåêöèè-äèôôóçèè (ÊÔÏ):
uαt + (uαα)x +

(
uα

Kcap
− 1

)
r(t)uα −Duαxx = 0,

uα(x, 1) = φ(x), x ∈ [0, 1],
β1u

α
x(0, t)− β2u

α(0, t) = 0, uαx(1, t) = 0, β1, β2 > 0, t ∈ [1, T ].

(3)

Äëÿ α ≡ 0 íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (3) èññëåäîâàíà â ðàáîòå [16] è
ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé (1).
Çàäà÷à ñðåäíåãî ïîëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîé ñòðà-

òåãèè è ïëîòíîñòè ïîëüçîâàòåëåé ñîöèàëüíîé ñåòè (uα⋆, α⋆), ÿâëÿþùèåñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè:

(uα⋆, α⋆) = argmin
uα,α

J(uα, α), (4)

ãäå uα(x, t) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà
ÊÔÏ (3). Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè α ñîîòâåòñòâóþò ðåàêöèè (ïîëîæèòåëüíîé
ëèáî îòðèöàòåëüíîé) ïîëüçîâàòåëåé íà ðàññìàòðèâàåìóþ íîâîñòü.

2.3. Âûâîä ìîäåëè ñðåäíåãî ïîëÿ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ñèñòåìà ñ óðàâíåíèåì òèïà ÊÔÏ (3) è ñèñòåìà ñ óðàâíå-
íèåì òèïà Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà (ÃßÁ)

vt + αvx +

(
1− 2uα

Kcap

)
r(t)v +Dvxx = −d1

α2

2
− d2(x− 1)2,

v(x, T ) = 0, x ∈ [0, 1],

Dvx(0, t) +

(
α(0, t)−D

β2
β1

)
v(0, t) = 0, vx(1, t) = 0, t ∈ [1, T ]

(5)

âìåñòå ñ óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè{
d1α+ vx = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ [1, T ],
α(1, t) = 0, t ∈ [1, T ]

(6)

äàþò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [10] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà [14] ìîæíî îïðåäåëèòü ïîäîçðèòåëüíóþ íà îïòèìàëü-
íîñòü ñòðàòåãèþ ïîëüçîâàòåëåé α⋆. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå â (3) óìíîæèì
íà ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ v(x, t) ∈ C∞([0, 1]× [1, T ]):

L =

T∫
1

1∫
0

[
uαt + (uαα)x +

(
uα

Kcap
− 1

)
r(t)uα −Duαxx

]
v dxdt = 0. (7)

Ðàñïèøåì ïîäðîáíî êàæäîå ñëàãàåìîå.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
â (3) è (5), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî:

L1 =

1∫
0

T∫
1

uαt v dtdx =

1∫
0

uαv

∣∣∣∣T
1

−
T∫
1

uαvt dt

 dx

=

1∫
0

[uα(x, T )v(x, T )− uα(x, 1)v(x, 1)] dx−
1∫

0

T∫
1

uαvt dtdx

= −
1∫

0

φ(x)v(x, 1) dx−
1∫

0

T∫
1

uαvt dtdx.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â (7) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â (6) èìååò âèä

L2 =

T∫
1

1∫
0

(uαα)xv dxdt =

T∫
1

uααv

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

uααvx dx

 dt

=

T∫
1

[uα(1, t)α(1, t)v(1, t)− uα(0, t)α(0, t)v(0, t)] dt−
T∫
1

1∫
0

uααvx dxdt

= −
T∫
1

uα(0, t)α(0, t)v(0, t) dt−
T∫
1

1∫
0

uααvx dxdt.

Òðåòüå ñëàãàåìîå â (7) îñòàåòñÿ íåèçìåííûì:

L3 =

T∫
1

1∫
0

(
uα

Kcap
− 1

)
r(t)uαv dxdt =

T∫
1

1∫
0

(
uα

Kcap
− 1

)
r(t)v uα dxdt.

×åòâåðòîå ñëàãàåìîå â (7) ïîñëå äâóêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé â (3) è ïðàâîãî êðàåâîãî
óñëîâèÿ â (3) èìååò âèä

L4 = −D

T∫
1

1∫
0

uαxxv dxdt = −D

T∫
1

uαxv

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

uαxvx dx

 dt

= −D

T∫
1

[uαx(1, t)v(1, t)− uαx(0, t)v(0, t)] dt+D

T∫
1

uαvx

∣∣∣∣1
0

dt
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−D

T∫
1

1∫
0

uαvxx dxdt = D

T∫
1

[
β2
β1

uα(0, t)v(0, t)− uα(0, t)vx(0, t)

]
dt

−D

T∫
1

1∫
0

uαvxx dxdt.

Ñêëàäûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ Li, i = 1, 2, 3, 4, ïîëó÷èì

L =

T∫
1

1∫
0

[
vt + αvx +

(
1− u

Kcap

)
r(t)v +Dvxx

]
uα dxdt

+

1∫
0

φ(x)v(x, 1) dx = 0.

Äàííîå âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè óñëîâèè

Dvx(0, t) +

(
α(0, t)−D

β2
β1

)
v(0, t) = 0, t ∈ [1, T ].

Òåïåðü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷å ìèíèìèçàöèè (4), ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

L(uα, α, v) = J(uα, α)− L.

Âàðèàöèÿ L ïî uα, òî åñòü
∂L
∂uα

, ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ñ óðàâíåíèåì òèïà

ÃßÁ (5).

À âàðèàöèÿ L ïî α, òî åñòü
∂L
∂α

, ïðèâîäèò ê óñëîâèþ îïòèìàëüíî-

ñòè (6), ðåøåíèå êîòîðîãî α = α⋆. □

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì çàäà÷è ñðåäíåãî ïîëÿ íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè
uα(x, t), v(x, t) è α(x, t), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìàì (3) è (5) âìåñòå
ñ (6).

3 ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ ìîäåëè

ñðåäíåãî ïîëÿ

Ïðÿìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ôóíêöèé uα(x, t), v(x, t) è
α(x, t) èç óðàâíåíèé ÊÔÏ, ÃßÁ è óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïðè çàäàííûõ
φ(x), d1 è d2.
Ìîäåëü ñðåäíåãî ïîëÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ñèñòåì (3), (5) è (6), ÷èñëåííî

ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû, ïðåäëîæåííîé â ðàáî-
òàõ [10, 18, 19, 20]. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé uα è v ðàññ÷èòûâàëèñü íà ðàâ-
íîìåðíûõ ñåòêàõ ïî âðåìåíè tl = lτ , l = 0, . . . , Nt, τ = (T − 1)/Nt è
ïðîñòðàíñòâó xj+1/2 = (j + 1/2)h, j = −1, . . . , Nx, h = 1/Nx. Èñïîëü-

çîâàëàñü ñõåìà èç [10] ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè O(τ + h2), ãäå ëåâûå
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ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèáëèæàëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uαl,−1/2 =
2β1 − hβ2
2β1 + hβ2

ul,1/2, vl,−1/2 =
D/h− (Dβ2/β1 − αl

0)/2

D/h+ (Dβ2/β1 − αl
0)/2

vl,1/2.

Çíà÷åíèÿ æå ôóíêöèè α, â îòëè÷èå îò ôóíêöèé uα è v, ðàññ÷èòû-
âàëèñü íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî ïðîñòðàíñòâó xj = jh, j = 0, . . . , Nx,
h = 1/Nx.
Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïîëàãàåì T = 24, Nx = 30, Nt = 1500,

β1 = β2 = 1, d1 = 100, d2 = 1. Òàêèå çíà÷åíèÿ Nx, Nt, d1 è d2 âûáèðàëèñü
òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì ìåòîäà [10]

h2 ≤ 8τD è τ |αl,j | ≤ h/4. (8)

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (3), (5), (6) ôóíêöèÿ íà÷àëüíîé
ïëîòíîñòè ïîëüçîâàòåëåé φ(x) îïðåäåëÿëàñü èç âåêòîðà qexact ∈ Rd èí-
òåðïîëÿöèåé êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè [16]. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
qexact = (5.8, 1.7, 1.9, 1, 0.95, 0.7), d = 6 ýìèòèðóþò äàííûå íîâîñòíîãî
ñàéòà Digg.com, ïðåäñòàâëåííûå â [6] è íà ðèñóíêå 1. Ñîãëàñíî [6]
Kcap = 25, D = 0.01 è ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñëà âîâëå÷åííûõ ïîëüçîâàòå-
ëåé ñî âðåìåíåì r(t) èìååò âèä

r(t) =
r2
r1

− e−r1(t−1)

(
r2
r1

− r3

)
, ãäå r1 = 1.5, r2 = 0.375, r3 = 1.65.

Ðèñ. 1. Äàííûå íîâîñòíîãî ñàéòà Digg.com (ïëîòíîñòü
âîâëå÷åííûõ ïîëüçîâàòåëåé çà 50 ÷àñîâ) [6].

Àëãîðèòì 1 ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåí äàëåå.
Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïîëàãàëîñü ε = 0.001.

3.1. Ìîäåëü áåç óïðàâëåíèÿ (α = 0). Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû ãðà-

ôèêè (a) ïëîòíîñòè âîâëå÷åííûõ ïîëüçîâàòåëåé u0l,j ìîäåëè ñ óðàâíå-

íèåì òèïà ÊÔÏ (3) ïðè α = 0 è (b) àáñîëþòíîé ðàçíîñòè |u0l,j − ul,j |,
l = 0, . . . , Nt, j = −1/2, . . . , Nx + 1/2. Çäåñü ul,j � ïëîòíîñòü âîâëå÷åí-
íûõ ïîëüçîâàòåëåé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ÄËÌ (1). Àáñîëþòíàÿ ðàçíîñòü
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Àëãîðèòì 1 ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è

Âõîä: Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ïîëüçîâàòåëåé φ(x), êîýôôèöè-
åíòû ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè d1, d2.

1: Ïîëîæèòü α = 0.
2: Ïîëó÷èòü uα, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå (3), è ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè J0 = J(uα, α).

3: Ïîêà |Jn − Jn−1| > ε âûïîëíÿòü
4: Âû÷èñëèòü v, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå (5).
5: Ïîëó÷èòü íîâîå óïðàâëåíèå α, óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå (6).
6: Ïîëó÷èòü íîâóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè uα, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñè-
ñòåìå (3).

7: Âû÷èñëèòü íîâîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè
Jn = J(uα, α).

8: Êîíåö öèêëà

íå ïðåâîñõîäèò 0.0017, ÷òî îáóñëîâëåíî ðàçëè÷èåì â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì
ïîäõîäå ê ðåøåíèþ çàäà÷, è ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â ïðèâåäåííûõ ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ.
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(a) u0l,j (b) |u0l,j − ul,j |

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè (a) ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé ïî
ñòåïåíè âîâëå÷åííîñòè u0l,j ìîäåëè ñ óðàâíåíèåì òèïà

ÊÔÏ (3) ïðè α = 0 è (b) àáñîëþòíîé ðàçíîñòè |u0l,j − ul,j |,
l = 0, . . . , Nt, j = −1/2, . . . , Nx + 1/2.

3.2. Ìîäåëü ñ óïðàâëåíèåì (α ̸= 0). Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû
ãðàôèêè (a) ïëîòíîñòè âîâëå÷åííûõ ïîëüçîâàòåëåé uαl,j ìîäåëè ñ óðàâ-

íåíèåì òèïà ÊÔÏ (3), (b) ôóíêöèè ñòîèìîñòè vl,j ìîäåëè ñ óðàâíåíèåì
òèïà ÃßÁ (5) è (c) ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ αl,j , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
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îïòèìàëüíîñòè (6). Öåëüþ áûëî îñòàíîâèòü ðàñïðîñòðàíåíèå èíôîðìà-
öèè, òî åñòü ìèíèìèçèðîâàòü ïëîòíîñòü âîâëå÷åííûõ ïîëüçîâàòåëåé ïðè
x = 0. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè íàéäåííîé ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ α öåëü
äîñòèãàåòñÿ ïî÷òè äëÿ âñåõ t. Çäåñü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè α ñîîòâåòñòâóþò
ðåàêöèè ïîëüçîâàòåëåé íà íîâîñòü, òî åñòü â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè
ïîëüçîâàòåëè àêòèâíî ðåàãèðóþò (ïîëîæèòåëüíî ëèáî îòðèöàòåëüíî), è
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýòà ðåàêöèÿ çàòóõàåò.
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Ðèñ. 3. Ãðàôèêè (a) ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé ïî
ñòåïåíè âîâëå÷åííîñòè uαl,j ìîäåëè ñ óðàâíåíèåì òèïà

ÊÔÏ (3), (b) ôóíêöèè ñòîèìîñòè vl,j ìîäåëè ñ óðàâíåíè-
åì òèïà ÃßÁ (5), l = 0, . . . , Nt, j = −1/2, . . . , Nx + 1/2 è
(c) ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ αl,j , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
îïòèìàëüíîñòè (6), l = 0, . . . , Nt, j = 0, . . . , Nx.

Çàäàíèå íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå
ïëîòíîñòè âîâëå÷åííûõ ïîëüçîâàòåëåé, ôóíêöèè ñòîèìîñòè è ôóíêöèè
óïðàâëåíèÿ. Äëÿ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé íà÷àëüíûõ äàííûõ ðàçðàáîòàí
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àëãîðèòì, íà îñíîâå êîòîðîãî óñòîé÷èâî ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
ñðåäíåãî ïîëÿ.

4 Îáðàòíûå çàäà÷è

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëüçîâàòåëåé â ñåòè ïðè ïîÿâëåíèè èíôîð-
ìàöèè çà÷àñòóþ íå èçâåñòíî. Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè îáðàò-
íîé çàäà÷è, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè íàáîðà ïàðàìåòðîâ
q = (q0, q1, . . . , qd−1), õàðàêòåðèçóþùåãî íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ ïëîòíî-
ñòè φ(x), èç óðàâíåíèé (3), (5), (6) ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè f
î ïëîòíîñòè âîâëå÷åííûõ ïîëüçîâàòåëåé â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè
ñëåäóþùåãî âèäà:

N1∑
i=1

uα(xi, tk; q) = fα
k , k = 1, . . . , N2. (9)

Çäåñü N1 � ÷èñëî èçìåðåíèé ïî ïðîñòðàíñòâó, N2 � ÷èñëî èçìåðåíèé
ïî âðåìåíè, φ(xm) = qm−1, m = 1, . . . , d, d � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè φ(xm) àïïðîêñèìèðóåòñÿ
íàáîðîì òî÷åê qm−1, m = 1, . . . , d.
Ïîëàãàåì uα(x, t; q), uα

⋆
(x, t; q) ∈ L2([0, 1] × [1, T ]). Çäåñü uα(x, t; q) �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÔÏ (3) äëÿ çàäàííîãî q, ïðè êîòîðîì α(x, t) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè (6), òî åñòü ïàðà (uα, α) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è ñðåäíåãî ïîëÿ (4). Ôóíêöèÿ uα

⋆
(x, t; q) ÿâëÿåòñÿ ðå-

øåíèåì óðàâíåíèÿ ÊÔÏ (3) äëÿ çàäàííîãî q, ãäå α⋆(x, t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè ïðè qexact, òî åñòü óïðàâëåíèå α⋆ îïòèìàëüíî
ïðè q = qexact. Çàïèøåì ôóíêöèîíàë òèïà ¾íåâÿçêè¿:

IP (q;uα) = γ

N2∑
k=1

∣∣∣∣∣
N1∑
i=1

uα(xi, tk; q)− fα
k

∣∣∣∣∣
2

, (10)

ãäå γ = (T − 1)/N2.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1 ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (10) ïî ïðî-

ñòðàíñòâó ïàðàìåòðîâ q ∈ (R+
0 )

d, òî åñòü

q̂(1) = arg min
q∈(R+

0 )d
IP (q;uα).

Çäåñü äëÿ êàæäîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ qn, n � íîìåð èòåðàöèè àë-
ãîðèòìà, îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå α(x, t).
Îáðàòíàÿ çàäà÷à 2 ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (10) ïî ïðî-

ñòðàíñòâó ïàðàìåòðîâ q ∈ (R+
0 )

d ïðè ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè α⋆(x, t),
òî åñòü

q̂(2) = arg min
q∈(R+

0 )d
IP (q;uα

⋆
).

Çäåñü α⋆(x, t) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ q = qexact è ôèêñèðîâàíî äëÿ
êàæäîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ qn îáðàòíîé çàäà÷è.
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Áûëî ïîêàçàíî [21], ÷òî â ñëó÷àå α = 0 (áåç óïðàâëåíèÿ) ðåøåíèå
îáðàòíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (10) íåóñòîé÷èâî.
Ðàáîòà áûëà âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ ÖÊÏ Ñèáèðñêèé

Ñóïåðêîìïüþòåðíûé Öåíòð ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäè-
ëèñü íà âû÷èñëèòåëüíîì óçëå ñ äâóìÿ ïðîöåññîðàìè Intel Xeon Gold
6248R, êîëè÷åñòâî ÿäåð â êàæäîì ïðîöåññîðå � 24, ÷àñòîòà � 3 Ãö, 384
Ãá îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

4.1. Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîçâîëÿ-
åò îïðåäåëÿòü ñòåïåíü âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà ðåçóëüòàòû ìî-
äåëèðîâàíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäåëåé (1) è (3) ìû
èñïîëüçóåì ìåòîä, îñíîâàííûé íà ãëîáàëüíîì àíàëèçå äèñïåðñèè ìîäå-
ëè [22]. Â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò ðàññìîòðåíèå ïîëíûõ èíäåêñîâ ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè Ñîáîëÿ Sm, êîòîðûå îòðàæàþò ïîëíûé âêëàä ïàðàìåòðà
pm â äèñïåðñèþ äàííûõ f (âûõîäà ìîäåëè):

Sm =
EP∼m(Vpm(f |P∼m))

V (f)
.

Çäåñü P∼m � ñãåíåðèðîâàííàÿ ìàòðèöà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ áåç pm,
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèÿ EP∼m áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì
P∼m, à äèñïåðñèÿ Vpm(f |P∼m) áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðà pm ïðè ôèêñèðîâàííîé P∼m.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè Sm ∈ (0.5, 1) èçìåðåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ÷óâñòâè-

òåëüíûìè ê èññëåäóåìîìó ïàðàìåòðó [22].
Â ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ áèáëèîòåêà SALib íà ÿçûêå

ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python (https://github.com/SALib/SALib).
Ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è (3), (5), (6) âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåò-

ñÿ âûáîð êîýôôèöèåíòîâ d1, d2 ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè (2) òàê, ÷òî-
áû óïðàâëåíèå α óäîâëåòâîðÿëî îãðàíè÷åíèÿì ìåòîäà (8) [10] è âëèÿëî
íà ïëîòíîñòü ïîëüçîâàòåëåé. Ïîýòîìó áûëà ðàññìîòðåíà ÷óâñòâèòåëü-

íîñòü äàííûõ âèäà f(t) =
1∫
0

uα(x, t) dx ê êîýôôèöèåíòàì d1 ∈ [99, 412] è

d2 ∈ [0.42, 1.75] (ñì. ðèñóíîê 4). Äëÿ ýòîãî áûëè ñãåíåðèðîâàíû 768 íà-
áîðîâ ïàðàìåòðîâ (d1, d2) ìåòîäîì Latin Hypercube [23]. Âûõîä çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ çà ïðèâåäåííûå ãðàíèöû ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èçìåëü-
÷åíèÿ âðåìåííîé ñåòêè äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì ìåòîäà [10].
Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà (3) áîëåå ÷óâñòâèòåëüíà ê êîýôôèöèåíòó d2
âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè Ñîáîëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íå ïðåâîñõîäèò 0.4, òî åñòü ïàðàìåò-
ðû d1 è d2 ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè.
Â ñëó÷àå îáðàòíîé çàäà÷è (3), (5), (6), (9) ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü äàííûõ âèäà f(t) =
1∫
0

û(x, t) dx ê íàáîðó ïàðàìåòðîâ q ïðè

û(x, t) = u(x, t) äëÿ ÄËÌ è û(x, t) = uα(x, t) äëÿ ÊÔÏ. Äëÿ ýòîãî áûëè
ñãåíåðèðîâàíû 1792 íàáîðà ïàðàìåòðîâ q. Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåíû
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Ðèñ. 4. Ãðàôèêè çíà÷åíèé ãëîáàëüíûõ èíäåêñîâ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè Sm, m = 1, 2 äëÿ êîýôôèöèåíòîâ d1 è d2 ôóíê-
öèîíàëà ñòîèìîñòè (2) äëÿ t = 1, . . . , 24. Ïîëóïðîçðà÷íûå
ïîëîñû � 95% äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.

ãðàôèêè çíà÷åíèé ãëîáàëüíûõ èíäåêñîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè Ñîáîëÿ äëÿ
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ q, qi ∈ [qexacti · 0.3, qexacti · 3.5] ìîäåëåé (a) (1) è
(b) (3) äëÿ t = 1, . . . , 24. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî [21], ÷òî ÄËÌ íå ÷óâñòâè-
òåëüíà ê ïàðàìåòðàì q ïðè t > 1, ïðè ýòîì ðèñóíîê 5(a) äåìîíñòðèðóåò,
÷òî ìîäåëü ÷óâñòâèòåëüíà ê ïàðàìåòðó q0 ïðè t = 1. À äëÿ ìîäåëè ÊÔÏ
(ðèñóíîê 5(b)) ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ïàðàìåòðó
q0 â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 è ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê q2 âî âñå îñòàëüíûå
âðåìåíà, òî åñòü ìîäåëü ÷óâñòâèòåëüíà ê âîâëå÷åííûì ïîëüçîâàòåëÿì.
Òàêæå ìîæíî âèäåòü, ÷òî ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ïàðàìåòðàì q3 è q4 ðàñ-
òåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, è ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ ÷óâñòâèòåëüíà ê q3 ïðè
t ∈ [13, 24] è ê q4 ïðè t = 19, 20, 22�24. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè Ñîáîëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íå ïðåâîñõîäÿò 0.4,
òî åñòü ïàðàìåòðû ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè.
Òàêèì îáðàçîì, ÷óâñòâèòåëüíîñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ìîäåëè

ñðåäíåãî ïîëÿ âûøå, ÷åì äëÿ ÄËÌ áåç ââåäåíèÿ óïðàâëåíèÿ.

4.2. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷. Îáðàòíûå çàäà÷è 1 è 2

ñîñòîÿò â âîññòàíîâëåíèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ q ∈ (R+
0 )

d, õàðàêòåðèçó-
þùåãî íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè φ(x) ñèñòåìû (3), ïî äîïîëíè-
òåëüíîé èíôîðìàöèè fk, k = 1, . . . , N2 (9). È çàòåì çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê
çàäà÷àì ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ âèäà (10), ðåøåíèå

êîòîðûõ îáîçíà÷èì q̂(1) è q̂(2) ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ìèíèìèçàöèè òàêîãî ôóíêöèîíàëà ïðè α = 0 ïðèìåíÿëèñü ìåòî-

äû ñòîõàñòè÷åñêîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ðîÿ ÷àñòèö [15], ãðàäèåíò-
íûå ìåòîäû [16], ìåòîä ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè òåíçîðíîãî ïîåçäà [17] è
èõ êîìáèíàöèè. È äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (10)
ïðè α ̸= 0 òàêæå ìîæíî ïðèìåíÿòü óêàçàííûå ìåòîäû. Àëãîðèòìû 2 è 3
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(a) ÄËÌ

(b) ÊÔÏ

Ðèñ. 5. Ãðàôèêè çíà÷åíèé ãëîáàëüíûõ èíäåêñîâ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ q ìîäåëåé (a) (1)
è (b) (3) äëÿ t = 1, . . . , 24. Ïîëóïðîçðà÷íûå ïîëîñû � 95%
äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.

ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëè ñðåäíåãî ïîëÿ ïîêàçûâàþò øàãè â
îáùåì ñëó÷àå.

Àëãîðèòì 2 ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1

Âõîä: Äàííûå îáðàòíîé çàäà÷è fα
k , êîýôôèöèåíòû ôóíêöèîíàëà ñòîè-

ìîñòè d1, d2.
1: Ïîëó÷èòü íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå qn ñ ïîìîùüþ âûáðàííîãî ìåòîäà.
2: Äëÿ íàéäåííîãî qn ðåøèòü ïðÿìóþ çàäà÷ó (3), (5), (6) è îïðåäåëèòü

uα⋆, α⋆.
3: Ïîäñòàâèòü uα⋆ â ôóíêöèîíàë IP (10).
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Àëãîðèòì 3 ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 2

Âõîä: Äàííûå îáðàòíîé çàäà÷è fα
k , òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ qexact

è ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ α⋆(x, t).
1: Ïîëó÷èòü íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå qn ñ ïîìîùüþ âûáðàííîãî ìåòîäà.
2: Äëÿ íàéäåííîãî qn ðåøèòü ñèñòåìó (3) è îïðåäåëèòü uα

⋆
.

3: Ïîäñòàâèòü uα
⋆
â ôóíêöèîíàë IP (10).

4.3. ×èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå ñèíòåòè÷å-
ñêèõ äàííûõ fα

k áûëè âçÿòû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè uα(x, t) ïðÿ-
ìîé çàäà÷è (3), (5), (6) â òî÷êàõ x = 0, 0.2 . . . , 1 è t = 3, . . . , 24, òî åñòü
N1 = 6 è N2 = 22. Íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü q ∈ (R+

0 )
d, d = 6 ïàðàìåò-

ðîâ.
Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è âû÷èñëÿëàñü ïî ôîð-

ìóëå

err(l) =
d∑

j=1

|qexactj − q̂
(l)
j |

qexactj

.

Çäåñü l = 1, 2, q̂(l) � àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è l, êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ôóíêöèîíàëà IP (q̂(l);uα,(l)) (10).
Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðèìåíÿëè ìåòîä Optuna [24] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (10). Ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ áûëè
âûáðàíû êàê [qexacti · 0.3, qexacti · 2.5], à êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé NO = 1000

ëèáî ïðè äîñòèæåíèè çíà÷åíèÿ IP (q̂(l);uα,(l)) ≤ 10−5.

Íà ðèñóíêå 6 ïðåäñòàâëåíû òî÷íûå qexact è âîññòàíîâëåííûå q̂(1), q̂(2)

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îáðàòíûõ çàäà÷ 1 è 2. Â òàêîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïî-
ãðåøíîñòåé err(1) = 4.22, err(2) = 3.45 è ôóíêöèîíàëîâ
IP (q̂(1);uα,(1)) = 2.5 ·10−6, IP (q̂(2);uα

⋆,(2)) = 1.4 ·10−7. Ðåøåíèå îáðàòíîé
çàäà÷è 2 áëèæå ê òî÷íîìó, òàê êàê íåîáõîäèìî áûëî îïðåäåëèòü òîëüêî
âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ q, òîãäà êàê ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çà-
äà÷è 1 äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ qn òàêæå íåîáõîäèìî áûëî îïðåäåëÿòü
ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ α(x, t).
Íà ðèñóíêå 7 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè àáñîëþòíûõ ðàçíîñòåé ôóíêöèé

uαl,j , αl,j ïðÿìîé çàäà÷è (3), (5), (6) è ôóíêöèé u
α,(2)
l,j , α

(2)
l,j îáðàòíîé çàäà-

÷è 2. Ôóíêöèè u(x, t) è α(x, t) äëÿ òî÷íîãî è íàéäåííîãî ðåøåíèé îòëè÷à-
þòñÿ òîëüêî â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè, òî åñòü ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé
çàäà÷è ñðåäíåãî ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ îïòèìàëüíûå äëÿ ôóíêöèîíàëà (2)
çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé.

5 Çàêëþ÷åíèå

Ïîñòðîåíà è ïðîàíàëèçèðîâàíà ìîäåëü ñðåäíåãî ïîëÿ, êîòîðàÿ îïèñû-
âàåò ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè â îíëàéí ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ
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Ðèñ. 6. Âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
q ∈ R6. ×åðíûå òî÷êè � òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
îáðàòíîé çàäà÷è qexact, êðàñíûå òðåóãîëüíèêè � âîññòà-
íîâëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ q̂(1) îáðàòíîé çàäà÷è 1,
çåëåíûå êâàäðàòû � âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ q̂(2) îáðàòíîé çàäà÷è 2.
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(a) |uα,(2)l,j − uαl,j | (b) |α(2)
l,j − αl,j |

Ðèñ. 7. Ãðàôèêè àáñîëþòíûõ ðàçíîñòåé ôóíêöèé uαl,j ,

αl,j ïðÿìîé çàäà÷è è ôóíêöèé u
α,(2)
l,j , α

(2)
l,j îáðàòíîé çà-

äà÷è 2 äëÿ (a) ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé ïî ñòåïåíè

âîâëå÷åííîñòè |uα,(2)l,j − uαl,j | è (b) ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ

|α(2)
l,j − αl,j |, l = 0, . . . , Nt, j = −1/2, . . . , Nx + 1/2.

ñ ó÷åòîì âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Îïðåäåëåíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïî-
âåäåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé, âîâëå÷åííûõ â ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîð-
ìàöèè, ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åíèé íà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè. Èçó-
÷åíà ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, âëèÿþùèõ íà óïðàâëåíèå, è
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íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîêàçàë, ÷òî ìîäåëü áî-
ëåå ÷óâñòâèòåëüíà ê êîýôôèöèåíòó ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè, êîòîðûé
îòðàæàåò ïëàòó çà òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïîëüçîâàòåëåé. À òàêæå ïîêàçàíî,
÷òî ìîäåëü âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè ÷óâñòâèòåëüíà ê íà÷àëüíîé ôóíê-
öèè ïëîòíîñòè óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�Ôîêêåðà�Ïëàíêà, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò èññëåäîâàòü çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ïîëüçîâàòå-
ëåé ïî äàííûì èçìåíåíèé ïëîòíîñòè â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.
Ñôîðìóëèðîâàíû îáðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìà-
öèè ïðè äîáàâëåíèè óïðàâëåíèÿ. Îáðàòíûå çàäà÷è îòëè÷àëèñü ìåæäó ñî-
áîé ôóíêöèåé óïðàâëåíèÿ è áûëè ñâåäåíû ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèîíàëîâ íåâÿçêè. Ñ ïîìîùüþ áàéåñîâñêîé îïòèìèçàöèè ÷èñëåííî èñ-
ñëåäîâàíû ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ñèíòåòè÷åñêèõ äàí-
íûõ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå çàäàííîãî óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ îïòè-
ìàëüíûì äëÿ ñèíòåòè÷åñêîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, îòíî-
ñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ êàæäîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ âíóòðè
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè.
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