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Ïðåäñòàâëåíî Î.Ñ. Ðîçàíîâîé

Abstract: An algorithm based on machine learning for solving the
problem of boundary control for a complex heat transfer model
is considered. The control is a vector function included in the
boundary conditions multiplicatively. The system consists of the
heat equation and P1 � approximation of the radiative transfer
equation. The solution of the control problem is modeled using
the principle ≪bang-bang≫.

Based on the numerical-analytical solution of a direct non-stationary
nonlinear problem using the FreeFem++ software package, a dataset
for machine learning is formed in order to predict the quality
functional that characterizes the smooth-ing of the temperature
�eld to the speci�ed �eld by the input parameters of the model.
The solvability of the control prob-lem is proved, necessary optimality
conditions are obtained, and a numerical algorithm to �nd the
control function is considered. A neural network optimization problem
is formu-lated to determine the multidimensional boundary control.
The stochastic method is used to solve the optimization problem.
A comparative analysis of the solution of the inverse problem
obtained using machine learning with the calcula-tions obtained by
solving the optimality system in the case of one boundary control

Kuznetsov, K.S., Amosova, E.V., Solving the inverse problem of complex
heat transfer using machine learning methods.
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is carried out. The potential of machine learning for the problems
of parameters recovery in physical medium is shown.

Keywords: boundary control problem, machine learning, neural
networks, complex heat transfer, optimization.

1 Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû âîçðîñëà àêòóàëüíîñòü ðàçðàáîòêè íîâûõ ñïîñî-
áîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ
ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòüþ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, ìîäå-
ëè ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè ïðîöåññà îòëèâêè
ñòåêëà[1], òåïëîîáìåíà âíóòðè êàìåð ñãîðàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíîâîê[2],
à òàêæå ïðè îïèñàíèè ïðîöåäóðû ëàçåðíîé òåðìîòåðàïèè [3]. Íàèáîëåå
âàæíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è âîññòà-
íîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû, çàâèñÿùèõ îò âíåøíèõ óñëîâèé. Îòäåëü-
íûé èíòåðåñ â ýòîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèìè ïðîöåññàìè. Â ñèëó ýòîãî âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèåé.
Ïðÿìàÿ çàäà÷à îñíîâûâàåòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíäóêòèâíîãî
ðàäèàöèîííîãî òåïëîîáìåíà, âêëþ÷àþùåé èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
èçëó÷åíèÿ ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè, ÷àñòî
âìåñòî íåãî èñïîëüçóþò P1�ïðèáëèæåíèå [4].
Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îñíî-

âàíû ëèáî íà ðåøåíèè ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, ëèáî
íà ïîèñêå ïðÿìîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå
≪bang-bang≫[5, 6, 7]. Â äàííîì ìåòîäå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëå-
íèé ñîñòîèò èç êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçðû-
âîâ.
Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû, ïîñòðîåííûå íà âûâîäå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé

îïòèìàëüíîñòè, à òàêæå ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷
îáëàäàþò íåäîñòàòêàìè � â ÷àñòíîñòè, ñëîæíîñòüþ ïîèñêà ÷èñëåííûõ
ðåøåíèé ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé çàäà÷. Äðóãèì ñóùåñòâåííûì íåäîñòàò-
êîì ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé îáú¼ì âðåìåííûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ,
òðåáóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Äàííûé íåäîñòàòîê îáó-
ñëîâëåí èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ïîèñê ðåøåíèÿ, ïðè
êîòîðîì ïðÿìàÿ è ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷è ðåøàþòñÿ íåñêîëüêî ðàç.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä � ïðèìåíå-

íèå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû êðèòåðèÿ êà÷åñòâà â
çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñëîæíûì òåïëîîáìåíîì.
Â ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ≪bang-bang≫, óïî-
ìÿíóòûé ðàíåå. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íåéðîííîé ñåòè ñòðîèòñÿ íà ïîèñêå
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òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ. Òàêîå ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé
ïîçâîëÿåò óñêîðèòü îáðàáîòêó äàííûõ è ñîêðàòèòü âðåìÿ äëÿ îáó÷åíèÿ
ñåòè. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ ñëîæ-
íîãî òåïëîîáìåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ðàäèàöèîííîãî è êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà
îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è P1

� ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
Ω ⊂ R2 [7, 8]:

∂θ

∂t
− a∆θ + bκa(|θ|θ3 − φ) = 0, (1)

− α∆φ+ κa(φ− |θ|θ3) = 0, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ). (2)

Ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

a∂nθ + β(θ − θb) = 0, α∂nφ+ γ(φ− θ4b ) = 0, x ∈ Γ, t ∈ (0, T ), (3)

θ|t=0 = θ0, x ∈ Ω, (4)

ãäå θ � íîðìàëèçîâàííàÿ òåìïåðàòóðà, φ � íîðìàëèçîâàííàÿ èíòåíñèâ-
íîñòü èçëó÷åíèÿ, κa � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ, ÷åðåç ∂n îáîçíà÷àåò-
ñÿ ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè n ê ãðàíèöå îáëàñòè
Γ = ∂Ω.
Êîýôôèöèåíòû a, b, α, β, γ âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a =
k

ρcv

[
ñì2

c

]
, b =

4σn2T 3
max

ρcv

[ñì
c

]
, α =

1

3κ−Aκs
[ñì] ,

β =
h

ρcv

[ñì
ñ

]
, γ =

ϵ

2(2− ϵ)
,

ãäå h � êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è ãðàíèöû îáëàñòè [êã/(ñ3Ê)], ϵ � ñòå-
ïåíü ÷åðíîòû ïîâåðõíîñòè, k � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè [êã·ñì/(c3Ê)],
ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû [êã/cì3], cv � êîýôôèöèåíò óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè
[ñì2/c2Ê], σ � ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà [êã/(ñ3K4)], n � ïîêàçà-
òåëü ïðåëîìëåíèÿ, Tmax � ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà â íåíîðìàëèçîâàí-
íîé ìîäåëè [Ê], κ � êîýôôèöèåíò ïîëíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, κs � êîýôôè-
öèåíò ðàññåÿíèÿ, A � êîýôôèöèåíò àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ, A ∈ [−1; 1].
Ñ÷èòàåì, ÷òî Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü. Ââåäåì ñëåäóþ-

ùèå ïðîñòðàíñòâà: Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà èíòåãðèðóåìûõ
â p-îé ñòåïåíè ôóíêöèé, H1 � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W 1

2 , L
p(0, T ;X) �

ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
X.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W = {y ∈ L2(0, T ;H1) : y′ ∈ L2(0, T ; (H1)′)}, ãäå

(H1)′ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ñ ïðîñòðàíñòâîì H1. Çäåñü è äàëåå
y′ = dy/dt.
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Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííûé àíàëèç ðàññìàòðèâàåìûõ îáðàòíûõ
çàäà÷ äëÿ ìîäåëè (1)�(4). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ òåìïåðàòóð-
íîãî ïîëÿ ê çàäàííîìó âî âñåé îáëàñòè ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòàìè γ β. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

Uad = {γ ∈ L2(Γ), β ∈ L2(Γ) : γ1 ≤ γ ≤ γ2, β1 ≤ β ≤ β2},

ãäå 0 < β0 ≤ β1, 0 < γ0 ≤ γ1.
Ìíîæåñòâî Uad ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì â L2(Γ)×

L2(Γ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y =W × L2(0, T ;H1(Ω)) � ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû (1)�(4).
Îïðåäåëåíèå. Ïàðà {θ, φ} ∈ Y íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è

(1)�(4), ñîîòâåòñòâóþùèì óïðàâëåíèþ {γ, β} ∈ Uad, åñëè äëÿ ëþáûõ u ∈
H1(Ω), v ∈ H1(Ω) ïî÷òè âñþäó íà (0, T ) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(θ′, u) +

∫
Ω

a∇θ∇u dxdy +
∫
Γ

β(θ − θb)u dΓ +

∫
Ω

bκa(|θ|θ3 − φ)u dxdy = 0,

∫
Ω

α∇φ∇v dxdy +
∫
Γ

γ(φ− θ4b )v dΓ +

∫
Ω

κa(φ− |θ|θ3)v dxdy = 0

è ïðè ýòîì θ|t=0 = θ0.
Àíàëîãè÷íî, êàê è â [8], äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþ-

ùèõ óñëîâèé íà èñõîäíûå äàííûå

(i): γ1, γ2, β1, β2 ∈ L∞(Γ), 0 < γ0 ≤ γ1 ≤ γ2, 0 < β0 ≤ β1 ≤ β2,
γ0, β0 = const;

(ii): θb ∈ L∞(Γ × (0, T )), θb ≥ 0, 0 ≤ θ0 ∈ L∞(Ω), dθb/dt ∈ L2(Γ ×
(0, T ))

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4), îáëàäàþùåå
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

0 ≤ θ ≤M, 0 ≤ φ ≤M4,

ãäå M = max{∥θb∥L∞(Γ×(0,T )), ∥θ0∥L∞(Ω)}.
Çàìåíèì îáðàòíóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

J [γ, β] =
1

2

T∫
0

∫
Ω

|θ − θd|2 dxdydt→ inf
{γ, β}∈Uad

. (5)

íà ìíîæåñòâå óïðàâëåíèé Uad. Çäåñü θ � ðåøåíèå ñèñòåìû (1)�(4), ñîîò-
âåòñòâóþùåå óïðàâëåíèþ {γ, β}.
Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (5) ñóùåñòâóåò, òî áóäåì íàçûâàòü åãî îïòèìàëü-

íûì óïðàâëåíèåì, à ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó {θ, φ} � îïòèìàëüíûì ñî-
ñòîÿíèåì.
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Àíàëîãè÷íî [8] óñòàíàâëèâàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó è äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü ïî Ôðåøå ôóíêöèîíàëà (5).
Èñïîëüçóÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [8], íåòðóäíî äîêàçàòü òåîðåìó î

ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (5).
Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) è (ii) ðåøåíèå çàäà÷è (5)

ñóùåñòâóåò.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç J0 = inf{J [γ, β] : {γ, β} ∈ Uad, {θ, φ} ∈ Y }. Ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γj , βj} ∈ Uad, {θj , φj} ∈ Y òàêàÿ, ÷òî
J [γj , βj ] → J0 ïðè j → ∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γj , βj} îãðàíè÷åíà â
L2(Γ)× L2(Γ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (îáî-
çíà÷èì åå òàêæå), òàêàÿ, ÷òî γj → γ ñëàáî â L2(Γ), βj → β ñëàáî â
L2(Γ).
Â [8] äîêàçàíî, ÷òî ∀ j ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå {θj , φj} çàäà÷è

(1)�(4), äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî îöåíêè

∥θj∥W + ∥φj∥L2(0,T ;H1(Ω)) < C,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò j. Ýòè îöåíêè ãàðàíòèðóþò âîçìîæíîñòü
âûáîðà òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îáîçíà÷èì å¼ òàêæå), ÷òî

θj → θ ñëàáî â L2(0, T ;H1(Ω)), φj → φ ñëàáî â L2(0, T ;H1(Ω)).

Êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ W ⊂ L2(0, T ;L2(Ω)) îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü
θj → θ ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Ω)). Â ðàáîòå [8] äîêàçàíà ñõîäèìîñòü φj → φ
ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Ω)) è îáîñíîâàí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â èíòåãðàëü-
íûõ òîæäåñòâàõ îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî
ñëàãàåìîãî. Îáîñíîâàíèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà òðåáóåòñÿ â ñëåäóþùåì
âûðàæåíèè

T∫
0

∫
Γ

βjθj u dΓdt→
T∫
0

∫
Γ

βθ u dΓdt ∀u ∈ L2(0, T ;H1(Ω)). (6)

Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (6) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî θj → θ ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Γ)).
Òàêæå, êàê è â [8], çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî [9]:
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cε äëÿ êîòîðîé∫

Γ

|θj − θ|2 dΓ ≤ ε

∫
Ω

|∇θj −∇θ|2 dxdy + Cε

∫
Ω

|θj − θ|2 dxdy.

Òàê êàê θj → θ ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Ω)) è ñëàáî â L2(0, T ;H1(Ω)), òî

lim
j→∞

sup

T∫
0

∫
Γ

|θj − θ| dΓdt ≤ ε ∀ε > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (îáîçíà÷èì å¼ òàê-
æå θj), òàêàÿ, ÷òî θj → θ ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Γ)). Òàêèì îáðàçîì, ìû
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îáîñíîâàëè ÷òî {θ, φ} ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(4). Â ñè-
ëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèîíàëà J [γ, β] îòíîñèòåëüíî ñëàáîé
òîïîëîãèè â L2(Γ)×L2(Γ) çàêëþ÷àåì, ÷òî J0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(5).
Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ (â ñìûñëå ñëàáîé ñõîäèìîñòè) òî÷-

êà ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5).
Â [8] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ìîäåëè ñëîæíîãî òåïëîîáìå-

íà (1)�(4) ñ îäíèì ïàðàìåòðîì óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ âû-
áèðàåòñÿ ôóíêöèÿ γ ∈ L2(Γ) òàêàÿ, ÷òî γ1 ≤ γ(x) ≤ γ2, ãäå γ1 è γ2 èìåþò
òîò æå ñìûñë, ÷òî è â óñëîâèè (i), ôóíêöèÿ β ∈ L∞(Γ) ñ÷èòàåòñÿ çàäàí-
íîé. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ôóíê-
öèè γ, ïðè êîòîðîé ôóíêöèîíàë J [γ] âèäà (5) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå, ãäå β, θd � çàäàííûå ôóíêöèè. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè è ïðåäëî-
æåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ.
Âûâîä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ çà-

äà÷è (5) îñíîâàí íà îöåíêå ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ {γ, β} → {θ, φ}.
Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû [8], ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìè-
íèìóìà äëÿ çàäà÷è (5).
Îïèøåì êðàòêî ñõåìó âûâîäà ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè. Äëÿ îïòèìàëü-

íîé ïàðû {γ̂, β̂}, {θ̂, φ̂} ðàññìîòðèì

γϵ = γ̂ + ε(γ − γ̂), βϵ = β̂ + ε(β − β̂),

gε = (θ − θ̂)/ε, rε = (ψ − ψ̂)/ε, (7)

ãäå ε ∈ (0, 1], {θ, φ}� ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (1)�(4), ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâ-
ëåíèþ {γ, β} ∈ Uad.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (7) â (1)�(4), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

∂gε
∂t

− a∆gε + bκa(4θ̂
3gϵ − rε) = −bκa(6εθ̂2g2ε + 4ε2θ̂g3ε + ε3g4ε),

−α∆rε − κa(4θ̂
3gε − rε) = κa(6εθ̂

2g2ε + 4ε2θ̂g3ε + ε3g4ε),

âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

a∂ngε + β̂gε + εgε(β − β̂) + (β − β̂)(θ̂ − θd) = 0, x ∈ Γ,

α∂nrε + γ̂rε + εrε(γ − γ̂) + (γ − γ̂)(φ̂− θ4d) = 0, x ∈ Γ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

gε|t=0 = 0. (8)

Äàëåå ñôîðìóëèðóåì òðè ëåììû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ
òàêæå, êàê äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåìì â ðàáîòå [8].
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

∥gε∥L∞(0,T ;L2(Ω)) + ∥gε∥L2(0,T ;H1(Ω)) + ∥g′ε∥L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C,

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε.
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Çàìåòèì, ÷òî, ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê â ðàáîòå [8], ìîæåì ïîëó÷èòü
îöåíêó

∥rε∥L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C,

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε.
Ëåììà 2. Ïóñòü {θ̂, φ̂} � îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ {γ̂, β̂}. Òîãäà äëÿ êàæäîãî óïðàâëåíèÿ {γ, β} ∈
Uad ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå {g, r}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

∂g

∂t
− a∆g + bκa(4θ̂

3g − r) = 0, −α∆r − κa(4θ̂
3g − r) = 0,

a∂ng + β̂g + (β − β̂)(θ̂ − θd) = 0, x ∈ Γ,

α∂nr + γ̂r + (γ − γ̂)(φ̂− θ4d) = 0, x ∈ Γ,

g|t=0 = 0 (9)

è âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

T∫
0

∫
Ω

(θ − θd)g dxdydt ≥ 0. (10)

Ëåììà 3. Ïóñòü {θ̂, φ̂} � îïòèìàëüíûå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ {γ̂, β̂}. Ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂p1
∂t

− a∆p1 + 4κaθ̂
3(bp1 − p2) = θ − θd, −α∆p2 − κa(bp1 − p2) = 0,

a∂np1 + β̂p1 = 0, α∂np2 + γ̂p2 = 0, x ∈ Γ,

p1|t=T = 0. (11)

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {p1, p2} ∈ Y ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû
(11).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé îïòèìàëüíîé ïàðû {θ̂, φ̂}, ñîîòâåòñòâóþùåé
îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ {γ̂, β̂}, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîïðÿæåí-
íîå ñîñòîÿíèå {p1, p2} ∈ Y , óäîâëåòâîðÿþùåå (11), à òàêæå ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

T∫
0

∫
Γ

(β − β̂)(θ̂ − θd)p1 dΓdt+

T∫
0

∫
Γ

(γ − γ̂)(φ̂− θ4d)p2 dΓdt ≤ 0, (12)

âåðíîå äëÿ ëþáûõ {γ, β} ∈ Uad.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå (9) ñîîòâåò-

ñòâåííî íà p1, p2, à óðàâíåíèÿ â (11) íà g, r ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíî
â L2(Ω) . Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ â (9), (11) è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðà-
æåíèÿ ïî t îò 0 äî T , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

T∫
0

∫
Γ

(β − β̂)(θ̂ − θd)p1 dΓdt+

T∫
0

∫
Γ

(γ − γ̂)(φ̂− θ4d)p2 dΓdt =
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= −
T∫
0

∫
Ω

(θ − θd)g dxdydt

èç êîòîðîãî, â ñèëó ëåììû 3, ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 ïîëó÷èì ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ îïòèìàëü-

íîãî ñîñòîÿíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ψ1(s) =

T∫
0

(θ̂ − θd)p1 dt, ψ2(s) =

T∫
0

(φ̂− θ4d)p2 dt, s ∈ Γ.

Òîãäà èç âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (10) ñëåäóåò

ψ1(ξ1 − β̂) + ψ2(ξ2 − γ̂) ≤ 0 (13)

äëÿ ëþáûõ ξ1, ξ2, òàêèõ, ÷òî ξ1 ∈ [β1, β2], ξ2 ∈ [γ1, γ2].
Íåðàâåíñòâî (13) ïðåäñòàâëÿåò àíàëîã ïðèíöèïà ≪bang-bang≫, îñíî-

âàííîãî íà âûáîðå êðàéíèõ çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé. Â çà-
âèñèìîñòè îò çíàêà ψ1 è ψ2, ïîëó÷àåì

[γ̂, β̂] =


[γ1, β1], åñëè ψ1(s) < 0, ψ2(s) < 0;

[γ2, β2], åñëè ψ1(s) > 0, ψ2(s) > 0;

[γ1, β2], åñëè ψ1(s) < 0, ψ2(s) > 0;

[γ2, β1], åñëè ψ1(s) > 0, ψ2(s) < 0;

äëÿ ïî÷òè âñåõ s ∈ Γ.
Â äàííîé ðàáîòå äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (5)

íå áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ðåëåé-
íîñòè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ
òåõíîëîãèÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ìàøèííîãî
îáó÷åíèÿ. Àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò èç ñëåäó-
þùèõ ýòàïîâ:
1). Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì ñïî-

ñîáîì ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ;
2). Ôîðìèðîâàíèå áàçû äàííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èñõîäíûõ äàííûõ;
3). Îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè íà ïðîãíîçèðîâàíèå îñðåäíåííîãî ïî îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèîíàëà êà÷å-
ñòâà

J̃ [γ, β] = J [γ, β]/mesΩ

ïî ôèçè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ïðîöåññà, à òàêæå ïàðàìåòðàì íà ãðà-
íèöå è â íà÷àëå ïðîöåññà;
4). Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè íåéðîííîé ñåòè ïðè ïîìîùè ñòîõàñòè÷å-

ñêîãî àëãîðèòìà.
Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ áàçû äàííûõ âûïîëíåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

â âèäå ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(4) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè
ïîìîùè ìóëüòèôèçè÷íîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ FreeFem++ [10].
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Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ðå-
ëåéíîñòè ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Íà ïîëó÷åííîé áàçå äàííûõ ïðåäëà-
ãàåòñÿ îáó÷èòü êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ðåãðåññèè XGBoost Regressor [11]
è ãëóáîêóþ íåéðîííóþ ñåòü, îáëàäàþùåé áîëüøåé òî÷íîñòüþ, íî òðå-
áóþùåé çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìè-
íèìóìà íåéðîííîé ñåòè èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåííûé àëãîðèòì èìèòàöèè
îòæèãà. Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâîì ïðåäëàãàåìîé òåõíîëîãèè ÿâëÿåòñÿ
íåçàâèñèìîñòü ìåòîäà îò êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ.

3 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) íàõîäèòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ. Äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî
ìåòîäà Ýéëåðà. Äëÿ ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ ïðèìåíÿåòñÿ
ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà. Ïîëó÷åííàÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ìî-
äåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ðåøåíèå íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå íàõî-
äèòñÿ èç ëèíåéíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Ñõîäèìîñòü ïîëó÷åííîãî èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà îáîñíîâàíà â ðàáîòå [12].
Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ H1

h âìå-
ñòî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà H1. Ïóñòü θnh ∈ H1

h, φ
n
h ∈ H1

h, ãäå f
n
h =

f(x, y, nτ), (x, y) ∈ Ωh, n = 1, . . . , N , τ = T/N .
Êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé áèëèíåéíîé ôîðìîé ñëàáîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4), èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ah(θ
n+1
h , φn+1

h , u, v) =

= τ−1

∫
Ω

θn+1
h u dxdy + a

∫
Ω

∇θn+1
h ∇u dxdy + α

∫
Ω

∇φn+1
h ∇v dxdy+

+ bκa

∫
Ω

(4(θnh)
3θn+1

h − φn+1
h )u dxdy + κa

∫
Ω

(φn+1
h − 4(θnh)

3θn+1
h )v dxdy+

+

∫
Γ

βθn+1
h u dΓ +

∫
Γ

γφn+1
h v dΓ, ∀u, v ∈ H1

h.

Êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð ëèíåéíîé ôîðìû ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�
(4) îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

ℓh(u, v) = −τ−1

∫
Ω

θnhu dxdy+

+ 3bκa

∫
Ω

(θnh)
4u dxdy − 3κa

∫
Ω

(θnh)
4v dxdy+

+

∫
Γ

βθbu dΓ +

∫
Γ

γθ4bv dΓ ∀u, v ∈ H1
h.
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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû

ah(θ
n+1
h , φn+1

h , u, v) = ℓh(u, v), ∀u, v ∈ H1
h

ïðîâîäèòñÿ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå FreeFem++. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìî-
äåëü ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà â äâóìåðíîé,ñèììåòðè÷íîé îáëàñòè. Òàê
êàê äàëåå â ïðîöåññå ãåíåðàöèè áàçû äàííûõ ëèíåéíûé ðàçìåð îáëà-
ñòè âàðüèðóþòñÿ, òî ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, ãàðàíòè-
ðóþùèé äîñòàòî÷íóþ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà, ïîäñòðàèâàåòñÿ
ïðè ïîìîùè àâòîàäàïòàöèè ñåòêè, âûïîëíåííîé ïðîãðàììíîé ôóíêöèåé
FreeFem++.
Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè îáëàñòè, òî÷êó ïåðåêëþ÷åíèÿ îòäåëüíî äëÿ

êàæäîãî ãðàíè÷íîãî êîýôôèöèåíòà áóäåì èñêàòü íà ïîëîâèíå ñòîðîíû
êâàäðàòà. Íà ðèñóíêå 1, íà ñòîðîíå êâàäðàòà äëèíû L, óêàçàí äèàïà-
çîí ïîèñêà òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé
ëèíèè êâàäðàòà, èç èíòåðâàëà [0.05L ; 0.495L], à òàêæå ñõåìàòè÷íî èçîá-
ðàæåíî ñèììåòðè÷íîå ðàñïîëîæåíèå âîçìîæíîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ,
îáîçíà÷åííîé êðàñíûì öâåòîì, íà ðàññòîÿíèè 0.3L îò êðàÿ ãðàíèöû.

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ àíàëîã ïðèíöèïà ≪bang-
bang≫, ïðè êîòîðîì íà ãðàíèöå ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå óïðàâëåíèÿ
íà êðàéíèå çíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé. Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæå-
íû ïðèìåðû âîçìîæíûõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé γ(x) è β(x) ñ òî÷êàìè ïåðå-
êëþ÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûìè íà ðàññòîÿíèè 0.3L îò íà÷àëà ãðàíèöû. Ïðè
ýòîì íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ îáîèõ ôóíêöèé
íåçàâèñèìû è â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò íå ñîâïàäàòü.

(a) γ (b) β

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé
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4 Áàçà äàííûõ

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ áàçû äàííûõ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû
ïðîöåññà, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, à òàê-
æå ïðåäåëû èõ âàðèàöèè. Â äàííîì ñëó÷àå ïîä ïàðàìåòðàìè ïîíèìàþò-
ñÿ ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû, à òàêæå ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå
ôóíêöèè. Ïîëíûé ñïèñîê ïàðàìåòðîâ, à òàêæå èõ åäèíèöû èçìåðåíèÿ
ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1. Çäåñü γ1,γ2 � ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè γ, h1, h2 � ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè h, èñïîëüçóåìûå äëÿ
ðàñ÷åòà ôóíêöèè β . Îïèñàíèå âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíî â
ðàçäåëå 2.

Òàáëèöà 1. Âàðüèðóåìûå ïàðàìåòðû è èõ ðàñïðåäåëåíèå

Íàçâàíèå Ìèí. çíà÷åíèå Ìàêñ. çíà÷åíèå Åäèíèöû èçìåðåíèÿ

ρ 0.15 · 10−6 5000 · 10−6 êã/ñì3

cv 5 · 106 52 · 106 ñì2/ñ2Ê
Tmax 273 3000 Ê
n 1 2 �
k 0 5 · 103 êã · ñì/ñ3Ê
κ 0.01 1 ñì−1

κs 0 0.01 ñì−1

A −1 1 �
L 10 200 ñì
θb 0.0 1.0 �
θ0 0.0 1.0 �
θd 0.0 1.0 �
γ1 0.0 0.5 �
γ2 0.0 0.5 �
h1 0.1 500 êã/ñ3Ê
h2 0.1 500 êã/ñ3Ê
P1 0.005L 0.495L �
P2 0.005L 0.495L �

Ãåíåðàöèÿ äàííûõ îñóùåñòâëÿëàñü ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíîé âûáîðêè
èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðåäåëàõ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ, óêàçàííûõ â òàáëèöå 1. Ïðå-
äåëû âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ áûëè âûáðàíû äîñòàòî÷íî øèðîêèìè äëÿ
âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðàêòè÷åñêè äëÿ ëþáûõ ôè-
çè÷åñêèõ ñðåä, à òàêæå ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Îáùåå âðåìÿ íàáëþäåíèÿ ñîñòàâèëî T=300 [c], âðåìåííîé øàã τ=0.1

[c].
Âñåãî áûëî ñãåíåðèðîâàíî 20000 íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êàæäîãî

èç êîòîðûõ áûëà ÷èñëåííî ðåøåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à, à òàêæå ïîëó÷åíî
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J̃ .
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5 Ìàøèííîå îáó÷åíèå

Íà ñôîðìèðîâàííîé áàçå äàííûõ áûëè îáó÷åíû íåéðîííàÿ ñåòü è, îñ-
íîâàííàÿ íà ìåòîäå ãðàäèåíòíîãî áóñòèíãà, ìîäåëü ðåãðåññèè XGBoost
Regressor. Âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿëèñü âñå ïàðàìåòðû èç òàáëèöû
1, åäèíñòâåííûì âûõîäíûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿëîñü çíà÷åíèå ôóíêöèîíà-
ëà êà÷åñòâà J̃ [γ, β], ââåäåííîãî â ðàçäåëå 2.
Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðàáîòû ìîäåëåé èñïîëüçîâàëèñü ìåòðèêè R2,

MAE è SMAPE.
Êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè, R2:

R2 = 1−
∑n

i=1 (yi − xi)∑n
i=1 (yi − y)

.

Ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà, MAE:

MAE =
1

n

n∑
i=1

|yi − xi| .

Ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà â ïðîöåíòàõ, MAPE:

MAPE =
100

n

n∑
i=1

|yi − xi|
|xi|

.

Çäåñü yi � ïðîãíîçèðóåìûå çíà÷åíèÿ, xi � çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè

÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè, y = (1/n)
n∑

i=1
yi.

Òàê êàê ôóíêöèîíàë J̃ ïðèíèìàåò â òîì ÷èñëå è çíà÷åíèÿ îò 0 äî
1, òî ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà â ïðîöåíòàõ (MAPE) ìîæåò èìåòü
íåïðîïîðöèîíàëüíî âûñîêèå çíà÷åíèÿ è íå ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì ñïîñî-
áîì ïðîöåíòíîé îöåíêè êà÷åñòâà ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìîäåëè. Äëÿ àäåêâàò-
íîé ïðîöåíòíîé îöåíêè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñèììåòðè÷íóþ àáñî-
ëþòíóþ îøèáêó â ïðîöåíòàõ, SMAPE:

SMAPE =
100

n

n∑
i=1

|yi − xi|
|yi|+ |xi|

,

Äàííàÿ ìåòðèêà ó÷èòûâàåò ðàçíèöó ìåæäó ïðîãíîçèðóåìûìè çíà÷åíè-
ÿìè è äàííûìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è èìååò ïðåäåë îò 0 äî 100%,
ãäå áîëåå íèçêîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò áîëåå âûñîêîìó êà÷åñòâó ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ.
Äëÿ îáó÷åíèÿ è âàëèäàöèè ìîäåëåé èñïîëüçîâàëàñü äåñÿòèáëî÷íàÿ

êðîññ-âàëèäàöèÿ. Áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëè-
öå 2.
Íåéðîííàÿ ñåòü ïîêàçàëà ëó÷øèé ðåçóëüòàò. Îáó÷àþùèå êðèâûå äëÿ

íå¼ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3.
Èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ âèäíî, ÷òî ìîäåëü ïðîãíîçèðóåò çíà÷åíèå ôóíê-

öèîíàëà J̃ ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Íà ýòî óêàçûâàåò âûñîêîå
çíà÷åíèå R2, áëèçêîå ê åäèíèöå, à òàêæå íèçêèå çíà÷åíèÿ SMAPE=7.87%,
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Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîäåëåé ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

XGBoost Íåéðîííàÿ ñåòü

R2 0.983 0.998
MAE 5.61 0.91

SMAPE 28.42% 7.87%

(a) R2 (b) MAE

(c) SMAPE

Ðèñ. 3. Îáó÷àþùèå êðèâûå äëÿ íåéðîííîé ñåòè

êîòîðîå ïîêàçûâàåò ñðåäíþþ ïðîöåíòíóþ îøèáêó è MAE=0.91, êîòîðîå
ïîêàçûâàåò ñðåäíþþ àáñîëþòíóþ îøèáêó.

6 Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ìèíè-
ìèçàöèÿ îáó÷åííîé íåéðîííîé ñåòè ïðè ïîìîùè îáîáùåííîãî àëãîðèòìà
èìèòàöèè îòæèãà [13], [14].

F (z) → inf,

ãäå F (z) = Ro(Rh(Wz)) � ôóíêöèÿ íåéðîííîé ñåòè ñ îäíèì ñêðûòûì

ñëîåì, ïðîãíîçèðóþùàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J̃ ïî íàáîðó âõîäíûõ
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ïàðàìåòðîâ z = {ρ, cv, Tmax, ..., h2, P1, P2}, W � ìàòðèöà âåñîâ íåéðîí-
íîé ñåòè, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ, Ro � ôóíêöèÿ àêòèâàöèè
âûõîäíîãî ñëîÿ, Rh � ôóíêöèÿ àêòèâàöèè ñêðûòîãî ñëîÿ,
Èñïîëüçóåìûé àëãîðèòì èìèòèðóåò ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, ïðîèñõîäÿ-

ùèé ïðè îòæèãå ìåòàëëîâ. Â õîäå ýòîãî ïðîöåññà ìåòàëë äîñòèãàåò ñâî-
åãî êðèñòàëëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìó-
ìîì ñ òî÷êè çðåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïðè ïðèìåíåíèè àë-
ãîðèòìà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ ýíåðãèè ðàñ-
ïëàâëåííîãî ìåòàëëà. Ââîäèòñÿ èñêóññòâåííàÿ òåìïåðàòóðà, êîòîðàÿ ïî-
ñòåïåííî ñíèæàåò ñâî¼ çíà÷åíèå. Ýòà òåìïåðàòóðà äîáàâëÿåò ñòîõàñòè÷-
íîñòü ìåòîäó, ÷òî ïîìîãàåò èçáåãàòü ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Â êîíöå
ïðîöåññà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íàõîäèò ñâîé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì èëè çíà-
÷åíèå, áëèçêîå ê íåìó.
Â ïðîöåññå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè F (z) ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà èìè-

òàöèè îòæèãà ïðåäëàãàåòñÿ âàðüèðîâàòü 6 ôóíêöèé èç íàáîðà ïàðàìåò-
ðîâ z: γ1, γ2, β1, β2,P1, P2. Äàííûå ïàðàìåòðû â ñîâîêóïíîñòè ïîçâîëÿþò
íàéòè ôóíêöèè γ è β, îòâå÷àþùèå ïðèíöèïó ≪bang-bang≫. Âñå îñòàëü-
íûå ïàðàìåòðû â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè îñòàâàëèñü íåèçìåííûìè.
Â ñèëó íåòî÷íîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè ðàáîòå íåéðîííîé ñåòè, à òàê-

æå â ñèëó ñòîõàñòè÷íîñòè ìåòîäà èìèòàöèè îòæèãà, äëÿ îöåíêè ïðåä-
ëîæåííîé òåõíîëîãèè íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè êàê êà÷åñòâåííûé, òàê è
êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòà-
òàìè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Â ñèëó îòñóòñòâèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëè-
çà ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, äàííàÿ
ðàáîòà áûëà ïðîäåëàíà àâòîðàìè òåêóùåé ñòàòüè. Çà îñíîâó áûëà âçÿòà
ðàáîòà [7], â êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ïðèìåíåíèÿ àëãî-
ðèòìà êëàññè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãðàíè÷íûì ïàðàìåòðîì
γ äëÿ ñèñòåìû, àíàëîãè÷íîé (1)�(4), íà ïðèìåðå ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåêëó.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëî ñãåíåðèðîâàíî 500 íàáîðîâ ñ ïàðàìåòðàìè, ñîîò-

âåòñòâóþùèìè ñòåêëó, à òàêæå ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè. Ïîñëå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è
ñèñòåìû (1) � (4) äëÿ êàæäîãî èç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëà ðåøåíà
îáðàòíàÿ çàäà÷à è ïðîâåäåí àíàëèç â ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ:
I) Â ïåðâîì ñëó÷àå áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè, îïè-

ñàííûé â [7], ðåàëèçóþùèé îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå êîýôôèöèåíòîì γ
êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì. Ïîèñê ðåøåíèÿ ïðè ýòîì îñóùåñòâëÿëñÿ èç âû-
áðàííûõ èíòåðâàëîâ:

γ1 ∈ [0, 0.25] , γ2 ∈ [0.25, 0.50] , P1 ∈ [0.025L, 0.475L] .

II) Âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëàñü ïðåäëîæåííàÿ â äàííîé ðàáîòå
îïòèìèçàöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ íà îñíîâå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, â õîäå êî-
òîðîãî â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ òàêæå èñïîëüçîâàëàñü ôóíê-
öèÿ γ, ïîèñê êîòîðîé îñóùåñòâëÿëñÿ â àíàëîãè÷íûõ ïðåäûäóùåìó ïóíê-
òó èíòåðâàëàõ. Äàííûé ýòàï áûë ïðîâåäåí äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ïðåäûäóùèì
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ïóíêòîì. Âàðèàöèÿ ãðàíè÷íûõ ïàðàìåòðîâ îñóùåñòâëÿëèñü â ñëåäóþ-
ùèõ ïðåäåëàõ:

γ1 ∈ [0, 0.25] , γ2 ∈ [0.25, 0.50] , P1 ∈ [0.025L, 0.475L] .

III) Â òðåòüåì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëàñü ïðåäëîæåííàÿ àâòîðàìè òåõíî-
ëîãèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé γ. Â äàííîì ñëó÷àå íå ñî-
áëþäàåòñÿ ïðèíöèï, ïðèñóùèé êëàññè÷åñêèì ìåòîäàì, òàêîé, ÷òî γ1 <=
γ2. Öåëüþ äàííîãî ýòàïà áûëî ïðîâåðèòü âëèÿíèå äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ
íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò îïòèìèçàöèè. Ïðåäåëû âàðüèðîâàíèÿ èñêîìûõ
ôóíêöèé ñëåäóþùèå:

γ1 ∈ [0, 0.5] , γ2 ∈ [0, 0.50] , P1 ∈ [0.025L, 0.475L] .

IV) Â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëàñü ïðåäëîæåííàÿ â äàííîé ðà-
áîòå òåõíîëîãèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ñðàçó äâóìÿ ãðàíè÷íûìè ôóíêöèÿìè,
γ è β. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ãðàíè÷-
íîé ôóíêöèè β íà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Ãðàíè÷íûå ôóíêöèè ïðè
îïòèìèçàöèè âàðüèðîâàëèñü â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ:

γ1 ∈ [0.0, 0.5] , γ2 ∈ [0.0, 0.5] , P1 ∈ [0.025L, 0.47.5L] ,

β1 ∈
[
6 · 10−7, 0.03

]
, β2 ∈

[
6 · 10−7, 0.03

]
, P2 ∈ [0.025L, 0.475L] .

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ðàññ÷èòûâàëñÿ ïðîöåíò óñïåøíîãî ïðèìå-
íåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

V1 = 100 · m−m0

m
,

ãäå m � îáùåå ÷èñëî ñëó÷àåâ, m0 � ÷èñëî ñëó÷àåâ, äëÿ êîòîðûõ îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå íå ïðèâåëî ê ñíèæåíèþ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà. Â
ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ äàííàÿ ìåòðèêà ãîâîðèò î ñõîäèìîñòè ìå-
òîäà, â ñëó÷àå ïðåäëîæåííîé òåõíîëîãèè � î òî÷íîñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íåéðîííîé ñåòüþ.
Äëÿ êà÷åñòâåííîé îöåíêè èñïîëüçîâàëîñü ñðåäíåå çíà÷åíèå ñíèæåíèÿ

ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà îò ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ â ïðîöåíòàõ. Ó÷è-
òûâàëèñü òîëüêî òå ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü ïîíèçèòü çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà:

V2 = 100 · 1

500

n=500∑
i=1

J̃ init
i − J̃opt

i

J̃ init
i

,

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ýòàïîâ ïðåäñòàâëåíû
â òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè

I II III IV

V1 45.8% 49.4% 50% 71.2%
V2 2.45% 7.74% 8.8% 12.82%
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Èç ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ äëÿ ýòàïîâ I è II â òàáëèöå 3, âèä-
íî, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ðåàëèçóþùåå êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì,
íåçíà÷èòåëüíî ïðîèãðûâàåò ïðåäëîæåííîé àâòîðàìè òåõíîëîãèè êàê â
êîëè÷åñòâåííîé, òàê è â êà÷åñòâåííîé îöåíêå.
Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòàïîâ II è III ïîêàçàëî, ÷òî îòñóòñòâèå îãðà-

íè÷åíèÿ γ1 ≤ γ2 íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè è ïðèâåëî ê óëó÷øåíèþ
ðåçóëüòàòà ëèøü â ïðåäåëàõ ñòàòèñòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè.
Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ýòàïîâ III è IV ïîêàçàë, ÷òî âîçìîæíîñòü óïðàâ-

ëÿòü äâóìÿ ãðàíè÷íûìè ôóíêöèÿìè, ÿâëÿþùàÿñÿ ýêñêëþçèâíîé îñîáåí-
íîñòüþ ïðåäëîæåííîé àâòîðàìè òåõíîëîãèè, ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó
óëó÷øåíèþ êàê êà÷åñòâåííîãî, òàê è êîëè÷åñòâåííîãî ïîêàçàòåëåé êà÷å-
ñòâà îïòèìèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü î áîëüøîé ðîëè
êîýôôèöèåíòà β â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãðàíè÷íûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè â ìîäåëè ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà.
Äëÿ äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ðàáîòû ïðåäëîæåííîé òåõíîëîãèè

áûë ðàññ÷èòàí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè ñòåêëà è ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

a = 0.006, b = 0.025, α = 0.435, Tmax = 1057,

L = 23.86, θ0 = 0.639, θb = 0.141, θd = 0.65.

Äëÿ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè ðåàëèçîâàíû II, III è IV ýòàïû îïòè-
ìèçàöèè. Çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ïîñëå ðàçëè÷íûõ ýòàïîâ îïòè-
ìèçàöèè ïîêàçàíû íèæå:
II) γ1 = 9.33 · 10−2, γ2 = 0.472, P1 = 0.4625L.
III)γ1 = 5.6 · 10−2, γ2 = 0.275, P1 = 0.178L.
IV) γ1 = 8 · 10−4, γ2 = 0.5, P1 = 0.46L, β1 = 3 · 10−3, β2 = 2.68 ·

10−3, P1 = 0.232L.
Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ðåïðåçåíòàòèâíûìè äëÿ âñåé âû-

áîðêè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Íà ðèñóíêå 6 ïðåäñòàâëåíî ïîëå òåì-
ïåðàòóð äî è ïîñëå êàæäîãî èç óïîìÿíóòûõ âûøå ýòàïîâ îïòèìèçàöèè
âìåñòå ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J̃ .
Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî îñíîâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ íàãðóçêà ïðîèñ-

õîäèò íà ýòàïå îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè. Ïðèìåíåíèå îïòèìèçàöèîííîãî
ìåòîäà íà óæå îáó÷åííóþ ñåòü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå îáðàòíîé çà-
äà÷è ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ìèíóò ïðàêòè÷åñêè
íà ëþáîì âû÷èñëèòåëüíîì óñòðîéñòâå, â òî âðåìÿ êàê êëàññè÷åñêèå ìå-
òîäû òðåáóþò öèêëè÷íîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ êàæ-
äîãî îòäåëüíîãî ñëó÷àÿ. Âûøåèçëîæåííûå ôàêòû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî
ïðèìåíåíèå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ íå ÿâëÿåò-
ñÿ èçáûòî÷íî ñëîæíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îñîáåííî ïðè
ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, êîãäà íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü öåëûé ðÿä
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ îòëè÷àþùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè.
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(a) Áåç îïòèìèçàöèè, J = 0.336 (b) II ýòàï, J = 0.25

(c) III ýòàï, J = 0.258 (d) IV ýòàï, J = 0.0597

7 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà îïòèìèçàöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ íà
áàçå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ãðàíè÷íûìè ïàðàìåòðàìè â
ìîäåëè ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà, èñïîëüçóþùàÿ ïðèíöèï ≪bang-bang≫â
ñâîåé îñíîâå. Àâòîðàìè ïðîâåäåí êîëè÷åñòâåííûé è êà÷åñòâåííûé ñðàâ-
íèòåëüíûé àíàëèç ñ ìåòîäîì êëàññè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ òåõíîëîãèÿ ðåøàåò çàäà÷ó îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áîëåå ýôôåêòèâíî. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî äàí-
íîé òåõíîëîãèè ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ ñðàçó äâóìÿ ãðàíè÷-
íûìè ôóíêöèÿìè.
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