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Abstract: The paper considers the third boundary value problem
for a multidimensional integro-di�erential equation with a non-
local source in a p-dimensional parallelepiped. Locally one-dimensional
di�erence schemes are constructed for the problem under consideration.
Using the energy inequality method, an a priori estimate for the
LOS solution was obtained and its convergence was proved.

Keywords: non-local boundary value problem, boundary conditions
of the third kind, locally one-dimensional scheme, stability of the
di�erence scheme, convergence of the di�erence scheme, approximation,
a priori estimation.

Bazaev, A.K., On the convergence of locally one-dimensional schemes for
one nonlocal boundary value problem.
© 2024 Áàççàåâ À.Ê.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îá-

ðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Ñîãëàøåíèå �075-02-2024-1447.
Ïîñòóïèëà 22 ÿíâàðÿ 2024 ã., îïóáëèêîâàíà 31 äåêàáðÿ 2024 ã.

1562

https://orcid.org/0000-0001-8693-3773


Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ËÎÑ ÄËß ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 1563

Ââåäåíèå

Ïðè èññëåäîâàíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, òåïëî-
è ìàññîïåðåíîñà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïðè èññëå-
äîâàíèè ìíîãèõ ïðîöåññîâ â äâèæóùèõñÿ ñðåäàõ ìîæíî âûäåëèòü äèô-
ôóçèîííûé ïåðåíîñ òîé èëè èíîé ñóáñòàíöèè è ïåðåíîñ, îáóñëîâëåííûé
äâèæåíèåì ñðåäû, ò. å. êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ. Â ãàçî- è ãèäðîäèíàìèêå
îäíèì èç áàçîâûõ ìîäåëåé ìíîãèõ ïðîöåññîâ âûñòóïàþò êðàåâûå çàäà-
÷è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé êîíâåêöèè-äèôôóçèè (ò. å. ïàðàáî-
ëè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè) [1]. Ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè, äåòàëüíî îïèñûâàþùèå ðåàëüíûå ïðîöåññû è ÿâëå-
íèÿ ïðèðîäû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîæíûå ñèñòåìû. Ñëîæíîñòü çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â îñíîâíîì îáóñëîâëåíà èõ ìíîãîìåðíîñòüþ è
íåëèíåéíîñòüþ. Ïîëó÷èòü òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷
âåñüìà òðóäíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøå-
íèÿ. Îäíèì èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.
Èññëåäîâàíèå ìîäåëåé ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â ðàçëè÷íûõ ïðèðîäíûõ

ñèñòåìàõ ïðåäñòàâëÿåò îäíî èç áûñòðî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé ñî-
âðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê äàííîé ïðîáëåìå îáúÿñ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðîöåññû ïåðåíîñà èìåþò ñàìîå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå â ïðèðîäå è òåõíèêå. Òåîðèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà îïèðàåòñÿ â ñâîèõ
èññëåäîâàíèÿõ íà ðÿä îñíîâîïîëàãàþùèõ àêñèîì êëàññè÷åñêîé òåðìîäè-
íàìèêè íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ. Îäíàêî íåêîòîðûå èç íèõ íàêëàäûâàþò
ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðèè. Ïðîöåññû
ïåðåíîñà ïî ñâîåé ñóòè íåëîêàëüíû è èìåþò ìåñòî â ñèñòåìàõ, êîòîðûå,
ñòðîãî ãîâîðÿ, íå íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâå-
ñèÿ.
Ìíîãèå ïðîöåññû â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ îáëàäàþò íåëîêàëüíîñòüþ. Íåëî-

êàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè äèôôóçèè ÷àñòèö â
òóðáóëåíòíîé ïëàçìå, ïåðåíîñà âëàãè â ïî÷âî - ãðóíòàõ, ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ òåïëà â òîíêîì íàãðåòîì ñòåðæíå, åñëè çàäàí çàêîí èçìåíåíèÿ îá-
ùåãî êîëè÷åñòâà òåïëà ñòåðæíÿ. Ê ïåðâûì ðàáîòàì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ íåêëàññè÷åñêèìè (èíòåãðàëüíûìè) ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
îòíîñÿòñÿ, ïî - âèäèìîìó, ðàáîòû Êàìûíèíà Ë.È. [2] è ×óäíîâñêîãî À.Ô.
[3]. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû Áèöàäçå À.Â. è Ñàìàðñêîãî À.À. [4] âíèìà-
íèå ìàòåìàòèêîâ âñå ÷àùå ñòàëè ïðèâëåêàòü íåëîêàëüíûå çàäà÷è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàçëè÷íûå êëàññû íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷
èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Èîíêèíà Í.È. [5], [6], Èëüèíà Â.À., Ìîèñååâà Å.È.
[7], Èîíêèíà Í.È., Ìîèñååâà Å.È. [8], Ãîðäåçèàíè Ä.Ã. [9], Íàõóøåâà À.Ì.
[10], Ñîëäàòîâà À.Ï., Øõàíóêîâà Ì.Õ. [11] è äð.
Óðàâíåíèå âëàãîïåðåíîñà èãðàåò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íà-

óêè è âûçûâàåò áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé è òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Â 1965
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ãîäó ýòî óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî èçâåñòíûì òåïëîôèçèêîì À.Â. Ëû-
êîâûì ìåòîäàìè òåðìîäèíàìèêè íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ äëÿ ïëîòíîñòè
ïîòîêà âëàãè â êîëëîèäíîì êàïèëëÿðíî-ïîðèñòîì òåëå ïîëèêàïèëëÿðíîé
ñòðóêòóðû. Â áèîëîãèè îíî õàðàêòåðèçóåò ïîòîê áèîìàññû ìèêðîáíîé
ïîïóëÿöèè â áèîëîãè÷åñêîì ðåàêòîðå. Åùå ðàíüøå óðàâíåíèþ âëàãîïå-
ðåíîñà áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.Â. Áèöàäçå, Ê. È. Êàðàïåòÿíà.
×óäíîâñêèé À.Ô. â ðàáîòå [3] îáðàòèë âíèìàíèå íà íåäîñòàòî÷íî êðè-

òè÷åñêèé ïîäõîä ê ôîðìóëèðîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ
âëàãîïåðåíîñà

∂w

∂t
=

∂

∂x

(
D(w)

∂w

∂x

)
, 0 < x < ℓ, 0 < t ⩽ T, (1)

ãäå D(w) � êîýôôèöèåíò äèôôóçèâíîñòè, w � âëàæíîñòü â äîëÿõ åäè-
íèöû, x � ãëóáèíà.
Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ×óäíîâñêèé À.Ô. ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷ó ñ íåëî-

êàëüíûì óñëîâèåì:

D
∂w

∂x

∣∣∣
x=0

=

α∫
0

wdx, (2)

∂w

∂x

∣∣∣
x=ℓ

= 0, (3)

w(x, 0) = φ(x), 0 ⩽ x ⩽ ℓ. (4)

Íåëîêàëüíîå óñëîâèå (2) îçíà÷àåò, ÷òî ïîòîê âëàãè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
x = 0 ðàâåí ñîäåðæàíèþ âëàãè â àêòèâíîì ñëîå ïî÷âû îò 0 äî α, óñëîâèå
(3) îçíà÷àåò èçîëÿöèþ â ñìûñëå îáìåíà âëàãîé ìåæäó ñëîåì ïî÷âû x =
ℓ è åå íèæíèìè ñëîÿìè, è â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäàí ãëóáèííûé õîä
âëàæíîñòè (4).
Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî âèäà ñîâåðøåí-

íî åñòåñòâåííû è âîçíèêàþò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ïðîèñõîäÿùåì ïðî-
öåññå íà ãðàíèöå îáëàñòè åãî ïðîòåêàíèÿ ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííûõ
èçìåðåíèé èëè æå êîãäà âîçìîæíî èçìåðåíèå ëèøü íåêîòîðûõ óñðåäíåí-
íûõ (èíòåãðàëüíûõ) õàðàêòåðèñòèê èñêîìîé âåëè÷èíû [3]. Òàê, çàäà÷è ñ
èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè ìîãóò ñëóæèòü ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè
ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ, íàïðèìåð, ñ çàäà÷àìè, âîçíèêàþùè-
ìè ïðè èçó÷åíèè ôèçèêè ïëàçìû, ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ïî÷âåííîé
âëàãè â êàïèëëÿðíî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ. Íà çàäà÷è ïîäîáíîãî òèïà, êàê
êà÷åñòâåííî íîâûå è âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè ñîâðåìåííûõ ïðîáëåì
ôèçèêè, óêàçàë â ñâîåé îáçîðíîé ñòàòüå À.À. Ñàìàðñêèé [12] è ïðèâåë
ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè êàê ïðèìåð îäíîé èç òàêèõ çàäà÷.
Îäíèì èç âàæíåéøèõ äîñòèæåíèé â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ýêîíîìè÷íûõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ìíî-
ãîìåðíûõ (ñ íåñêîëüêèìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ïåðåìåííûìè x1, x2, . . . , xp)
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óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíî-
îäíîìåðíûõ ñõåì ñîñòîèò â ñâåäåíèè ïåðåõîäà ñî ñëîÿ íà ñëîé ê ïîñëå-
äîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ïî êàæäîìó èç êîîðäèíàòíûõ
íàïðàâëåíèé. Ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì ðàçíîñòíîé ñõåìû ÿâëÿåò-
ñÿ ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèè íà ðåøåíèè èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ. Îòêàç îò êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ àïïðîêñèìàöèè è çàìåíà åãî
áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè ïðèâîäèò ê àääèòèâ-
íûì ñõåìàì (ñì. [13], ñòð. 478, 486), êîòîðûå îáëàäàþò äâóìÿ âàæíûìè
ñâîéñòâàìè:

• ïåðåõîä ñî ñëîÿ j íà âåðõíèé ñëîé j + 1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè îáû÷íûõ äâóõñëîéíûõ, òðåõñëîéíûõ è ò.ä. ñõåì;

• àääèòèâíàÿ ñõåìà îáëàäàåò ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèåé, ò.å., ïî-
ãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè àääèòèâíîé ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñóììà íåâÿçîê äëÿ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñõåì.

Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ïðîìåæóòî÷íûõ (îäíîìåðíûõ ñõåì) öåïî÷êè ìî-
æåò íå àïïðîêñèìèðîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó, àïïðîêñèìàöèÿ äîñòèãàåò-
ñÿ çà ñ÷åò ñóììèðîâàíèÿ âñåõ íåâÿçîê. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè
ëîêàëüíî-îäíîìåðíûõ ñõåì èñïîëüçóþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå (äðîáíûå) ñëîè,
íà êîòîðûõ ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ âîîáùå ãîâîðÿ íå àïïðîêñèìèðóþò èñ-
õîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Íî ïðè ñóììèðîâàíèè ïîãðåøíî-
ñòè àïïðîêñèìàöèè ïðîìåæóòî÷íûå ñëîè ãàñÿò äðóã äðóãà è íà öåëîì
ñëîå ïðîèñõîäèò àïïðîêñèìàöèÿ, ò.å., àïïðîêñèìàöèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò
ñóììû ïîãðåøíîñòåé âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñõåì [13].
Ïîñòðîåíèþ ëîêàëüíî-îäíîìåðíûõ ñõåì äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ìíîãîìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñâÿ-
ùåíû ðàáîòû ìíîãèõ àâòîðîâ, òàêèå, íàïðèìåð, êàê [14] � [19]. Òàê â ðà-
áîòàõ [15, 16] èññëåäîâàíû ëîêàëüíî-îäíîìåðíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà â p-
ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå. Â [17] ðàññìîòðåíà íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà-
÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà â p - ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå,
äëÿ êîòîðîé ñòðîÿòñÿ ëîêàëüíî-îäíîìåðíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû. Ïîëó÷å-
íà àïðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ ëîêàëüíî-îäíîìåðíîé ðàçíîñòíîé ñõå-
ìû è äîêàçàíà åå ñõîäèìîñòü. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíûì ñõåìàì äëÿ íåëî-
êàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ìíîãîìåðíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èíòåãðàëüíîãî âèäà ïîñâÿùåíû ðàáîòû [18],
[19]. Â ðàáîòå [20] èçó÷åíà ïåðâàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ìíîãî-
ìåðíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôóçèè.
Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîñòðîåíà ëîêàëüíî-
îäíîìåðíàÿ ñõåìà, ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ ËÎÑ, îòêóäà
ñëåäóþò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, íåïðåðûâíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ çàâèñè-
ìîñòü ðåøåíèÿ îò âõîäíûõ äàííûõ, à òàêæå ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñõåìû
ê ðåøåíèþ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé
ïîðÿäêó àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû. Äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è ïðè-
âîäèòñÿ àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå



1566 À.Ê. ÁÀÇÇÀÅÂ

ðàñ÷åòû òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèå ïîëó÷åííûå â ðàáîòå òåî-
ðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.
Ðàáîòû [21] � [24] ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ëîêàëüíî -

îäíîìåðíûõ ñõåì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ äîêàçàíû óñòîé÷èâîñòü è ðàâíîìåðíàÿ ñõî-
äèìîñòü ïîñòðîåííûõ ËÎÑ.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â öèëèíäðå QT = G × [0 < t ⩽ T ], îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 < xα <
ℓα, α = 1, 2, . . . , p} ñ ãðàíèöåé Γ, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (5)


kα(x, t)

∂u

∂xα
= β−α(x, t)u− µ−α(x, t), xα = 0,

−kα(x, t)
∂u

∂xα
= β+α(x, t)u− µ+α(x, t), xα = ℓα,

(6)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (7)

ãäå

Lu =

p∑
α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
− qα(x, t)u+

ℓα∫
0

udxα,

0 < c0 ⩽ kα(x, t) ⩽ c1, |qα|, |β±α| ⩽ c2, α = 1, 2, . . . , p,

c0, c1, c2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

2 Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó âûáåðåì ðàâíîìåðíîé ïî êàæäîìó íàïðàâ-
ëåíèþ Oxα ñ øàãîì hα = ℓα/Nα, α = 1, 2, . . . , p:

ωh =

p∏
α=1

ωhα , ωhα = {x(iα)α = iαhα : iα = 0, 1, . . . , Nα, α = 1, 2, . . . , p},

ℏα =

{
hα, iα = 1, 2, . . . , Nα − 1,

hα/2, iα = 0, Nα,

γ−α � ëåâûé ãðàíè÷íûé óçåë xα = 0, γ+α � ïðàâûé ãðàíè÷íûé óçåë
xα = ℓα.
Íà îòðåçêå [0, T ] òàêæå ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ωτ = {tj = jτ ; j =

0, 1, . . . , j0} ñ øàãîì τ = T/j0. Êàæäûé èç îòðåçêîâ [tj , tj+1] ðàçîáüåì íà
p ÷àñòåé, ââåäÿ òî÷êè tj+α/p = tj +α/p τ, α = 1, 2, . . . , p−1, è îáîçíà÷èì

÷åðåç ∆α =
(
tj+(α−1)/p, tj+α/p

]
ïîëóèíòåðâàë, ãäå α = 1, 2, . . . , p.
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Óðàâíåíèå (5) ïåðåïèøåì â âèäå

Pu =
∂u

∂t
− Lu− f = 0,

èëè

p∑
α=1

Pαu = 0, Pαu =
1

p

∂u

∂t
− Lαu− fα,

ãäå fα, α = 1, 2, . . . , p � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, îáëàäàþùèå òîé æå
ãëàäêîñòüþ, ÷òî è f(x, t), è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ íîðìèðîâêè

p∑
α=1

fα = f.

Íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå ∆α, α = 1, 2, . . . , p áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî
ðåøàòü çàäà÷è

Pαv(α) =
1

p

∂v(α)

∂t
− Lαv(α) − fα = 0, x ∈ G, t ∈ ∆α, α = 1, 2, . . . , p, (8)

kα
∂v(α)

∂xα
= β−αv(α) − µ−α(x, t), xα = 0,

−kα
∂v(α)

∂xα
= β+αv(α) − µ+α(x, t), xα = ℓα,

(9)

ïîëàãàÿ ïðè ýòîì (ñì. [13], ñ. 522)

v(1)(x, 0) = u0(x),
v(1)(x, tj) = v(p)(x, tj), j = 1, 2, . . . ,

v(α)(x, tj+(α−1)/p) = v(α−1)(x, tj+(α−1)/p), α = 2, 3, . . . , p.
(10)

Àïïðîêñèìèðóÿ êàæäîå óðàâíåíèå (8) íîìåðà α íà ïîëóèíòåðâàëå ∆α

äâóõñëîéíîé íåÿâíîé ñõåìîé è, ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûé ïðèåì ïîâûøåíèÿ
òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî h (ñì. [13] ñ. 166), [15]
êðàåâûõ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà, ïðèõîäèì ê öåïî÷êå îäíîìåðíûõ ðàç-
íîñòíûõ ñõåì

y
(α)

t
= Λαy

(α) +Φj+α/p
α , α = 1, 2, . . . , p, x ∈ ωhα , (11)

y(x, 0) = u0(x), (12)

ãäå

y
(α)

t
=

yj+α/p − yj+(α−1)/p

τ
,

Λαy =



Λαy = (aαyxα)xα − dαy +
Nα∑
iα=0

yiαℏα, xα ∈ ωhα ,

Λ−
α y =

a
(1α)
α yxα,0 − β−αy0

0.5hα
+

Nα∑
iα=0

yiαℏα, xα ∈ γ−α,

Λ+
α y = −

a
(Nα)
α yxα,Nα + β+αyNα

0.5hα
+

Nα∑
iα=0

yiαℏα, xα ∈ γ+α,
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Φα =


φα, xα ∈ ωhα ,

µ̃−α, xα ∈ γ−α,

µ̃+α, xα ∈ γ+α,

β−α = β−α + 0.5hαdα,0, β+α = β+α + 0.5hαdα,Nα ,

µ̃−α =
µ−α

0.5hα
, µ−α = µ−α + 0.5hαfα,0,

µ̃+α =
µ+α

0.5hα
, µ+α = µ+α + 0.5hαfα,Nα ,

y(α) = yj+α/p.

3 Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ËÎÑ

Ïóñòü zj+α/p = yj+α/p−uj+α/p, ãäå u � ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (5) �

(7). Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ yj+α/p = zj+α/p + uj+α/p â ðàçíîñòíîå óðàâíåíèÿ
(11), ïîëó÷èì

zj+α/p − zj+(α−1)/p

τ
= Λαz

j+α/p +Ψj+α/p
α ,

ãäå

Ψj+α/p
α = Λαu

j+α/p + φj+α/p
α − uj+α/p − uj+(α−1)/p

τ
.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç

◦
Ψα =

(
Lαu+ fα − 1

p

∂u

∂t

)j+1/2

è çàìå÷àÿ, ÷òî
p∑

α=1

◦
Ψα = 0,

åñëè f =
p∑

α=1
fα, ïðåäñòàâèì ïîãðåøíîñòü â âèäå ñóììû

Ψj+α/p
α =

◦
Ψα +

∗
Ψα.

Ψj+α/p
α = Λαu

j+α/p + φj+α/p
α − uj+α/p − uj+(α−1)/p

τ
+

◦
Ψα −

◦
Ψα =

=
(
Λαu

j+α/p − Lαu
j+1/2

)
+
(
φj+α/p
α − f j+1/2

α

)
−

−

(
uj+α/p − uj+(α−1)/p

τ
− 1

p

(
∂u

∂t

)j+1/2
)

+
◦
Ψα =

◦
Ψα +

∗
Ψα,

ãäå

∗
Ψα =

(
Λαu

j+α/p − Lαu
j+1/2

)
+
(
φj+α/p
α − f j+1/2

α

)
−

(
uj+α/p − uj+(α−1)/p

τ
− 1

p

(
∂u

∂t

)j+1/2
)
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî
∗
Ψα = O(h2α + τ),

◦
Ψα = O(1),

Ψ =

p∑
α=1

Ψj+α/p
α =

p∑
α=1

◦
Ψα +

p∑
α=1

∗
Ψα = O

(
h2α + τ

)
.

Çàïèøåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè xα = 0 â âèäå:

0.5hαy
(α)

t,0
= a(1α)α y(α)xα,0

−β−αy
(α)
0 +0.5hα

Nα∑
iα=0

y
(α)
iα

ℏα+0.5hαfα,0+µ−α. (13)

Ïîäñòàâëÿÿ y(α) = z(α) + u(α) â (13), ïîëó÷èì

0.5hαz
(α)

t,0
= a(1α)z(α)xα,0

−β−αz
(α)
0 −0.5hαdα,0z

(α)
0 +0.5hα

Nα∑
iα=0

z
(α)
iα

ℏα+0.5hα

Nα∑
iα=0

u
(α)
iα

ℏα−

−β−αu
(α)
0 − 0.5hαdα,0u

(α)
0 − 0.5hαu

(α)

t,0
+a(1α)α u(α)xα,0

+0.5hαfα,0+µ−α. (14)

Ê ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ (14) äîáàâèì è âû÷òåì

0.5hα
◦
Ψ−α = 0.5hα

 ∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)
− qαu+

ℓα∫
0

udxα + fα − 1

p

∂u

∂t

j+1/2

xα=0

.

Òîãäà ïîëó÷èì

Ψ−α = 0.5hα

(
fα,0 − u

(α)

t

)
+ a(1α)α u(α)xα,0

− β−αu
(α)
0 − 0.5hαdα,0u

(α)
0 + µ−α−

−
Nα∑
iα=0

u
(α)
iα

ℏα−0.5hα

 ∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)
− qαu+

ℓα∫
0

udxα + fα − 1

p

∂u

∂t

j+1/2

xα=0

+0.5hα
◦
Ψ−α =

=

[
kα

∂u

∂xα
− β−αu0 + µ−α

]j+α/p

xα=0

+ 0.5hα
◦
Ψ−α +O(h2α + τ) =

= 0.5hα
◦
Ψ−α +

∗
Ψ−α,

∗
Ψ−α = O(h2α + τ).

Èòàê,

0.5hαz
(α)

t,0
= a(1α)α z

(α)
xα,0

− β−αz
(α)
0 + 0.5hα

Nα∑
iα=0

z
(0)
iα

ℏα + 0.5hα
◦
Ψ−α +

∗
Ψ−α,

èëè

z
(α)

t,0
= Λ−

α z
(α) +Ψ−α, Ψ−α =

◦
Ψ−α +

∗
Ψ−α

0.5hα
.

Àíàëîãè÷íî ïðè xα = ℓα ïîëó÷àåì

z
(α)

t,Nα
= Λ+

α z
(α) +Ψ+α, Ψ+α =

◦
Ψ+α +

∗
Ψ+α

0.5hα
.



1570 À.Ê. ÁÀÇÇÀÅÂ

Îêîí÷àòåëüíî, çàäà÷à äëÿ ïîãðåøíîñòè zj+α/p = z(α) èìååò âèä

z
(α)

t
= Λαz

(α) +Ψj+α/p
α , α = 1, 2, . . . , p, z(x, 0) = 0, (15)

Λαz =



Λαz = (aαzxα)xα − dαz +
Nα∑
iα=0

ziαℏα, xα ∈ ωhα ,

Λ−
α z =

a
(1α)
α zxα,0 − β−αz0

0.5hα
+

Nα∑
iα=0

ziαℏα, xα ∈ γ−α,

Λ+
α z = −

a
(Nα)
α zxα,Nα + β+αzNα

0.5hα
+

Nα∑
iα=0

ziαℏα, xα ∈ γ+α,

Ψα =



Ψα =
◦
Ψα +

∗
Ψα,

p∑
α=1

◦
Ψα = 0,

◦
Ψα = O(1),

∗
Ψα = O(h2α + τ), xα ∈ ωhα ,

Ψ−α =
◦
Ψ−α +

∗
Ψ−α

0.5hα
,

p∑
α=1

◦
Ψ−α = 0,

∗
Ψ−α = O(h2α + τ), xα ∈ γ−α,

Ψ+α =
◦
Ψ+α +

∗
Ψ+α

0.5hα
,

p∑
α=1

◦
Ψ+α = 0,

∗
Ψ+α = O(h2α + τ), xα ∈ γ+α.

4 Óñòîé÷èâîñòü ËÎÑ

Òàê êàê äëÿ íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íå óñòàíîâëåí ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà, òî àïðèîðíûå îöåíêè áóäåì ïîëó÷àòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Óìíîæèì óðàâíåíèå (11) ñêàëÿðíî íà yj+α/p =

y(α):

[y
(α)

t
, y(α)]− [Λαy

(α), y(α)] = [Φ(α), y(α)], Φ(α) = Φj+α/p, (16)

ãäå

[u, v] =
∑
x∈ωh

uvH, H =

p∏
α=1

ℏα, [u, v]α =

Nα∑
iα=0

uiαviαℏα,

ℏα =

{
hα, iα = 1, 2, . . . , Nα − 1,

hα/2, iα = 0, Nα.

Ïðåîáðàçóåì êàæäóþ ñóììó òîæäåñòâà (16):[
y
(α)

t
, y(α)

]
=

1

2

(
∥y(α)∥2L2(ωh)

)
t
+

τ

2
∥y(α)

t
∥2L2(ωh)

, (17)[
Λαy

(α), y(α)
]
α
=
(
Λαy

(α), y(α)
)
α
+ Λ−

α y
(α)y(α)ℏα + Λ+

α y
(α)y(α)ℏα =

= −
(
aα, y

2
xα

]
α
−
[
dαy

(α), y(α)
]
α
+

[
Nα∑
iα=0

y
(α)
iα

ℏα, y(α)
]
α

+β−α

(
y
(α)
0

)2
−β+α

(
y
(α)
Nα

)2
,

(18)[
Φ(α), y(α)

]
α
=
[
φ(α), y(α)

]
α
+ µ−αy

(α)
0 + µ+αy

(α)
Nα

. (19)
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Ïðîñóììèðóåì (18), (19) ïî âñåì iβ ̸= iα, β = 1, 2, . . . , p, òîãäà ïîëó÷èì[
Λαy

(α), y(α)
]
=
∑
iβ ̸=iα

(
Nα∑
iα=0

Λαy
(α)y(α)ℏα

)
H/ℏα =

= −
∑
iβ ̸=iα

{(
aα, y

2
xα

]
α
+
[
dαy

(α), y(α)
]
α
+

[
Nα∑
iα=0

y
(α)
iα

ℏα, y(α)
]
α

+

+ β−α

(
y(α)

∣∣
iα=0

)2
+ β+α

(
y(α)

∣∣
iα=Nα

)2}
H/ℏα, (20)

[
Φ(α), y(α)

]
=
∑
iβ ̸=iα

( [
φ(α), y(α)

]
α
+ µ−αy

(α)|iα=0 + µ+αy
(α)|iα=Nα

)
H/ℏα.

(21)
Ïîäñòàâëÿÿ (17), (20), (21) â òîæäåñòâî (16), ïîëó÷àåì

1

2

(∥∥∥y(α)∥∥∥2
L2(ωh)

)
t

+ c0∥y(α)xα
]|2L2(ωh)

⩽ [φ(α), y(α)]+

+
∑
iβ ̸=iα

(
µ−αy

(α)
∣∣
iα=0

+ µ+αy
(α)
∣∣
iα=Nα

)
H/ℏα −

[
dαy

(α), y(α)
]
+

+

[
Nα∑
iα=0

y
(α)
iα

ℏα, y(α)
]
−
∑
iβ ̸=iα

(
β−α

(
y(α)

∣∣
iα=0

)2
+ β+α

(
y(α)

∣∣
iα=Nα

)2)
H/ℏα.

(22)
Îöåíèì ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè (22):[

φ(α), y(α)
]
⩽

1

2

∥∥∥φ(α)
∥∥∥2
L2(ωh)

+
1

2

∥∥∥y(α)∥∥∥2
L2(ωh)

. (23)

Íà îñíîâàíèè ëåììû 1 èç [25] èìååì∑
iβ ̸=iα

(
µ−αy

(α)
∣∣
iα=0

+ µ+αy
(α)
∣∣
iα=Nα

)
H/ℏα ⩽

⩽
1

2

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/ℏα+

∑
iβ ̸=iα

(
ε∥y(α)xα

]|2L2(α)
+

(
1

ℓα
+

1

ε

)
∥y(α)∥2L2(α)

)
H/ℏα =

=
1

2

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/ℏα+ε∥y(α)xα

]|2L2(ωh)
+

(
1

ℓα
+

1

ε

)
∥y(α)∥2L2(ωh)

,

(24)

−
[
dαy

(α), y(α)
]
⩽ c2∥y(α)∥2L2(ωh)

, (25)

∑
iβ ̸=iα

(
β−α

(
y(α)|iα=0

)2
+ β+α

(
y(α)|iα=Nα

)2)
H/ℏα ⩽
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⩽ 2c2ε∥y(α)xα
]|2L2(ωh)

+ 2c2

(
1

ℓα
+

1

ε

)
∥y(α)∥2L2(ωh)

, (26)

[
Nα∑
iα=0

y
(α)
iα

ℏα, y(α)
]
⩽

ε

2
∥y(α)xα

]|2L2(ωh)
+

[
1

2

(
1

ℓα
+

1

ε

)
+

ℓα
2

]
∥y(α)∥2L2(ωh)

,

(27)
ãäå ∥ · ∥L2(α) îçíà÷àåò, ÷òî íîðìà áåðåòñÿ ïî ïåðåìåííîé xα ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.
Ïîäñòàâëÿÿ (23) � (27) â (22) ïðè ε = c0/(3 + 4c2), íàõîäèì

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
+ c0τ∥y(α)xα

]|2L2(ωh)
⩽ ∥yj+(α−1)/p∥2L2(ωh)

+

+τ∥φj+α/p∥2L2(ωh)
+ c(ε)τ∥yj+α/p∥2L2(ωh)

+

+ τ
∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/ℏα. (28)

Ïðîñóììèðóåì (28) ñíà÷àëà ïî α = 1, 2, . . . , p:

∥yj+1∥2L2(ωh)
+c0τ

p∑
α=1

∥y(α)xα
]|2L2(ωh)

⩽ ∥yj∥2L2(ωh)
+τc(ε)

p∑
α=1

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
+

+τ

p∑
α=1

∥φj+α/p∥2L2(ωh)
+ τ

p∑
α=1

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/ℏα,

à çàòåì ïî j′ îò 0 äî j:

∥yj+1∥2L2(ωh)
+ c0

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥yj
′+α/p

xα
]|2L2(ωh)

⩽

⩽ ∥y0∥2L2(ωh)
+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥φj′+α/p∥2L2(ωh)
+ c(ε)

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥yj′+α/p∥2L2(ωh)
+

+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj′) + µ2

+α(tj′)
)
H/ℏα. (29)

Èç (29) èìååì

∥yj+1∥2L2(ωh)
⩽ c(ε)

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥yj′+α/p∥2L2(ωh)
+ F j , (30)

ãäå

F j = ∥y0∥2L2(ωh)
+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥φj′+α/p∥2L2(ωh)
+

+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj′) + µ2

+α(tj′)
)
H/ℏα.
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Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

max
1⩽α⩽p

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
⩽ ν1

j−1∑
j′=0

τ max
1⩽α⩽p

∥yj′+α/p∥2L2(ωh)
+ ν2F

j , (31)

ãäå ν1, ν2 � èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Âîçâðàùàÿñü ê íåðàâåíñòâó (28), çàïèñûâàåì

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
⩽ ∥yj+(α−1)/p∥2L2(ωh)

+ c(ε)τ∥yj+α/p∥2L2(ωh)
+

+ τ∥φj+α/p∥2L2(ωh)
+ τ

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/ℏα. (32)

Ïðîñóììèðóåì (32) ïî α′ îò 1 äî α, òîãäà ïîëó÷èì

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
⩽ ∥yj∥2L2(ωh)

+ c(ε)τ

p∑
α=1

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
+

+ τ

p∑
α=1

(
∥φj+α/p∥2L2(ωh)

+
∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/ℏα

)
. (33)

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

max
1⩽α′⩽p

∥yj+α′/p∥2L2(ωh)
= ∥yj+α/p∥2L2(ωh)

,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (32) áóäåì ñóììèðîâàòü äî òàêîãî α, ïðè êîòîðîì

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì j.

Òîãäà (33) ïåðåïèøåì â âèäå

max
1⩽α⩽p

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
⩽ ∥yj∥2L2(ωh)

+ pc(ε)τ max
1⩽α⩽p

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
+

+ τ

p∑
α=1

(
∥φj+α/p∥2L2(ωh)

+
∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/ℏα

)
. (34)

Òàê êàê èç (30)

∥yj∥2L2(ωh)
⩽ pc(ε)

j−1∑
j′=0

max
1⩽α⩽p

∥yj′+α/p∥2L2(ωh)
+ F j ,

òî ïðè ìàëîì τ < τ0 =
1

2pc(ε)
ïîëó÷èì (31).

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå gi+1 = max
1⩽α⩽p

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
, ñîîòíîøåíèå (31) ìîæ-

íî ïåðåïèñàòü â âèäå

gi+1 ⩽ ν1

j∑
k=1

τgk + ν2F
j . (35)
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C ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (35) íà îñíîâàíèè ëåììû 4 èç ([26], c. 171) èç
íåðàâåíñòâà (29) ïîëó÷èì àïðèîðíóþ îöåíêó

∥yj+1∥2L2(ωh)
+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥yj
′+α/p

xα
]|2L2(ωh)

⩽

⩽ M(t)

[
∥y0∥2L2(ωh)

+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

(
∥φj′+α/p∥2L2(ωh)

+
∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj′)+µ2

+α(tj′)
)
H/ℏα

)]
,

(36)
ãäå M(t) > 0 � íå çàâèñèò îò hα (α = 1, 2, . . . , p) è τ .
Èòàê, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà (11) � (12) óñòîé÷èâà ïî íà-
÷àëüíûì äàííûì è ïðàâîé ÷àñòè, òàê ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (11) �
(12) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (36).

5 Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ËÎÑ

Ïî àíàëîãèè ñ ([13], ñ. 493) ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è (15) â âèäå
ñóììû

z(α) = v(α) + η(α), z(α) = zj+α/p,

ãäå η(α) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

η(α) − η(α−1)

τ
=

◦
Ψα, x ∈ ωh + γh,α, α = 1, 2, . . . , p, η(x, 0) = 0, (37)

◦
Ψα =


◦
Ψα, xα ∈ ωhα ,
◦
Ψ−α, xα ∈ γ−α,
◦
Ψ+α, xα ∈ γ+α.

Îòñþäà íàõîäèì ηj+1 = η(p) = ηj+τ(
◦
Ψ1+

◦
Ψ2+. . .+

◦
Ψp) = ηj = . . . = η0 =

0. Òîãäà äëÿ η(α) èìååì η(α) = τ(
◦
Ψ1+

◦
Ψ2+. . .+

◦
Ψα) = −τ(

◦
Ψα+1+. . .+

◦
Ψp) =

O(τ).
Ôóíêöèÿ v(α) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

v(α) − v(α−1)

τ
= Λαv(α) + Ψ̃α, x ∈ ωhα , α = 1, 2, . . . , p, (38)

v(α) − v(α−1)

τ
= Λ−

α v(α) +
Ψ̃−α

0.5hα
, xα ∈ γ−α, (39)

v(α) − v(α−1)

τ
= Λ+

α v(α) +
Ψ̃+α

0.5hα
, xα ∈ γ+α, (40)

v(x, 0) = 0, (41)

Ψ̃α = Λαη(α) +
∗
Ψα,
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Ψ̃−α = Λ−
α η(α) +

∗
Ψ−α −

Nα∑
iα=0

η(α)iαℏα,

Ψ̃+α = Λ+
α η(α) +

∗
Ψ+α.

Òàê êàê â ñèëó (37)

Λαη(α) = −τΛα

( ◦
Ψα+1 +

◦
Ψα+2 + . . .+

◦
Ψp

)
= O(τ),

Λ−
α η(α) = Λ+

α η(α) = O(τ),

òî

Ψ̃α = O(h2α + τ), Ψ̃±α = O(h2α + τ).

Ðåøåíèå çàäà÷è (38) � (41) îöåíèì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1:

∥vj+1
(α) ∥

2
L2(ωh)

+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥vj
′+α/p

(α)xα
]|2L2(ωh)

⩽

⩽ M(t)

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

(
∥Ψ̃j′+α/p

α ∥2L2(ωh)
+
∑
iβ ̸=iα

(
Ψ̃2

−α(tj′) + Ψ̃2
+α(tj′)

)
H/ℏα

)
.

(42)
Òàê êàê

ηj = 0, η(α) = O(τ), ∥zj∥ ⩽ ∥vj∥,

òî èç îöåíêè (42) ñëåäóåò

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäà÷à (5) � (7) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå
â QT ðåøåíèå u(x, t) è ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå â QT ïðîèçâîäíûå

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2α∂x
2
β

,
∂3u

∂x2α∂t
,
∂2f

∂x2α
, α = 1, 2, . . . , p, α ̸= β,

òîãäà ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà (11) � (12) ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
O(|h|2 + τ), òàê ÷òî

∥yj+1 − uj+1∥21 ⩽ M
(
|h|2 + τ

)
,

|h|2 = h21 + h22 + . . .+ h2p,

∥yj+1∥21 = ∥yj+1∥2L2(ωh)
+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥yj
′+α/p

xα
]|2L2(ωh)

.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ðàçíîñòíîé àï-
ïðîêñèìàöèè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìåòîä
îêàéìëåíèÿ ([27], c.187).
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ìíîãîìåðíî-
ãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûì èñòî÷íèêîì
â p-ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîé çàäà÷è ïîñòðîåíà öåïî÷êà ëîêàëüíî-îäíîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ
ñõåì ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè O(|h|2 + τ). Ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ
ËÎÑ îáëàäàåò ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèåé. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ýíåðãå-
òè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñò-
íîé çàäà÷è, èç ÷åãî ñëåäóþò óñòîé÷èâîñòü è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
ËÎÑ. Òàêæå äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ
èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ïîðÿäêó àï-
ïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû.
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