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Abstract: By means of a modi�cation of the method proposed
by S. V. Yablonsky for constructing an economical (hypothetically
minimal) normalized formula (Π-circuit) that calculates a given
linear Boolean function, a whole class of similar formulas was
constructed � the class of so-called optimal perfect normalized
formulas. Presumably it is the class of all minimal normalized
formulas that compute this function. To prove this conjecture, we
consider extending this class to the class of perfect normalized
formulas that also compute the same function. It is established
that a normalized formula is perfect if and only if it has a perfect
representation on the own rectangle of the speci�ed function.
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1 Ââåäåíèå

Íîðìàëèçîâàííîé ôîðìóëîé íàçûâàþò ôîðìóëó â áàçèñå {∨,∧,− }, â
êîòîðîé îòðèöàíèÿ âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî íàä ïåðåìåííûìè. Äëÿ îïðåäå-
ë¼ííîñòè ïîëàãàåì, ÷òî ïåðåìåííûìè ëþáîé íîðìàëèçîâàííîé ôîðìóëû
ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå áóêâû èç ìíîæåñòâà {x1, x2, x3, . . . }. Îòðèöàíèå xi
ïåðåìåííîé xi îáû÷íî îáîçíà÷àþò ÷åðåç x0i , à ñàìó ïåðåìåííóþ � ÷åðåç
x1i . Â ýòîì ñìûñëå íàì áóäåò óäîáíî ïîíèìàòü íîðìàëèçîâàííóþ ôîð-
ìóëó êàê ôîðìóëó â áàçèñå {∨,∧}, ïåðåìåííûå êîòîðîé ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó ëèòåðàëîâ X = {xδi | i ∈ {1, 2, 3, . . . }, δ ∈ {0, 1}}.
Ñëîæíîñòü L(G) íîðìàëèçîâàííîé ôîðìóëû G ýòî ÷èñëî âõîæäåíèé

â íå¼ ëèòåðàëîâ èç X.
×åðåç N îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íîðìàëèçîâàííûõ ôîðìóë.
Â äàëüíåéøåì íîðìàëèçîâàííûå ôîðìóëû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ôîð-

ìóëàìè.
Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåíñòâî G = F äëÿ G,F ∈ N îçíà÷àåò, ÷òî G è F

ýòî îäíà è òà æå ôîðìóëà.
Ëèíåéíîé áóëåâîé ôóíêöèåé ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ Z ⊆ {1, ..., n},

Z ̸= ∅, è ïîêàçàòåëåì δ ∈ {0, 1} íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f δ
Z(x1, . . . , xn) =

⊕
i∈Z

xi ⊕ δ ⊕ 1. 1

Áóëåâó ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ëèíåéíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç ôóíêöèé f δ

Z .
Íàøà ñâåðõçàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïèñàòü êëàññ âñåõ ðåà-

ëèçóþùèõ ôóíêöèþ f δ
Z ìèíèìàëüíûõ (ò. å. èìåþùèõ íàèìåíüøóþ ñëîæ-

íîñòü) ôîðìóë. Ñ ýòîé öåëüþ îïðåäåëèì ñëåäóþùèå äâà êëàññà ðåàëèçó-
þùèõ f δ

Z ôîðìóë: êëàññ îïòèìàëüíûõ ñîâåðøåííûõ ôîðìóë Oδ
Z è êëàññ

ñîâåðøåííûõ ôîðìóë Pδ
Z .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ K1,K2 ⊆ N êëàññû ôîðìóë K1 ∧ K2 è K1 ∨ K2

îïðåäåëèì ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

K1 ∧K2 = {(F1 ∧ F2) | F1 ∈ K1, F2 ∈ K2},
K1 ∨K2 = {(F1 ∨ F2) | F1 ∈ K1, F2 ∈ K2}.

Ôîðìóëó G ∈ N íàçîâ¼ì êîììóòàòèâíûì ýêâèâàëåíòîì ôîðìóëû
F ∈ N, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ äâóõ ôîðìóë H,T ∈ N ñïðàâåäëèâû ðàâåí-
ñòâà F = (H ∨T ), G = (T ∨H) èëè ðàâåíñòâà F = (H ∧T ), G = (T ∧H).
Ôîðìóëó G ∈ N íàçîâ¼ì ïðàâûì àññîöèàòèâíûì ýêâèâàëåíòîì ôîð-

ìóëû F ∈ N, à ôîðìóëó F � ëåâûì àññîöèàòèâíûì ýêâèâàëåíòîì
ôîðìóëû G, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ H,T,K ∈ N ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
F = ((H ∨ T )∨K), G = (H ∨ (T ∨K)) èëè ðàâåíñòâà F = ((H ∧ T )∧K),
G = (H ∧ (T ∧K)).
Ôîðìóëó G ∈ N íàçîâ¼ì àññîöèàòèâíûì ýêâèâàëåíòîì ôîðìóëû

F ∈ N, åñëè G ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðàâûì ëèáî ëåâûì àññîöèàòèâíûì ýê-
âèâàëåíòîì F .

1⊕ � ñóììà ïî ìîäóëþ 2.
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Ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû F ∈ N ìû íàçûâàåì òî, ÷òî îáû÷íî íàçûâàþò
âõîæäåíèåì ïîäôîðìóëû â ýòó ôîðìóëó. Òàêèì îáðàçîì ïîäôîðìóëà
ôîðìóëû F ∈ N ýòî íåêîòîðàÿ ôîðìóëà F ′ ∈ N âìåñòå ñ ìåñòîì å¼
ðàñïîëîæåíèÿ â F (ò. å. âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì íîìåðîâ ïîäðÿä èäóùèõ
ðàçðÿäîâ F , â êîòîðûõ çàïèñàíà F ′).
Êîììóòàòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ôîðìóëû F ∈ N íàçîâ¼ì çàìåíó

íåêîòîðîé ïîäôîðìóëû ýòîé ôîðìóëû íà å¼ êîììóòàòèâíûé ýêâèâàëåíò.
Àññîöèàòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ôîðìóëû F ∈ N íàçîâ¼ì çàìåíó

íåêîòîðîé ïîäôîðìóëû ýòîé ôîðìóëû íà å¼ àññîöèàòèâíûé ýêâèâàëåíò.
Ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëà G ∈ N Π-ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå F ∈ N,

åñëè G ìîæíî ïîëó÷èòü èç F ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé öåïî÷êè êîììóòà-
òèâíûõ è àññîöèàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èëè åñëè G = F .
Î÷åâèäíî îòíîøåíèå Π-ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿ-

åòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è äëÿ ëþáûõ äâóõ Π-ýêâèâàëåíòíûõ
ôîðìóë F,G ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî L(F ) = L(G).

Π-çàìûêàíèåì S ìíîæåñòâà ôîðìóë S ⊆ N íàçîâ¼ì êëàññ ôîðìóë,
ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôîðìóë ìíîæåñòâà S è èç âñåõ èì Π-ýêâèâàëåíòíûõ
ôîðìóë.
Çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî Π-ýêâèâàëåíòíîñòè êëàññîì ôîðìóë íà-

çûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî ôîðìóë S ⊆ N, ÷òî S = S.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå êëàññîâ ôîðìóë Oδ

Z

è Pδ
Z .
à) Ïðè |Z| = 1 äëÿ ëþáûõ Z ⊆ {1, 2, 3, . . . } è δ ∈ {0, 1} êëàññû ôîðìóë

Oδ
Z è Pδ

Z îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì Oδ
Z = Pδ

Z = {xδi }, i ∈ Z, ò. å. îíè

ñîñòîÿò èç åäèíñòâåííîé îäíîáóêâåííîé ôîðìóëû xδi .
á) Ïóñòü m > 1 è ïðè 1 ≤ |Z| ≤ m − 1 äëÿ ëþáûõ Z ⊆ {1, 2, 3, . . . } è

δ ∈ {0, 1} êëàññû ôîðìóë Oδ
Z è Pδ

Z óæå îïðåäåëåíû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
òàêèõ I, J ⊆ {1, 2, 3, . . . }, ÷òî 1 ≤ |I|, |J | ≤ m − 1, è ëþáîãî δ ∈ {0, 1}
îïðåäåëåíû êëàññû ôîðìóë

OLδ
∨(I, J) = (O0

I∧Oδ
J)∨(O1

I∧Oδ⊕1
J ), OLδ

∧(I, J) = (O0
I∨Oδ⊕1

J )∧(O1
I∨Oδ

J),

PLδ
∨(I, J) = (P0

I ∧Pδ
J)∨ (P1

I ∧Pδ⊕1
J ), PLδ

∧(I, J) = (P0
I ∨Pδ⊕1

J )∧ (P1
I ∨Pδ

J),

Ïîýòîìó ïðè âûøåóêàçàííûõ I, J è δ îïðåäåëåíû òàêæå è êëàññû ôîð-
ìóë

Oδ
∨(I, J) = OLδ

∨(I, J), Oδ
∧(I, J) = OLδ

∧(I, J),

Pδ
∨(I, J) = PLδ

∨(I, J), Pδ
∧(I, J) = PLδ

∧(I, J).

Ïðè |Z| = m äëÿ ëþáûõ Z ⊆ {1, 2, 3, . . . } è δ ∈ {0, 1} êëàññû ôîðìóë Oδ
Z

è Pδ
Z îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Oδ
Z =

⋃
I

I⊆Z
2⌊logm⌋−1≤|I|,|Z\I|≤2⌊logm⌋

(
Oδ

∨(I, Z \ I) ∪Oδ
∧(I, Z \ I)

)
, 2

2⌊k⌋ � íàèáîëüøåå öåëîå íåïðåâîñõîäÿùåå k.
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Pδ
Z =

⋃
I

∅⊂I⊂Z

(
Pδ
∨(I, Z \ I) ∪ Pδ

∧(I, Z \ I)
)
.

Î÷åâèäíàÿ èíäóêöèÿ ïî |Z| ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ôîðìóëû èç êëàññà
Pδ
Z ðåàëèçóþò ôóíêöèþ f δ

Z . Êðîìå òîãî òàêæå èíäóêöèåé ïî |Z| íåòðóä-
íî óñòàíîâèòü, ÷òî êëàññ Oδ

Z ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ôîðìóë íàè-

ìåíüøåé ñëîæíîñòè èç êëàññà Pδ
Z , è ïðè |Z| = m ýòà ñëîæíîñòü ðàâíà

m2 + (m− 2⌊log2 m⌋)m− 2(m− 2⌊log2 m⌋)2.
Çàìåòèì, ÷òî êëàññû Oδ

Z è Pδ
Z ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿ-

ìè çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî Π-ýêâèâàëåíòíîñòè êëàññîâ ôîðìóë è, çíà-
÷èò, ñàìè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî Π-ýêâèâàëåíòíîñòè êëàñ-
ñàìè ôîðìóë.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå êëàññîâ Oδ

Z è Pδ
Z ïî

ñóòè ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé åñòåñòâåííîé ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà Ñ. Â. ßá-
ëîíñêîãî [1] ïîñòðîåíèÿ ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f δ

Z Π-ñõåìû. Ïðè ýòîì
ïîñòðîåííàÿ ñàìèì Ñ. Â. ßáëîíñêèì ôîðìóëà (Π-ñõåìà) ïðèíàäëåæèò
êëàññó Oδ

Z .
Èç íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè [2, 3, 4, 5, 6] ñëåäóåò, ÷òî ïðè |Z| ðàâ-

íîì öåëîé ñòåïåíè äâîéêè è ïðè |Z| = 3, 5, 6, 7 âñå ôîðìóëû êëàññà Oδ
Z

ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè.
Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ òðåòüèì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû

î òîì, ÷òî ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ |Z| êëàññîì Oδ
Z èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå

ðåàëèçóþùèå f δ
Z ìèíèìàëüíûå ôîðìóëû. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîå äëÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåä¼ííîå íèæå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ôîðìóë êëàññà Pδ

Z . Ïåðâûå äâà øàãà áûëè
ñäåëàíû â ñòàòüÿõ [7, 8].
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî öåëü ðàáîòû � ïðèáëèçèòüñÿ ê ïîëíîìó îïèñàíèþ ìè-

íèìàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè, óìåñòíî óïîìÿíóòü, ÷òî Þ.
À. Êîìáàðîâ â [9] ïîëó÷èë ïîäîáíîå îïèñàíèå â êëàññå ñõåì èç ôóíêöè-
îíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå {∨,∧,− }.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç ñòàòåé [7, 8].
Ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ íàáîðîâ

Bn = {α = (α1, . . . αi, . . . αn) | αi ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ n}

íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì åäèíè÷íûì êóáîì èëè êóáîì Bn.
Äëÿ íàáîðîâ ñ åäèíñòâåííîé åäèíè÷íîé êîìïîíåíòîé ââåä¼ì ñëåäóþ-

ùèå îáîçíà÷åíèÿ

e1 = (1, 0, . . . 0), e2 = (0, 1, . . . 0), . . . en = (0, . . . 0, 1).

Ñóììó íàáîðîâ α, β ∈ Bn îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

α+ β = (α1 ⊕ β1, α2 ⊕ β2, . . . , αn ⊕ βn).
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Ïàðà íàáîðîâ (α, β) ∈ Bn ×Bn íàçûâàåòñÿ ðåáðîì íàïðàâëåíèÿ i êóáà
Bn, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî β = α + ei. Ïðè αi = 1 ýòî ðåáðî áóäåì
íàçûâàòü îòðèöàòåëüíûì, ïðè αi = 0 � ïîëîæèòåëüíûì; i = 1, . . . , n.
Ïàðà íàáîðîâ (α, β) ∈ Bn × Bn íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ðåáðîì êóáà Bn, åñëè
îíà ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì íàïðàâëåíèÿ i äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . n}.
×òîáû èçáåæàòü èçëèøíåé ãðîìîçäêîñòè äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî n

ïðîèçâîëüíîå, íî ôèêñèðîâàííîå.
×åðåç R îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ð¼áåð êóáà Bn.
×åðåç Ri, R

0
i è R1

i îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ð¼áåð íàïðàâëåíèÿ i,
ìíîæåñòâî âñåõ îòðèöàòåëüíûõ è âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð íàïðàâëå-
íèÿ i êóáà Bn ñîîòâåòñòâåííî, i = 1, . . . , n.
Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî P ⊆ Bn×Bn íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïîä-

ìíîæåñòâîì äåêàðòîâà êâàäðàòà êóáà Bn, åñëè P = A × B äëÿ íåêî-
òîðûõ A,B ⊆ Bn. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü åãî ïðÿìîóãîëüíèêîì
ðàçìåðíîñòè n èëè ïðîñòî ïðÿìîóãîëüíèêîì. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà A è
B íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðî-
íàìè ïðÿìîóãîëüíèêà P ; äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α ∈ A è β ∈ B ìíîæåñòâà
{(α, γ) | γ ∈ B} è {(γ, β) | γ ∈ A} � åãî ñòðîêîé ñ èíäåêñîì α è åãî
ñòîëáöîì ñ èíäåêñîì β; ïîäìíîæåñòâî D ⊆ P , êîòîðîå ñ êàæäîé ñòðî-
êîé è êàæäûì ñòîëáöîì ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà èìååò ðîâíî ïî îäíîìó
îáùåìó ýëåìåíòó íàçûâàåòñÿ åãî äèàãîíàëüþ.
Î÷åâèäíî ïðÿìîóãîëüíèê P = A×B òîãäà è òîëüêî òîãäà èìååò äèà-

ãîíàëü, êîãäà |A| = |B|, ò. å. êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.
×åðåç RECn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðíî-

ñòè n. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn ÷åðåç REC(P )
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ K ∈ RECn, ÷òî K ⊆ P .
Ïðÿìîóãîëüíèê P ∈ RECn íàçûâàåòñÿ (i, δ)-öåíòðèðîâàííûì, åñëè

äëÿ íåêîòîðîé åãî äèàãîíàëèD âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå D ⊆ Rδ
i ; è íàçûâà-

åòñÿ öåíòðèðîâàííûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå i ∈ {1, . . . , n} è δ ∈ {0, 1},
÷òî P ÿâëÿåòñÿ (i, δ)-öåíòðèðîâàííûì.
Ïðÿìîóãîëüíèê X = Bn × Bn íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì

ðàçìåðíîñòè n èëè ïðîñòî ãëàâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì.
Ïðÿìîóãîëüíèêè

X0
i = {(α, β) ∈ X | αi = 1, βi = 0} è X1

i = {(α, β) ∈ X | αi = 0, βi = 1}

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîìïî-
íåíòàìè ñ íîìåðîì i ãëàâíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà X; i = 1, . . . , n.
Ìíîæåñòâî M ⊆ X íàçûâàåòñÿ (i, δ)-îäíîðîäíûì, åñëè âûïîëíåíî

âêëþ÷åíèå M ⊆ Xδ
i ; è íàçûâàåòñÿ ïðîñòî îäíîðîäíûì, åñëè ñóùåñòâó-

þò òàêèå i ∈ {1, . . . , n} è δ ∈ {0, 1}, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ (i, δ)-îäíîðîäíûì.
Ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2 ∈ RECn íàçûâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñîñåäíè-

ìè, åñëè âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà P1 ðàâíà âåðòèêàëüíîé ñòîðîíå P2 è âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî P1 ∩ P2 = ∅; è íàçûâàþòñÿ âåðòèêàëüíî ñîñåäíèìè,
åñëè ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòîðîíà P1 ðàâíà ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíå P2 è âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî P1 ∩ P2 = ∅.
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Ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2 ∈ RECn íàçûâàþòñÿ ïðîñòî ñîñåäíèìè, åñëè
îíè ÿâëÿþòñÿ ëèáî ãîðèçîíòàëüíî, ëèáî âåðòèêàëüíî ñîñåäíèìè.
Î÷åâèäíî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ P1, P2 ∈ RECn

èõ îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, ò. å. ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
P1 ∪ P2 ∈ RECn.
Ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíèêà

P ∈ RECn íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïàðà {P1, P2} ⊆ RECn ãîðèçîíòàëüíî (âåð-
òèêàëüíî) ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ÷òî P1 ∪ P2 = P . Ýòà ïàðà íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòî ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíèêà P , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ãîðè-
çîíòàëüíûì ëèáî âåðòèêàëüíûì åãî ðàçðåçîì. Ïðè ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêè
P1, P2 íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçðåçà.
Ðàçáèåíèåì (êîíå÷íûì) ìíîæåñòâà P íàçûâàåòñÿ, òàêîå ñåìåéñòâî U =

{Q1, . . . Qk} íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ åãî ïîäìíîæåñòâ, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Q1 ∪ · · · ∪ Qk = P . Ïîäìíîæåñòâà Q1, . . . Qk íà-
çûâàþòñÿ áëîêàìè ýòîãî ðàçáèåíèÿ.
Ðàçáèåíèå U ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì,

åñëè âñå åãî áëîêè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè.
Ñóæåíèåì U |K ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈

RECn íà ïðÿìîóãîëüíèê K ⊆ P íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ

U |K = {Q ∩K | Q ∈ U, Q ∩K ̸= ∅}.

Åñëè ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî Q ∩K ̸= ∅ ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäîãî Q ∈ U ,
òî ñóæåíèå U |K íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì.
Ãèïåðáëîêîì ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn

íàçûâàåòñÿ òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê K ∈ REC(P ), ÷òî âûïîëíåíî âêëþ÷å-
íèå U |K ⊆ U .
Ïðÿìîóãîëüíûì ôðàãìåíòîì èëè ïðîñòî ôðàãìåíòîì ïðÿìîóãîëüíî-

ãî ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäñåìåé-
ñòâî áëîêîâ S ⊆ U , ÷òî ìíîæåñòâî

⋃
Q∈S Q ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.

×åðåçH(U) è F(U) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ãèïåðáëîêîâ è âñåõ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ ôðàãìåíòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà
P ∈ RECn ñîîòâåòñòâåííî.
Ãèïåðáëîê K ∈ H(U) è ïðÿìîóãîëüíûé ôðàãìåíò F ∈ F(U), F =

U |K, íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè äðóã äðóãó. Î÷åâèäíî, ýòî ñîîò-
âåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
Î÷åâèäíî ñàìè áëîêè ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿþòñÿ åãî ãè-

ïåðáëîêàìè. Ýòè ãèïåðáëîêè íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Âñå îñòàëü-
íûå ãèïåðáëîêè U íàçûâàþòñÿ ñîñòàâíûìè. Êðîìå òîãî ñàì ïðÿìîóãîëü-
íèê P ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáëîêîì. Ýòîò ãèïåðáëîê íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì è îáî-

çíà÷àåòñÿ Û . Îòëè÷íûå îò Û ãèïåðáëîêè U íàçûâàþòñÿ íåãëàâíûìè.
Â äàëüíåéøåì ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà P äëÿ

êðàòêîñòè áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðîñòî ïðÿìîóãîëüíûì ðàçáèåíèåì U ,
èìåÿ â âèäó, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ðàçáèåíèåì ïðÿìîóãîëüíè-

êà Û .
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Äâà ãèïåðáëîêà P1, P2 ∈ H(U) ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U áóäåì
íàçûâàòü ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî) ñîñåäíèìè, åñëè ãîðèçîíòàëüíî
(âåðòèêàëüíî) ñîñåäíèìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2; è � ïðîñòî
ñîñåäíèìè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ëèáî ãîðèçîíòàëüíî ëèáî âåðòèêàëüíî ñî-
ñåäíèìè.
Î÷åâèäíî îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ãèïåðáëîêîâ P1, P2 ∈

H(U) ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáëîêîì U . Îí
íàçûâàåòñÿ èõ ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ñîåäèíåíèåì, åñëè P1 è
P2 ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî) ñîñåäíèå; èëè ïðîñòî � èõ ñîåäèíåíèåì.
Ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ðàçðåçîì ãèïåðáëîêà P ∈ H(U) ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçûâàåòñÿ òàêîé ãîðèçîíòàëüíûé (âåðòèêàëü-
íûé) ðàçðåç ïðÿìîóãîëüíèêà P , ÷òî åãî êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáëî-
êàìè U . Êàê ãîðèçîíòàëüíûé òàê è âåðòèêàëüíûé ðàçðåç ãèïåðáëîêà P
áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðîñòî ðàçðåçîì ãèïåðáëîêà P .
Ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèå-

íèÿ U íàçîâ¼ì ëþáîé ãîðèçîíòàëüíûé (âåðòèêàëüíûé) ðàçðåç ãëàâíîãî

ãèïåðáëîêà Û ýòîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ.
×åðåç Ch(P,U) è Cv(P,U) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âñåõ

ãîðèçîíòàëüíûõ è ìíîæåñòâî âñåõ âåðòèêàëüíûõ ðàçðåçîâ ãèïåðáëîêà P
ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U .
×åðåç Ch(U) è Cv(U) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âñåõ ãîðè-

çîíòàëüíûõ è ìíîæåñòâî âñåõ âåðòèêàëüíûõ ðàçðåçîâ ïðÿìîóãîëüíîãî
ðàçáèåíèÿ U .
Ãèïåðáëîê P ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëü-

íî (âåðòèêàëüíî) ðàçäåëèìûì, åñëè Ch(P,U) ̸= ∅ (åñëè Cv(P,U) ̸= ∅); â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî) íåðàçäå-
ëèìûì.
Ãèïåðáëîê ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìûì, åñëè

îí ëèáî ãîðèçîíòàëüíî ëèáî âåðòèêàëüíî ðàçäåëèì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îí íàçûâàåòñÿ íåðàçäåëèìûì.
Ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìûì, åñëè êàæäûé åãî

ñîñòàâíîé ãèïåðáëîê ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëèìûì.
Ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè êàæäûé åãî

áëîê ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîæåñòâîì.
Π-ðàçáèåíèåì íàçûâàåòñÿ òàêîå ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå, êîòîðîå ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îäíîðîäíûì è ðàçäåëèìûì.
Π-ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè êàæäûé åãî áëîê ÿâëÿåò-

ñÿ öåíòðèðîâàííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì.
Ðàçìåðíîñòüþ Π-ðàçáèåíèÿ íàçîâ¼ì ðàçìåðíîñòü åãî ãëàâíîãî ãèïåð-

áëîêà.
×åðåç Πn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ Π-ðàçáèåíèé ðàçìåðíîñòè n.
Êëàññ N(U) ïîðîæäàåìûõ Π-ðàçáèåíèåì U ∈ Πn ôîðìóë îïðåäåëèì,

îïèðàÿñü íà ñëåäóþùåå äîêàçàííîå â [7] óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Φ ∈ RECn ñóæåíèå U |P ëþ-
áîãî åãî Π-ðàçáèåíèÿ U íà ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê P ⊆ Φ ÿâëÿåòñÿ Π-
ðàçáèåíèåì P .

Ñôîðìóëèðóåì èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå êëàññà N(U).
à) Ïðè |U | = 1 êëàññ ôîðìóë N(U) ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ëèòåðàëîâ

xδi , ÷òî åäèíñòâåííûé áëîêQ ýòîãî ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ (i, δ)-îäíîðîäíûì
ìíîæåñòâîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ Π-ðàçáèåíèÿ âèäà U = {Q} ïî îïðå-
äåëåíèþ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N(U) = {xδi | Q ⊆ Xδ
i , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1}}.

á) Ïóñòü m > 1 è êëàññ ôîðìóë N(U) îïðåäåë¼í äëÿ âñåõ U ∈ Πn

ìîùíîñòè |U | ≤ m − 1. Îïðåäåëèì åãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Π-ðàçáèåíèÿ
U ∈ Πn ìîùíîñòè |U | = m.
Â ñèëó ëåììû 1 äëÿ êàæäîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçðåçà {P1, P2} ýòî-

ãî Π-ðàçáèåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå åãî ãèïåðáëîêàì P1 è P2 ïðÿìîóãîëü-
íûå ôðàãìåíòû U |P1 è U |P2 ÿâëÿþòñÿ Π-ðàçáèåíèÿìè. Ïîýòîìó ñïðà-
âåäëèâû âêëþ÷åíèÿ U |P1 ∈ Πn, U |P2 ∈ Πn è î÷åâèäíî âûïîëíåíû íåðà-
âåíñòâà |U |P1| ≤ m − 1, |U |P2| ≤ m − 1. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî
{P1, P2} ∈ Ch(U) îïðåäåëåíû êëàññû ôîðìóë N(U |P1) è N(U |P2) à, çíà-
÷èò, îïðåäåëåíû è êëàññû ôîðìóë

M∨(U,P1, P2) = N(U |P1)∨N(U |P2) è M∨(U,P2, P1) = N(U |P2)∨N(U |P1).

È òî÷íî òàêæå äëÿ êàæäîãî âåðòèêàëüíîãî ðàçðåçà {P1, P2} ∈ Cv(U)
îïðåäåëåíû êëàññû ôîðìóë N(U |P1) è N(U |P2) à, çíà÷èò, îïðåäåëåíû è
êëàññû ôîðìóë

M∧(U,P1, P2) = N(U |P1)∧N(U |P2) è M∧(U,P2, P1) = N(U |P2)∧N(U |P1).

Ïîýòîìó îïðåäåëåíû êëàññû ôîðìóë

N∨(U) =
⋃

{P1,P2}∈Ch(U)

(
M∨(U,P1, P2) ∪M∨(U,P2, P1)

)
,

N∧(U) =
⋃

{P1,P2}∈Cv(U)

(
M∧(U,P1, P2) ∪M∧(U,P2, P1)

)
.

Êëàññ ôîðìóë N(U) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

N(U) = N∨(U) ∪N∧(U).

Ïðåäñòàâëåíèåì ôîðìóëû F ∈ N íàçûâàåòñÿ ëþáîå òàêîåΠ-ðàçáèåíèå
U ∈ Πn, ÷òî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå F ∈ N(U).
Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå â ñèëó òåîðåìû 17 ñòàòüè [7] ýêâèâà-

ëåíòíî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóëû, ïðèâåäåííîìó â [7].
Ñîâåðøåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ôîðìóëû F ∈ N íàçûâàåòñÿ ëþáîå òà-

êîå ïðåäñòàâëåíèå U ýòîé ôîðìóëû, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì Π-
ðàçáèåíèåì.
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Ïðåäñòàâëåíèåì ôîðìóëû F ∈ N íà ïðÿìîóãîëüíèêå P ∈ RECn íà-
çûâàåòñÿ ëþáîå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå U ýòîé ôîðìóëû, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ
Π-ðàçáèåíèåì P .
Ñîáñòâåííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì íåòðèâèàëüíîé (f ̸= const) áóëåâîé

ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê f−1(0)× f−1(1).
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-

ìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 1 è ëþáûõ ∅ ⊂ Z ⊆ {1, . . . , n} è
δ ∈ {0, 1} ôîðìóëà F ∈ N òîãäà è òîëüêî òîãäà ïðèíàäëåæèò êëàññó
Pδ
Z , êîãäà îíà èìååò ñîâåðøåííîå ïðåäñòàâëåíèå íà ñîáñòâåííîì ïðÿ-

ìîóãîëüíèêå ôóíêöèè f δ
Z(x1, . . . , xn).

3 Î íåêîòîðûõ ñóæåíèÿõ ñîâåðøåííûõ Π-ðàçáèåíèé

×åðåç Φδ
Z îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûé ïðÿìîóãîëüíèê ëèíåéíîé áóëåâîé

ôóíêöèè f δ
Z(x1, . . . , xn), è ïóñòü Nδ

Z = {α ∈ Bn |
⊕

i∈Z αi = δ}.
Î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Φδ

Z = Nδ⊕1
Z ×Nδ

Z
Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà è åãî ëèíåéíîãî Π-

ðàçáèåíèÿ [8].
Ïðÿìîóãîëüíèê L ∈ RECn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîæåñòâîì èëè

ïðîñòî ëèíåéíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k, 1 ≤ k ≤ n,
è òàêèå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J = J1, . . . , Jk è ∆ = δ1, . . . , δk, ÷òî
{1, . . . , n} ⊇ J1 ⊃ J2, . . . ,⊃ Jk ⊃ ∅, δ1, . . . , δk ∈ {0, 1} è âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî L = Φδ1
J1
∩· · ·∩Φδk

Jk
. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J è ∆ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-
ìè ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò Jk ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
J íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ, ïîñëåäíèé ýëåìåíò δk ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè∆ � ïîêàçàòåëåì, ÷èñëî k � ìîùíîñòíûì ðàíãîì ëèíåéíîãî
ìíîæåñòâà L.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü (èñïîëüçóÿ ïðîñòåéøèå ñîîáðàæåíèÿ èç îáëàñòè

ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé), ÷òî äëÿ ëþáûõ âûøåóêàçàííûõ k,

J è∆ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Φδ1
J1
∩· · ·∩Φδk

Jk
̸= ∅ (à, çíà÷èò, è âêëþ÷åíèå

Φδ1
J1

∩ · · · ∩ Φδk
Jk

∈ RECn); è ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L ∈
RECn åãî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.
Ëèíåéíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè ìîùíîñòü ìíî-

æåñòâà åãî îáðàçóþùèõ ðàâíà 1.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ p è k, 1 ≤ p ≤ k, è ëþáîãî íàáîðà ìíîæåñòâ

J1, . . . , Jk ⊆ {1, . . . , n} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü J1, . . . , Jp áóäåì íàçûâàòü íà-
÷àëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J1, . . . , Jk; òî÷íî òàêæå äëÿ ëþáîãî íàáîðà
÷èñåë δ1, . . . , δk ∈ {0, 1} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δ1, . . . , δp áóäåì íàçûâàòü
íà÷àëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δ1, . . . , δk.



Î ÑÂÎÉÑÒÂÅ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÔÎÐÌÓË 1531

Ëèíåéíîå ìíîæåñòâî M ∈ RECn íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì
ïîäìíîæåñòâîì ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L ∈ RECn, åñëè íèæíÿÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì íèæíåé õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M , è âåðõíÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü L ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì âåðõíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè M .
Ñîáñòâåííîå ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L ∈ RECn

íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ëèíåéíûì
ìíîæåñòâîì.

Π-ðàçáèåíèå ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà L ∈ RECn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì,
åñëè êàæäûé åãî áëîê ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì
ïîäìíîæåñòâîì L.
Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå èçîìîðôèçìà Π-ðàçáèåíèé [7].
Äâà ïðÿìîóãîëüíûõ ôðàãìåíòà Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn íàçûâàþòñÿ ãî-

ðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî) ñîñåäíèìè, åñëè ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëü-
íî) ñîñåäíèìè ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ôðàãìåíòàì ãèïåðáëîêè
ýòîãî Π-ðàçáèåíèÿ.
Ïðÿìîóãîëüíûé ôðàãìåíò S ∈ F(U) íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì

(âåðòèêàëüíûì) ñîåäèíåíèåì ïðÿìîóãîëüíûõ ôðàãìåíòîâ S1, S2 ∈ F(U),
åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ôðàãìåíòó S ãèïåðáëîê Π-ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿåò-
ñÿ ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ñîåäèíåíèåì ãèïåðáëîêîâ ýòîãî Π-
ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôðàãìåíòàì S1, S2.
Ïóñòü U, T ∈ Πn, |U | = |T | è µ � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

Π-ðàçáèåíèÿ U íà Π-ðàçáèåíèå T .
Ìû ãîâîðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå µ ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ïîäñåìåéñòâ

áûòü ïðÿìîóãîëüíûìè ôðàãìåíòàìè, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäñåìåéñòâà
S ⊆ U è åãî îáðàçà µ(S) èç âêëþ÷åíèÿ S ∈ F(U) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå
µ(S) ∈ F(T ).
Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèå µ ñîõðàíÿåò ñîåäèíÿåìîñòü ïðÿìîóãîëü-

íûõ ôðàãìåíòîâ, åñëè îíî, âî-ïåðâûõ, ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ïîäñåìåéñòâ
áûòü ïðÿìîóãîëüíûìè ôðàãìåíòàìè; âî-âòîðûõ, äëÿ ëþáûõ S, S1, S2 ∈
F(U) ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: åñëè ôðàãìåíò S ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëü-
íûì ñîåäèíåíèåì ôðàãìåíòîâ S1 è S2, òî ôðàãìåíò µ(S) ÿâëÿåòñÿ ãîðè-
çîíòàëüíûì ñîåäèíåíèåì ôðàãìåíòîâ µ(S1) è µ(S2), è, åñëè ôðàãìåíò S
ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíûì ñîåäèíåíèåì ôðàãìåíòîâ S1 è S2, òî ôðàãìåíò
µ(S) ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíûì ñîåäèíåíèåì ôðàãìåíòîâ µ(S1) è µ(S2).
Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèå µ ñîõðàíÿåò îäíîðîäíîñòü áëîêîâ, åñ-

ëè äëÿ êàæäîãî áëîêà Q ∈ U ïðè ëþáûõ i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1} èç
âêëþ÷åíèÿ Q ⊆ Xδ

i ñëåäóåò âêëþ÷åíèå µ(Q) ⊆ Xδ
i .

Ïîëóèçîìîðôèçìîì Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn íà Π-ðàçáèåíèå T ∈ Πn íà-
çûâàåòñÿ òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå µ : U −→ T , ÷òî µ
ñîõðàíÿåò ñîåäèíÿåìîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ ôðàãìåíòîâ è ñîõðàíÿåò îäíî-
ðîäíîñòü áëîêîâ.
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Èçîìîðôèçìîì Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn íà Π-ðàçáèåíèå T ∈ Πn íàçûâà-
åòñÿ òàêîé ïîëóèçîìîðôèçì µ : U −→ T , ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå µ−1

ÿâëÿåòñÿ ïîëóèçîìîðôèçìîì T íà U .
Π-ðàçáèåíèÿ U, T ∈ Πn íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

èçîìîðôèçì Π-ðàçáèåíèÿ U íà Π-ðàçáèåíèå T .

×åðåç Φδ1,δ2
J1,J2

îáîçíà÷èì ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê ñ íèæíåé õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ J1, J2 è âåðõíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ δ1, δ2.

Î÷åâèäíî äëÿ Φδ1,δ2
J1,J2

= Φδ1
J1
∩Φδ2

J2
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Φδ1,δ2

J1,J2
⊆ Φδ2

J2
.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 2 è ëþáûõ òàêèõ Z, I ⊆ {1, . . . , n},
÷òî Z ⊃ I ⊃ ∅, ïðè ëþáûõ δ, σ ∈ {0, 1} ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâà
óòâåðæäåíèÿ:

1) ñóæåíèå U |Φδ,σ
Z,I ëþáîãî ñîâåðøåííîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëü-

íèêà Φσ
I íà ïðÿìîóãîëüíèê Φδ,σ

Z,I ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì U ñîâåðøåííûì

Π-ðàçáèåíèåì Φδ,σ
Z,I ;

2) äëÿ ëþáîãî ñîâåðøåííîãî Π-ðàçáèåíèÿ V ïðÿìîóãîëüíèêà Φδ,σ
Z,I ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîâåðøåííîå Π-ðàçáèåíèå U ïðÿìîóãîëüíèêà

Φσ
I òàêîå, ÷òî U |Φδ,σ

Z,I = V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.
Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíîå ñîâåðøåííîå Π-ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà

Φσ
I . ×åðåç V îáîçíà÷èì ñóæåíèå U íà ïðÿìîóãîëüíèê Φδ,σ

Z,I . Â [8] óñòà-
íîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2. Π-ðàçáèåíèå ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L ∈ RECn òîãäà è
òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

Ïî ëåììå 2 èç ñîâåðøåííîñòè U ñëåäóåò åãî ëèíåéíîñòü. Ïîýòîìó ëþ-
áîé áëîê U ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæå-
ñòâîì ïðÿìîóãîëüíèêà Φσ

I .

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî áëîêà Q ∈ U ïåðåñå÷åíèå Q∩Φδ,σ
Z,I ÿâëÿåòñÿ ýëå-

ìåíòàðíûì ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðÿìîóãîëüíèêà

Φδ,σ
Z,I . Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòî-

ãî ëèíåéíîãî ïîäìíîæåñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Q ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ê íèì
â êà÷åñòâå ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî Z è δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíûé áëîê U . Èç ëèíåéíîñòè U
ñëåäóåò, ÷òîQ ýòî ýëåìåíòàðíûé ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê, à I è σ � ïåð-
âûå ýëåìåíòû åãî ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîýòîìó èç âêëþ÷åíèÿ Z ⊃ I ñëåäóåò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Φδ

Z ∩Q òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ëèíåéíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì,
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Z, I è δ, σ ÿâëÿþòñÿ íà÷àëàìè åãî ñîîòâåòñòâåí-
íî íèæíåé è âåðõíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ýòî ïî
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îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî Φδ
Z ∩Q ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáñòâåííûì

ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Φδ,σ
Z,I . Êðîìå òî-

ãî î÷åâèäíî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Φδ
Z ∩ Q ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé Q ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ê íèì â êà÷åñòâå ïåðâûõ ýëå-
ìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî Z è δ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó âêëþ÷åíèÿ

Q ⊆ Φσ
I ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Q∩Φδ,σ

Z,I = Φδ
Z∩Q. Ëåììà 3 äîêàçàíà. □

Ëåììà 4. Ñóæåíèå V = U |Φδ,σ
Z,I ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì Π-ðàçáèåíèåì

ïðÿìîóãîëüíèêà Φδ,σ
Z,I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåìì 1, 3 ñëåäóåò, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì Π-

ðàçáèåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà Φδ,σ
Z,I . Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 2 îíî ÿâëÿåòñÿ

åãî ñîâåðøåííûì Π-ðàçáèåíèåì. Ëåììà 4 äîêàçàíà. □

Ïîêàæåì, ÷òî Π-ðàçáèåíèÿ U è V èçîìîðôíû.

Ëåììà 5. Ñóæåíèå V = U |Φδ,σ
Z,I ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3 âñå ïåðåñå÷åíèÿ Q∩Φδ,σ
Z,I , Q ∈ U , ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî Q ∈ U ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî Q ∩ Φδ,σ
Z,I ̸= ∅. Ëåììà 5 äîêàçàíà. □

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå µ : U → V ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

µ(Q) = Q ∩ Φδ,σ
Z,I , Q ∈ U.

Ëåììà 6. Îòîáðàæåíèå µ : U −→ V ÿâëÿåòñÿ ïîëóèçîìîðôèçìîì Π-
ðàçáèåíèÿ U íà Π-ðàçáèåíèå V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [7] óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ.

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Φ ∈ RECn

ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: åñëè ñóæåíèå U íà ïðÿìîóãîëüíèê P ⊆ Φ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòðîãèì, òî çàäàííîå ðàâåíñòâîì µ(Q) = Q ∩ P , Q ∈ U , îòîá-
ðàæåíèå µ : U −→ U |P ÿâëÿåòñÿ ïîëóèçîìîðôèçìîì U íà Π-ðàçáèåíèå
U |P .
Ëåììà 6 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåìì 5 è 7. Ëåììà 6 äîêàçàíà. □

Ðàññìîòðèì îáðàòíîå ê µ îòîáðàæåíèå µ−1 : V −→ U .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà M ∈ RECn ìîùíîñò-

íîãî ðàíãà k ≥ 2 ÷åðåç M (1) îáîçíà÷èì ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê, íèæ-
íÿÿ è âåðõíÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîòîðîãî ïîëó-
÷åíû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé M
ïîñðåäñòâîì âû÷¼ðêèâàíèÿ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 8. Çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ µ−1 : V −→ U îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

µ−1(M) = M (1), M ∈ V.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 8 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 3. □

Ñëåäñòâèå 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî U = {M (1) | M ∈ V }.

×åðåç P(Φδ,σ
Z,I) è P(Φσ

I ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ Φδ,σ
Z,I è Φσ

I ñîîòâåòñòâåííî.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå µ−1 òàêæå ïîëóèçîìîðôèçì, ïî-

ñòðîèì íåñêîëüêî áîëåå øèðîêîå îòîáðàæåíèå Λ : P(Φδ,σ
Z,I) → P(Φσ

I ), è

ïîêàæåì, ÷òî µ−1 ÿâëÿåòñÿ åãî ñóæåíèåì íà V .

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå i ∈ Z\I, è äëÿ êàæäîãî (α, β) ∈ Φδ,σ
Z,I îïðåäåëèì

ïðÿìîóãîëüíèê T((α, β)) ∈ RECn ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

T((α, β)) = {α, α+ ei} × {β, β + ei}.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî (α, β) ∈ Φδ,σ
Z,I ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

T((α, β)) ⊆ Φσ
I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà Φδ,σ
Z,I = Φδ

Z ∩ Φσ
I ñëåäóåò (α, β) ∈ Φσ

I .

Ïîýòîìó α ∈ Nσ⊕1
I , β ∈ Nσ

I . Çíà÷èò, èç i ∈ Z \ I ñëåäóåò α+ ei ∈ Nσ⊕1
I è

β + ei ∈ Nσ
I . Îòñþäà ñëåäóåò

T((α, β)) = {α, α+ ei} × {β, β + ei} ⊆ Nσ⊕1
I ×Nσ

I = Φσ
I .

Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî. □

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáûõ (α, β), (ρ, γ) ∈ Φδ,σ
Z,I èç (α, β) ̸= (ρ, γ) ñëå-

äóåò
T((α, β)) ∩ T((ρ, γ)) = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëèáî âåðòèêàëüíûå ëèáî ãî-
ðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ T((α, β)) è T((ρ, γ)) íå ïåðåñå-
êàþòñÿ.
Ïóñòü α ̸= ρ. Òîãäà î÷åâèäíî α+ei ̸= ρ+ei. Êðîìå òîãî èç âêëþ÷åíèé

α, ρ ∈ Nδ⊕1
Z ∩Nσ⊕1

I è i ∈ Z \ I ñëåäóåò α+ ei, ρ+ ei ∈ Nδ
Z ∩Nσ⊕1

I . Ïîýòîìó

α+ ei ̸= ρ è ρ+ ei ̸= α. Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

{α, α+ ei} ∩ {ρ, ρ+ ei} = ∅.
Ò. å. âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû âûøåóêàçàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ.
Â ñëó÷àå β ̸= γ ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå èõ ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû

íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçàíî. □

Îòîáðàæåíèå Λ : P(Φδ,σ
Z,I) → P(Φσ

I ) îïðåäåëèì ñëåäóþùèìè ðàâåí-
ñòâàìè:

Λ(M) =
⋃

(α,β)∈M

T((α, β)), M ⊆ Φδ,σ
Z,I , M ̸= ∅; Λ(∅) = ∅.

Ëåììà 9. Äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïîäìíîæåñòâà M ëè-

íåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Φδ,σ
Z,I ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Λ(M) = M (1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ñîáñòâåííîå ëèíåéíîå ïîä-

ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíèêà Φδ,σ
Z,I , è ïóñòü J1, . . . , Jk è τ1, . . . , τk � ñîîòâåò-

ñòâåííî åãî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

J1 = Z, J2 = I, τ1 = δ, τ2 = σ,

M = Φδ
Z ∩ Φσ

I ∩ Φτ3
J3

∩ . . . ∩ Φτk
Jk
, M (1) = Φσ

I ∩ Φτ3
J3

∩ . . . ∩ Φτk
Jk
.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî (α, β) ∈ M èç âêëþ÷åíèé I ⊃ J3 ⊃ . . . ⊃ Jk, i ∈ Z \ I
è î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ M ⊆ M (1) ñëåäóåò

{α, α+ei} ⊆ Nσ⊕1
I ∩Nτ3⊕1

J3
∩. . .∩Nτk⊕1

Jk
è {β, β+ei} ⊆ Nσ

I ∩N
τ3
J3
∩. . .∩Nτk

Jk
.

Ïîýòîìó

T((α, β)) = {α, α+ ei} × {β, β + ei}

⊆ (Nσ⊕1
I ∩Nτ3⊕1

J3
∩ . . . ∩Nτk⊕1

Jk
)× (Nσ

I ∩Nτ3
J3

∩ . . . ∩Nτk
Jk
)

= Φσ
I ∩ Φτ3

J3
∩ . . . ∩ Φτk

Jk
= M (1).

Ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ Λ(M) ⊆ M (1).

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå Λ(M) ⊇ M (1). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

÷åòûðå ïîäìíîæåñòâà Ac1,c2 = M (1) ∩ (Nc1
Z × Nc2

Z ), c1, c2 ∈ {0, 1}, ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà M (1). Â ñèëó î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà M (1) = A0,0 ∪ A0,1 ∪
A1,0∪A1,1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ÷åòûðå âêëþ÷åíèÿ Λ(M) ⊇ Ac1,c2 , c1, c2 ∈
{0, 1}.
Çàìåòèì, ÷òî M = M (1) ∩ Φδ

Z = Aδ⊖1,δ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàåì δ = 0, ò. å. M = A1,0. Äëÿ ëþáîãî (α, β) ∈ M ïî îïðåäåëåíèþ
ïðÿìîóãîëüíèêà T((α, β)) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå T((α, β)) ∋ (α, β). Ýòî
îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ Λ(M) ⊇ A1,0.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå (α, β) ∈ A0,0 è ïóñòü γ = α + ei. Òîãäà

î÷åâèäíî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå (γ, β) ∈ A1,0 = M . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà T((γ, β)) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå T((γ, β)) ∋ (γ + ei, β). Â
ñèëó ðàâåíñòâà (γ + ei, β) = (α, β) ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷å-
íèÿ Λ(M) ⊇ A0,0.
Îñòàâøèåñÿ äâà âêëþ÷åíèÿ Λ(M) ⊇ A0,1 è Λ(M) ⊇ A1,1 âûïîëíåíû

ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì. Ëåììà 9 äîêàçàíà. □

Ëåììà 10. Îòîáðàæåíèå µ−1 : V −→ U ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì îòîáðà-
æåíèÿ Λ íà Π-ðàçáèåíèå V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 10 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåìì 8 è 9. □

Ëåììà 11. Îòîáðàæåíèå Λ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ M1,M2 ⊆ Φδ,σ
Z,I èç M1 ∩M2 = ∅ ñëåäóåò

Λ(M1) ∩ Λ(M2) = ∅;
2) äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ M1,M2 ⊆ Φδ,σ

Z,I ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Λ(M1 ∪M2) = Λ(M1) ∪ Λ(M2);
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3) äëÿ ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà M ⊆ Φδ,σ
Z,I åãî îáðàç Λ(M) òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì;
4) äëÿ ëþáûõ äâóõ ãîðèçîíòàëüíî ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâM1,M2 ⊆

Φδ,σ
Z,I ïðÿìîóãîëüíèêè Λ(M1) è Λ(M2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî

ñîñåäíèìè, è äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðòèêàëüíî ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

M1,M2 ⊆ Φδ,σ
Z,I ïðÿìîóãîëüíèêè Λ(M1) è Λ(M2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåð-

òèêàëüíî ñîñåäíèìè.
5) äëÿ ëþáîãî M ⊆ Φδ,σ

Z,I ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Λ(M) ∩ Φδ,σ
Z,I = M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 11 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäó-
åò èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Λ è ïðåäëîæåíèé 1, 2. □

Ëåììà 12. Îòîáðàæåíèå µ−1 : V −→ U ÿâëÿåòñÿ ïîëóèçîìîðôèçìîì
Π-ðàçáèåíèÿ V íà Π-ðàçáèåíèå U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 10 îòîáðàæåíèå µ−1 ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì
îòîáðàæåíèÿ Λ íà Π-ðàçáèåíèå V . Ïîýòîìó â ñèëó ñôîðìóëèðîâàííûõ â
ëåììå 11 ñâîéñòâ 1, 2 îòîáðàæåíèÿ Λ îòîáðàæåíèå µ−1 ñîõðàíÿåò ñâîé-
ñòâî ïîäñåìåéñòâ áûòü ïðÿìîóãîëüíûìè ôðàãìåíòàìè. È ñëåäîâàòåëüíî
â ñèëó ñâîéñòâ 3, 4 èç òîé æå ëåììû îíî ñîõðàíÿåò ñîåäèíÿåìîñòü ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ ôðàãìåíòîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî µ−1 ñîõðàíÿåò îäíîðîäíîñòü áëîêîâ. Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòàðíûé ëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê M =
Φτ1
J1

∩ . . . ∩Φτk
Jk
. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ íåãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî |Jk| = 1.

Ïóñòü Jk = {j}. Î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå M ⊆ Φτk
Jk

= Xτk
j . Ïî-

ýòîìó ïðÿìîóãîëüíèê M ÿâëÿåòñÿ (j, τk)-îäíîðîäíûì. Êðîìå òîãî î÷å-
âèäíî M ÿâëÿåòñÿ (j, τk)-öåíòðèðîâàííûì, ò. å. äëÿ íåêîòîðîé åãî äèà-
ãîíàëè D ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå D ⊆ Rτk

j . Î÷åâèäíî òàêæå äëÿ ëþáîãî

ðåáðà (α, β) ∈ Rτk
j ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå i ∈ {1, . . . , n} è δ ∈ {0, 1}

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå (α, β) ∈ Xδ
i , ýòèìè i è δ ÿâëÿþò-

ñÿ ñîîòâåòñòâåííî j è τk. Ïîýòîìó äëÿ M ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå
i ∈ {1, . . . , n} è δ ∈ {0, 1} äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå M ⊆ Xδ

i (ò.
å. äëÿ êîòîðûõ M ÿâëÿåòñÿ (i, δ)-îäíîðîäíûì). Ïðè k ≥ 2 òî æå ñàìîå

ñïðàâåäëèâî è äëÿM (1). Â ñèëó ëåììû 8 ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå
µ−1 ñîõðàíÿåò îäíîðîäíîñòü áëîêîâ. Ëåììà 12 äîêàçàíà. □

Ëåììà 13. Îòîáðàæåíèå µ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì Π-ðàçáèåíèÿ U
íà Π-ðàçáèåíèå V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 12 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåìì 6 è 12. □

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåìì 4 è 13.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.
Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå ñîâåðøåííîå Π-ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà

Φδ,σ
Z,I . Ïî ëåììå 2 îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, ò. å. ëþáîé åãî áëîê ÿâëÿåò-

ñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì Φδ,σ
Z,I . ×åðåç S

îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ {M (1) | M ∈ V }. Î÷åâèäíî âñå
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ïðÿìîóãîëüíèêè èç S ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñîáñòâåííûìè ëèíåéíû-
ìè ïîäìíîæåñòâàìè ïðÿìîóãîëüíèêà Φσ

I .

Ëåììà 14. Åñëè ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå Π-ðàçáèåíèå U ïðÿìîóãîëü-

íèêà Φσ
I òàêîå, ÷òî U |Φδ,σ

Z,I = V , òî îíî åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 äëÿ òàêîãî Π-ðàçáèåíèÿ U äîëæíî
áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî U = S. Ëåììà 14 äîêàçàíà. □

Ëåììà 15. Ñåìåéñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ S ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì Π-
ðàçáèåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà Φσ

I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ðàçáèåíèåì

ïðÿìîóãîëüíèêà Φσ
I . Î÷åâèäíî |Φo

I | = 4|Φδ,σ
Z,I | è äëÿ ëþáîãî M ∈ V ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî |M (1)| = 4|M |. Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∑
Q∈S

|Q| =
∑
M∈V

|M (1)| =
∑
M∈V

4|M | = 4|Φσ,δ
I,Z | = |Φδ

Z |.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèêè ñåìåéñòâà S ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ M,K ∈ V ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâîM (1)∩K(1) ̸= ∅. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå (α, β) ∈ M (1)∩K(1) è
ëþáîå i ∈ Z\I. ×åðåç T îáîçíà÷èì ïðÿìîóãîëüíèê {α, α+ei}×{β, β+ei}.
Òîãäà èç âêëþ÷åíèÿ i ∈ Z \ I ñëåäóåò T ⊆ M (1) ∩ K(1). Îòñþäà â ñèëó

ðàâåíñòâ M = Φδ
Z ∩ M (1) è K = Φδ

Z ∩ K(1) ñëåäóåò T ∩ (M ∩ K) ̸= ∅.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó M ∩ K = ∅. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è ïðÿìîóãîëüíèêè ñåìåéñòâà S ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
×åðåç λ : V → S îáîçíà÷èì çàäàííîå ïðàâèëîì λ(M) = M (1) âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå V íà S. Â ñèëó ëåììû 9 îòîáðàæåíèå λ ÿâëÿ-
åòñÿ ñóæåíèåì îòîáðàæåíèÿ Λ íà V . Ïîýòîìó â ñèëó ñâîéñòâà 5 îòîáðà-

æåíèÿ Λ äëÿ ëþáîãî Q ∈ S ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî λ−1(Q) = Q ∩ Φδ,σ
Z,I .

Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå S ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëèìûì.
Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíûé ñîñòàâíîé ãèïåðáëîê S. ×åðåç F îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïðÿìîóãîëüíûé ôðàãìåíò S, ÷åðåç C � ïåðåñå÷å-

íèå P ∩ Φσ,δ
I,Z , ÷åðåç E � ñåìåéñòâî áëîêîâ {λ−1(Q) | Q ∈ F} ðàçáèåíèÿ

V . Òîãäà èç ðàâåíñòâà

C = P ∩ Φδ,σ
Z,I =

⋃
Q∈F

(Q ∩ Φδ,σ
Z,I) =

⋃
Q∈F

λ−1(Q)

ñëåäóåò C ̸= ∅, ò. å. C ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì è áîëåå òîãî � ãè-
ïåðáëîêîì Π-ðàçáèåíèÿ V . Ïîýòîìó â ñèëó ñâîéñòâ 1, 2 îòîáðàæåíèÿ Λ
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Λ(C) = Λ

 ⋃
Q∈F

λ−1(Q)

 =
⋃
Q∈F

Q = P.
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Îòñþäà â ñèëó ñâîéñòâ 1, 2, 3, 4 îòîáðàæåíèÿ Λ èç ðàçäåëèìîñòè ãè-
ïåðáëîêà C Π-ðàçáèåíèÿ V ñëåäóåò ðàçäåëèìîñòü ãèïåðáëîêà P ïðÿìî-
óãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ S.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå S ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Êàê

óæå áûëî îòìå÷åíî, ëþáîé áëîê S ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáñòâåí-
íûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðÿìîóãîëüíèêà Φσ

I . Ýòî çíà÷èò, ÷òî îí
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòàðíûì ëèíåéíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì M =
Φσ
I ∩ Φτ1

J1
∩ . . . ∩ Φτk

Jk
. Ïîýòîìó â ñèëó âêëþ÷åíèÿ M ⊆ Φτk

Jk
è ðàâåíñòâà

Φτk
Jk

= Xτk
j , j ∈ Jk, îí ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì.

Â ñèëó ðàçäåëèìîñòè è îäíîðîäíîñòè ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå S ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà Φδ

Z ÿâëÿåòñÿ åãî Π-ðàçáèåíèåì. À ïîñêîëüêó êàæäûé áëîê
S ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà Φσ

I , ýòî Π-ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Çíà÷èò, ïî ëåììå
2 îíî ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì. Ëåììà 15 äîêàçàíà. □

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåìì 14 è 15.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. □

4 Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ôîðìóëà F ∈ Pδ
Z èìååò ñîâåðøåííîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå íà ñîáñòâåííîì ïðÿìîóãîëüíèêå ôóíêöèè f δ
Z(x1, . . . , xn). Äîêàçà-

òåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî |Z|.
Ïðè |Z| = 1 ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà Pδ

Z ôîðìóëà F ∈ Pδ
Z ÿâëÿåòñÿ

îäíîáóêâåííîé ôîðìóëîé xδi , i ∈ Z. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñîáñòâåííîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà Φδ

Z ôóíêöèè f δ
Z ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Φδ

Z = Xδ
i . ×å-

ðåç U îáîçíà÷èì ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîãî áëîêà Xδ
i Π-ðàçáèåíèå ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà Φδ
Z . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïîðîæäàåìîãî Π-ðàçáèåíèåì U

êëàññà ôîðìóë N(U) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå xδi ∈ N(U). Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì F . À ïîñêîëüêó åäèíñòâåííûé áëîê
Xδ

i Π-ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿåòñÿ (i, δ)-öåíòðèðîâàííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì, U
ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ïðåäñòàâëåíèåì F íà ïðÿìîóãîëüíèêå Φδ

Z .
Ïóñòü m > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè 1 ≤ |Z| ≤ m− 1 ëþáàÿ ôîðìóëà

èç êëàññà Pδ
Z èìååò ñîâåðøåííîå ïðåäñòàâëåíèå íà ïðÿìîóãîëüíèêå Φδ

Z .
Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è ïðè |Z| = m.
Ïóñòü |Z| = m è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà èç Pδ

Z . Ïî îïðåäåëå-

íèþ êëàññà ôîðìóë Pδ
Z äëÿ F ñóùåñòâóåò òàêîå îòëè÷íîå îò Z íåïó-

ñòîå ïîäìíîæåñòâî I ìíîæåñòâà Z, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå F ∈
Pδ
∨(I, Z \ I) ∪ Pδ

∧(I, Z \ I). Ìíîæåñòâî Z \ I îáîçíà÷èì ÷åðåç J . Òîãäà
î÷åâèäíî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà |I| ≤ m− 1 è |J | ≤ m− 1.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé F ∈ P1

∨(I, J). Ñëó÷àé F ∈ P1
∧(I, J) à òàêæå ñëó÷àè

F ∈ P0
∨(I, J) è F ∈ P0

∧(I, J) ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà ôîðìóë P1

∨(I, J) äëÿ ôîðìóëû F ∈ P1
∨(I, J)

ñóùåñòâóþò òàêèå ÷åòûðå ôîðìóëû F 0
I ∈ P0

I , F
1
J ∈ P1

J , F
1
I ∈ P1

I , F
0
J ∈ P0

J ,
÷òî F Π-ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå F ′ = ((F 0

I ∧ F 1
J ) ∨ (F 1

I ∧ F 0
J )).
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Â [7] óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 16. Äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn êëàññ ôîðìóë N(U) çà-
ìêíóò îòíîñèòåëüíî Π-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â ñèëó ëåììû 16 ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóëû F ′ ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèåì ôîðìóëû F . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî F ′ èìååò ñî-
âåðøåííîå ïðåäñòàâëåíèå íà ïðÿìîóãîëüíèêå Φ1

Z .
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè óêàçàííûå ôîðìóëû F 0

I , F
1
J , F

1
I , F

0
J èìå-

þò ñîâåðøåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ íà ïðÿìîóãîëüíèêàõ Φ0
I , Φ

1
J , Φ

1
I , Φ

0
J ñî-

îòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç U0
I , U

1
J , U

1
I , U

0
J ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóë ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

F 0
I ∈ N(U0

I ), F 1
J ∈ N(U1

J ), F 1
I ∈ N(U1

I ), F 0
J ∈ N(U0

J ) (1)

è ïî òåîðåìå 2 ñóæåíèÿ

U1,0
Z,I = U0

I |Φ
1,0
Z,I , U1,1

Z,J = U1
J |Φ

1,1
Z,J , U1,1

Z,I = U1
I |Φ

1,1
Z,I , U1,0

Z,J = U0
J |Φ

1,0
Z,J

ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñîîòâåòñòâåííî

Φ1,0
Z,I = Φ1

Z ∩ Φ0
I , Φ1,1

Z,J = Φ1
Z ∩ Φ1

J , Φ1,1
Z,I = Φ1

Z ∩ Φ1
I , Φ1,0

Z,J = Φ1
Z ∩ Φ0

J

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè èì ñîâåðøåííûìè Π-ðàçáèåíèÿìè ýòèõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî îáúåäèíåíèå U = U1,0

Z,I ∪ U1,1
Z,J ∪ U1,1

Z,I ∪ U1,0
Z,J ýòèõ Π-

ðàçáèåíèé è åñòü ñîâåðøåííîå ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóëû F ′ íà ïðÿìî-
óãîëüíèêå Φ1

Z .
Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì Π-ðàçáèåíèåì Φ1

Z .

Ëåììà 17. Ïðÿìîóãîëüíèêè Φ1,0
Z,I è Φ1,1

Z,J òàêæå êàê è ïðÿìîóãîëüíèêè

Φ1,1
Z,I è Φ1,0

Z,J ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñîñåäíèìè. Ïðè ýòîì èõ îáúåäè-

íåíèÿ Φ1,0
Z,I ∪ Φ1,1

Z,J è Φ1,1
Z,I ∪ Φ1,0

Z,J ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíî ñîñåäíèìè ïðÿ-

ìîóãîëüíèêàìè. Îáúåäèíåíèå (Φ1,0
Z,I ∪Φ1,1

Z,J)∪(Φ1,1
Z,I ∪Φ1,0

Z,J) ïîñëåäíèõ äâóõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ åñòü ïðÿìîóãîëüíèê Φ1
Z .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ Φ1,0
Z,I è Φ1,1

Z,J ñëåäóåò

Φ1,0
Z,I = (N0

Z ∩N1
I)× (N1

Z ∩N0
I) è Φ1,1

Z,J = (N0
Z ∩N0

J)× (N1
Z ∩N1

J).

Èç âêëþ÷åíèÿ Z ⊃ I è ðàâåíñòâà J = Z \ I ñëåäóåò

N0
Z ∩N1

I = N0
Z ∩N0

J , (N1
Z ∩N0

I) ∩ (N1
Z ∩N1

J) = ∅.

Ïîýòîìó ïðÿìîóãîëüíèêè Φ1,0
Z,I , Φ

1,1
Z,J ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñîñåäíè-

ìè. Êðîìå òîãî â ñèëó ðàâåíñòâà (N1
Z ∩ N0

I) ∪ (N1
Z ∩ N1

J) = N1
Z äëÿ èõ

îáúåäèíåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φ1,0
Z,I ∪ Φ1,1

Z,J = (N0
Z ∩N1

I)×N1
Z .
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Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå ïðÿìîóãîëüíèêè Φ1,1
Z,I è Φ1,0

Z,J òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ãîðèçîíòàëüíî ñîñåäíèìè è äëÿ èõ îáúåäèíåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φ1,0
Z,I ∪ Φ1,1

Z,J = (N0
Z ∩N0

I)×N1
Z .

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ è î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ

(N0
Z ∩N1

I) ∩ (N0
Z ∩N0

I) = ∅, (N0
Z ∩N1

I) ∪ (N0
Z ∩N0

I) = N0
Z

ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèêè Φ1,0
Z,I ∪ Φ1,1

Z,J è Φ1,1
Z,I ∪ Φ1,0

Z,J ÿâëÿþòñÿ âåðòè-
êàëüíî ñîñåäíèìè è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(Φ1,0
Z,I ∪ Φ1,1

Z,J) ∪ (Φ1,1
Z,I ∪ Φ1,0

Z,J) = N0
Z ×N1

Z = Φ1
Z .

Ëåììà 17 äîêàçàíà. □

Â [7] óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî î÷åâèäíîãî óòâåðæäå-
íèÿ.

Ëåììà 18. Åñëè ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2 ∈ RECn ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè,
òî äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ U1 ïåðâîãî è ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ U2 âòîðîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà èõ îáúåäèíåíèå U1 ∪U2 ÿâëÿåòñÿ Π-ðàçáèåíèåì ïðÿìî-
óãîëüíèêà P1 ∪ P2. Åñëè ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî
ñîñåäíèìè, òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå N(U) ∨ N(V ) ⊆ N(U ∪ V ); åñ-
ëè îíè ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíî ñîñåäíèìè, òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
N(U) ∧N(V ) ⊆ N(U ∪ V ).

Èç ëåìì 17, 18 ñëåäóåò, ÷òî îáúåäèíåíèÿ U1,0
Z,I ∪ U1,1

Z,J è U1,1
Z,I ∪ U1,0

Z,J ÿâ-

ëÿþòñÿ Π-ðàçáèåíèÿìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ Φ1,0
Z,I ∪Φ1,1

Z,J è Φ1,1
Z,I ∪Φ1,0

Z,J ñîîò-

âåòñòâåííî, à îáúåäèíåíèå U = U1,0
Z,I ∪ U1,1

Z,J ∪ U1,1
Z,I ∪ U1,0

Z,J � Π-ðàçáèåíèåì

ïðÿìîóãîëüíèêà Φ1
Z . Êðîìå òîãî èç ñîâåðøåííîñòè Π-ðàçáèåíèé U1,0

Z,I ,

U1,1
Z,J , U

1,1
Z,I , U

1,0
Z,J ñëåäóåò, ÷òî âñå èõ áëîêè ÿâëÿþòñÿ öåíòðèðîâàííûìè

ïðÿìîóãîëüíèêàìè. Ïîýòîìó âñå áëîêè Π-ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿþòñÿ öåíòðè-
ðîâàííûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè. Ñëåäîâàòåëüíî U ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì
Π-ðàçáèåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà Φ1

Z .
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî Π-ðàçáèåíèå U ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ôîðìó-

ëû F ′. Â [7] óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 19. Äëÿ ëþáûõ äâóõ èçîìîðôíûõ Π-ðàçáèåíèé V,U ∈ Πn ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî N(V ) = N(U).

Â ñèëó ëåììû 19 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

N(U1,0
Z,I) = N(U0

I ), N(U1,1
Z,J) = N(U1

J ), N(U1,1
Z,I) = N(U1

I ), N(U1,0
Z,J) = N(U0

J ).
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Èç âêëþ÷åíèé (1), ýòèõ ðàâåíñòâ è ëåìì 16, 17, 18 ñëåäóåò

F ′ = (F 0
I ∧ F 1

J ) ∨ (F 1
I ∧ F 0

J ) ∈
(
N(U0

I ) ∧N(U1
J )
)
∨
(
N(U1

I ) ∧N(U0
J )
)

=
(
N(U1,0

Z,I) ∧N(U1,1
Z,J)

)
∨
(
N(U1,1

Z,I) ∧N(U1,0
Z,J)

)
⊆ N(U1,0

Z,I ∪ U1,1
Z,J) ∨N(U1,1

Z,I ∪ U1,0
Z,J)

⊆ N(U1,0
Z,I ∪ U1,1

Z,J ∪ U1,1
Z,I ∪ U1,0

Z,J) ⊆ N(U).

Âêëþ÷åíèå F ′ ∈ N(U) ïî îïðåäåëåíèþ è îçíà÷àåò, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèåì ôîðìóëû F ′. Ñëó÷àé F ∈ P1

∨(I, J) ðàññìîòðåí.
Íåîáõîäèìîå óñëîâèå òåîðåìû 1 äîêàçàíî.

5 Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóþòñÿ ïîíÿòèÿ ïðîñòîãî äâîéíîãî ðàçðå-
çà Π-ðàçáèåíèÿ è åãî ìàòðèöû. Ïîýòîìó ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì ïðèâå-
ä¼ííûå â [8] îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé è íåêîòîðûå ñâÿçàííûå ñ íèìè
óòâåðæäåíèÿ.
Äâîéíûì ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ÷åò-

â¼ðêà ïðÿìîóãîëüíèêîâ C = {C1, C2, C3, C4} ⊆ REC(P ), ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî âåðòèêàëüíîãî ðàçðåçà A = {A1, A2} è íåêîòîðîãî ãîðèçîíòàëüíî-
ãî ðàçðåçà B = {B1, B2} ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
C = {A1∩B1, A1∩B2, A2∩B1, A2∩B2}. Ïðè ýòîì ðàçðåçû A è B íàçûâà-
þòñÿ ðàçðåçàìè, ïîðîæäàþùèìè äâîéíîé ðàçðåç C; à äâîéíîé ðàçðåç C �
ïîðîæä¼ííûì ðàçðåçàìè A è B. Âõîäÿùèå â C ïðÿìîóãîëüíèêè íàçûâà-
þòñÿ êîìïîíåíòàìè äâîéíîãî ðàçðåçà C. Ñîñòàâëåííàÿ èç åãî êîìïîíåíò
ìàòðèöà

M(C) =

(
A1 ∩B1 A1 ∩B2

A2 ∩B1 A2 ∩B2

)
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé äâîéíîãî ðàçðåçà C.
Î÷åâèäíî äëÿ ëþáîãî äâîéíîãî ðàçðåçà C ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîðîæäàþùèé C âåðòèêàëüíûé ðàçðåç A è
åäèíñòâåííûé ïîðîæäàþùèé C ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç B ýòîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû äâîéíîãî ðàçðåçà C

òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñîñåäíèìè ïðÿìîóãîëüíè-
êàìè, êîãäà îíè íàõîäÿòñÿ â îäíîé ñòðîêå, è òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâ-
ëÿþòñÿ âåðòèêàëüíî ñîñåäíèìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè, êîãäà îíè íàõîäÿòñÿ
â îäíîì ñòîëáöå ìàòðèöû M(C). Ïðè ýòîì îáúåäèíåíèå íàõîäÿùèõñÿ â
îäíîé ñòðîêå êîìïîíåíò C åñòü êîìïîíåíòà ïîðîæäàþùåãî C âåðòèêàëü-
íîãî ðàçðåçà A, è îáúåäèíåíèå íàõîäÿùèõñÿ â îäíîì ñòîëáöå êîìïîíåíò
C åñòü êîìïîíåíòà ïîðîæäàþùåãî C ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçðåçà B.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìàòðèöà äâîéíîãî ðàçðåçà îïðåäåëåíà íå îäíî-

çíà÷íî. Î÷åâèäíî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà å¼ ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðèâîäèò ê
ìàòðèöå, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé òîãî æå äâîéíîãî ðàçðåçà.
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È ëþáûå äâå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå äâîéíîãî ðàçðåçà îòëè÷àþò-
ñÿ òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ. Â ýòîì ñìûñëå ðàâåíñòâî
M(C) = M îçíà÷àåò, ÷òî M ýòî îäíà èç ÷åòûð¼õ âîçìîæíûõ ìàòðèö
äâîéíîãî ðàçðåçà C. Êàæäóþ èç ýòèõ ÷åòûð¼õ ìàòðèö áóäåì íàçûâàòü
òàêæå êîíêðåòíîé ìàòðèöåé äâîéíîãî ðàçðåçà C.
Äâîéíûì ðàçðåçîì ãèïåðáëîêà P ∈ H(U) Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn íàçû-

âàåòñÿ òàêîé äâîéíîé ðàçðåç ïðÿìîóãîëüíèêà P , ÷òî âñå åãî êîìïîíåíòû
ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáëîêàìè Π-ðàçáèåíèÿ U .
Äâîéíûì ðàçðåçîì Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn íàçûâàåòñÿ ëþáîé äâîéíîé

ðàçðåç ãëàâíîãî ãèïåðáëîêà Û ýòîãî Π-ðàçáèåíèÿ.
Î÷åâèäíî âåðòèêàëüíûé è ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåçû, ïîðîæäàþùèå

äâîéíîé ðàçðåç ãèïåðáëîêà ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíûì è
ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçàìè ýòîãî ãèïåðáëîêà. À âåðòèêàëüíûé è ãîðè-
çîíòàëüíûé ðàçðåçû, ïîðîæäàþùèå äâîéíîé ðàçðåç Π-ðàçáèåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíûì è ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçàìè ýòîãî
Π-ðàçáèåíèÿ.
Ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2 ∈ RECn íàçûâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî (âåðòè-

êàëüíî) ñìåæíûìè, åñëè âåðòèêàëüíûå (ãîðèçîíòàëüíûå) èõ ñòîðîíû
èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
Ãèïåðáëîêè P,K ∈ H(U) Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn íàçûâàþòñÿ âçàèìíî

ïðîñòûìè, åñëè ëèáî îíè ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñîñåäíèìè è ëþáûå
äâà áëîêà Q ⊆ P è T ⊆ K ýòîãî Π-ðàçáèåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî
ñìåæíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè; ëèáî îíè ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíî ñîñåä-
íèìè è ëþáûå äâà áëîêà Q ⊆ P è T ⊆ K ýòîãî Π-ðàçáèåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
âåðòèêàëüíî ñìåæíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè.
Äâîéíîé ðàçðåç ãèïåðáëîêà Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn íàçûâàåòñÿ ïðî-

ñòûì, åñëè ëþáûå äâå ñîñåäíèå êîìïîíåíòû ýòîãî ðàçðåçà ÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî ïðîñòûìè ãèïåðáëîêàìè Π-ðàçáèåíèÿ U .
Äâîéíîé ðàçðåç Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äâîéíûì ðàçðåçîì ãëàâíîãî ãèïåðáëîêà Û ýòîãî Π-
ðàçáèåíèÿ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn è åãî äâîéíîãî ðàçðåçà C

îïðåäåëèì ïîðîæäàåìûå èìè êëàññû ôîðìóë L∨(U,C) è L∧(U,C). Äëÿ
ýòîãî ñíà÷àëà äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíêðåòíîé ìàòðèöû

M =

(
M1,1 M1,2

M2,1 M2,2

)
,

äâîéíîãî ðàçðåçà C îïðåäåëèì êëàññû ôîðìóë L∨(U,C,M) è L∧(U,C,M)
ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

L∨(U,C,M) =
(
N(U |M1,1) ∧N(U |M2,1)

)
∨
(
N(U |M1,2) ∧N(U |M2,2)

)
,

L∧(U,C,M) =
(
N(U |M1,1) ∨N(U |M1,2)

)
∧
(
N(U |M2,1) ∨N(U |M2,2)

)
.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ëþáàÿ äðóãàÿ êîíêðåòíàÿ ìàòðèöà M ′ äâîé-
íîãî ðàçðåçà C îòëè÷àþòñÿ îò M òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëá-
öîâ. Ïîýòîìó ëþáàÿ ôîðìóëà èç êëàññà L∨(U,C,M) Π-ýêâèâàëåíòíà
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íåêîòîðîé ôîðìóëå èç êëàññà L∨(U,C,M
′). È íàîáîðîò ëþáàÿ ôîðìó-

ëà èç êëàññà L∨(U,C,M
′) Π-ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ôîðìóëå èç êëàññà

L∨(U,C,M). Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

L∨(U,C,M) = L∨(U,C,M ′).

È òî÷íî òàêæå ïî òîé æå ïðè÷èíå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

L∧(U,C,M) = L∧(U,C,M ′).

Ýòè ðàâåíñòâà îáîñíîâûâàþò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ
L∨(U,C) è L∧(U,C) ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

L∨(U,C) = L∨(U,C,M) è L∧(U,C) = L∧(U,C,M).

Òåîðåìà 3. Åñëè Π-ðàçáèåíèå U ∈ Πn èìååò ïðîñòîé äâîéíîé ðàçðåç
C, òî äëÿ êëàññà ïîðîæäàåìûõ U ôîðìóë ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N(U) = L∨(U,C) ∪ L∧(U,C). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 3 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñâîé-
ñòâà çàìûêàíèé êëàññîâ ôîðìóë.

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáûõ òð¼õ êëàññîâ ôîðìóë N,N1, N2 ⊆ N èç
ðàâåíñòâà N = N1 ∪N2 ñëåäóåò ðàâåíñòâî N = N1 ∪N2.

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáûõ äâóõ êëàññîâ ôîðìóë N1, N2 ⊆ N ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà N1 ∨N2 = N2 ∨N1 è N1 ∧N2 = N2 ∧N1.

Ïðåäëîæåíèå 5. Äëÿ ëþáûõ òð¼õ êëàññîâ ôîðìóë N,N1, N2 ⊆ N èç

ðàâåíñòâà N = N1 ∨N2 ñëåäóåò ðàâåíñòâî N = N1 ∨N2.

Êðîìå òîãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ïîòðåáóþòñÿ äâå ëåììû.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â [7].

Ëåììà 20. Äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ V ∈ Πn êëàññ ôîðìóë N(V ) ÿâëÿ-
åòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî Π-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ëåììà 21. Äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ Y ∈ Πn ñïðàâåäëèâî óòâåðæäå-
íèå: åñëè Y èìååò âåðòèêàëüíûé ðàçðåç A = {A1, A2}, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè ãèïåðáëîêàìè Y , òî äëÿ êëàññà
ïîðîæäàåìûõ Y ôîðìóë ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N(Y ) = N(Y |A1) ∧N(Y |A2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç âçàèìíîé ïðîñòîòû ãèïåðáëîêîâ A1

è A2 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò îòñóòñòâèå ãîðèçîíòàëüíûõ ðàçðåçîâ
ó Π-ðàçáèåíèÿ Y . Ñëåäîâàòåëüíî ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà ôîðìóë N∨(Y )
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî N∨(Y ) = ∅. Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà ôîð-
ìóë N(Y ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N(Y ) = N∨(Y ) ∪N∧(Y ) = N∧(Y ).

Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ êëàññîâ ôîðìóë N∧(Y ) è M∧(U,A1, A2) èìååì

N(Y ) = N∧(Y ) ⊇ M∧(U,A1, A2) = N(Y |A1) ∧N(Y |A2).
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Îòñþäà â ñèëó ëåììû 20 ñëåäóåò âêëþ÷åíèåN(Y ) ⊇ N(Y |A1) ∧N(Y |A2).

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå N(Y ) ⊆ N(Y |A1) ∧N(Y |A2) äîêàæåì èíäóêöèåé
ïî |Cv(Y )|, ò. å. ïî ÷èñëó âåðòèêàëüíûõ ðàçðåçîâ Π-ðàçáèåíèÿ Y .
Ïóñòü |Cv(Y )| = 1. Òîãäà ïî ëåììå 20, ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà ôîðìóë

N∧(Y ), ïî ïðåäëîæåíèþ 3, ïî îïðåäåëåíèþ êëàññîâ ôîðìóë
M∧(Y,A1, A2), M∧(Y,A2, A1) è ïî ïðåäëîæåíèþ 4 èìååì

N(Y ) = N(Y ) = N∧(Y )

= M∧(Y,A1, A2) ∪M∧(Y,A2, A1) = M∧(Y,A1, A2) ∪M∧(Y,A2, A1)

= N(Y |A1) ∧N(Y |A2) ∪N(Y |A2) ∧N(Y |A1) = N(Y |A1) ∧N(Y |A2).

Ïóñòü m > 1 è äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ Y ∈ Πn ïðè |Cv(Y )| ≤ m
óòâåðæäåíèå ëåììû 21 óæå äîêàçàíî. Äîêàæåì åãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
Π-ðàçáèåíèÿ Y ∈ Πn ïðè |Cv(Y )| = m+ 1.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó F èç êëàññà N(Y ) = N∧(Y ). Ïî

îïðåäåëåíèþN∧(Y ) ñóùåñòâóåò òàêîé âåðòèêàëüíûé ðàçðåç P = {P1, P2}
Π-ðàçáèåíèÿ Y , ÷òî F ∈ M∧(Y, P1, P2). Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
1) P = A,
2) îäíà èç êîìïîíåíò ðàçðåçà P ñîäåðæèò îäíó èç êîìïîíåíò ðàçðåçà

A è P ̸= A,
3) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ðàçðåçà P èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäîé

êîìïîíåíòîé ðàçðåçà A.
Åñëè P = A, òî ïî îïðåäåëåíèþ êëàññîâ M∧(Y,A1, A2), M∧(Y,A2, A1)

è ïî ïðåäëîæåíèþ 4 èìååì

F ∈ M∧(Y, P1, P2) ⊆ M∧(Y,A1, A2) ∪M∧(Y,A2, A1)

⊆ N(Y |A1) ∧N(Y |A2) ∪N(Y |A2) ∧N(Y |A1) = N(Y |A1) ∧N(Y |A2).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà M∧(Y, P1, P2) äëÿ

ôîðìóëû F ñóùåñòâóþò òàêèå ôîðìóëû F1 ∈ N(Y |P1) è F2 ∈ N(Y |P2),
÷òî F = (F1 ∧ F2). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì P1 ⊃ A1. ×åðåç
T2 îáîçíà÷èì ïðÿìîóãîëüíèê P1 ∩A2. Òîãäà î÷åâèäíî ïàðà ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ {A1, T2} ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíûì ðàçðåçîì Π-ðàçáèåíèÿ Y1 = Y |P1,
à êîìïîíåíòû A1 è T2 ýòîãî ðàçðåçà ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè ãèïåð-
áëîêàìè Y1. Êðîìå òîãî î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Cv(Y1)| ≤
|Cv(Y )| − 1 = m. Ñëåäîâàòåëüíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñïðàâåä-

ëèâî âêëþ÷åíèå N(Y1) ⊆ N(Y1|A1) ∧N(Y1|T2). Çíà÷èò, â ñèëó î÷åâèäíûõ
ðàâåíñòâ Y1|A1 = Y |A1 è Y1|T2 = Y |T2 äëÿ ôîðìóëû F1 ñóùåñòâóþò òà-
êèå ôîðìóëû F ′

1 ∈ N(Y |A1) è F ′
2 ∈ N(Y |T2), ÷òî F1 Π-ýêâèâàëåíòíà ôîð-

ìóëå (F ′
1∧F ′

2). Ïîýòîìó ôîðìóëà F = (F1∧F2) Π-ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå
F ′ = ((F ′

1 ∧ F ′
2) ∧ F2). Îòñþäà â ñèëó Π-ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë F ′ è

F ′′ = (F ′
1 ∧ (F ′

2 ∧ F2)) ñëåäóåò Π-ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë F è F ′′.
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Î÷åâèäíî ïàðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ {T2, P2} ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíûì ðàç-
ðåçîì ãèïåðáëîêà A2 Π-ðàçáèåíèÿ Y . À, çíà÷èò, ýòà ïàðà ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ ÿâëÿåòñÿ è âåðòèêàëüíûì ðàçðåçîì Π-ðàçáèåíèÿ Y2 = Y |A2. Ïîýòî-
ìó èç âêëþ÷åíèé F ′

2 ∈ N(Y |T2), F2 ∈ N(Y |P2) è î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ
Y |T2 = Y2|T2, Y |P2 = Y2|P2, Y2|A2 = Y |A2 ñëåäóåò

(F ′
2 ∧ F2) ∈ N(Y |T2) ∧N(Y |P2) = N(Y2|T2) ∧N(Y2|P2)

= M∧(Y2, T2, P2) ⊆ N(Y2|A2) = N(Y |A2).

Çíà÷èò, èç F ′
1 ∈ N(Y |A1) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå F ′′ ∈ N(Y |A1) ∧ N(Y |A2).

Èç ýòîãî âêëþ÷åíèÿ è Π-ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë F è F ′′ ñëåäóåò F ∈
N(Y |A1) ∧N(Y |A2). ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òðåòèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî âòîðîìó. Ëåììà 21 äîêà-

çàíà. □

Òåïåðü îïèðàÿñü íà ïðåäëîæåíèÿ 3, 4, 5 è ëåììû 20 è 21 äîêàæåì
òåîðåìó 3.
Â ñèëó ëåììû 20 è ïðåäëîæåíèÿ 3 èç âûïîëíåííîãî ïî îïðåäåëåíèþ

êëàññà ôîðìóë N(U) ðàâåíñòâà N(U) = N∨(U) ∪N∧(U) ñëåäóåò

N(U) = N(U) = N∨(U) ∪N∧(U).

Ïîýòîìó ÷òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî (2), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå
äâà ðàâåíñòâà:

N∨(U) = L∨(U,C) è N∧(U) = L∧(U,C). (3)

Äîêàæåì ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (3).
×åðåç A = {A1, A2} è B = {B1, B2} îáîçíà÷èì ïîðîæäàþùèå ïðîñòîé

äâîéíîé ðàçðåç C ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíûé è ãîðèçîíòàëüíûé ðàç-
ðåçû Π-ðàçáèåíèÿ U . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöåé äâîéíîãî ðàçðåçà
C ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

M =

(
M1,1 M1,2

M2,1 M2,2

)
=

(
A1 ∩B1 A1 ∩B2

A2 ∩B1 A2 ∩B2

)
Èç âçàèìíîé ïðîñòîòû ñîñåäíèõ êîìïîíåíò C î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëå-
äóåò, ÷òî A è B ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíûì
è ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçàìè Π-ðàçáèåíèÿ U . Ñëåäîâàòåëüíî ïî îïðåäå-
ëåíèþ êëàññà ôîðìóë N∨(U) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N∨(U) = M∨(U,B1, B2) ∪M∨(U,B2, B1).

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4 èç âûïîëíåííûõ ïî îïðåäåëåíèþ êëàññîâ ôîðìóë
M∨(U,B1, B2) è M∨(U,B2, B1) ðàâåíñòâ

M∨(U,B1, B2) = N(U |B1) ∨N(U |B2), (4)

M∨(U,B2, B1) = N(U |B2) ∨N(U |B1).

ñëåäóåò ðàâåíñòâî M∨(U,B1, B2) = M∨(U,B2, B1). Îòñþäà â ñèëó ïðåä-
ëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò

N∨(U) = M∨(U,B1, B2) ∪M∨(U,B2, B1) = M∨(U,B1, B2). (5)
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Î÷åâèäíî ñòîÿùèå â ïåðâîì è âòîðîì ñòîëáöàõ ìàòðèöû M ïàðû ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ {A1 ∩ B1, A2 ∩ B1} è {A1 ∩ B2, A2 ∩ B2} ÿâëÿþòñÿ âåðòè-
êàëüíûìè ðàçðåçàìè Π-ðàçáèåíèé ñîîòâåòñòâåííî U |B1 è U |B2, è êîì-
ïîíåíòû ýòèõ ðàçðåçîâ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè ãèïåðáëîêàìè ýòèõ
Π-ðàçáèåíèé. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 21 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

N(U |B1) =
(
N(U |M1,1) ∧N(U |M2,1)

)
, (6)

N(U |B2) =
(
N(U |M1,2) ∧N(U |M2,2)

)
. (7)

Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññîâ ôîðìóë L∨(U,C,M) è L∨(U,C) ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà(

N(U |M1,1) ∧N(U |M2,1)
)
∨
(
N(U |M1,2) ∧N(U |M2,2)

)
= L∨(U,C,M), (8)

L∨(U,C,M) = L∨(U,C). (9)

Èç ðàâåíñòâ (5), (4), (6), (7), (8), (9) è ïðåäëîæåíèÿ 5 ñëåäóåò

N∨(U) = M∨(U,B1, B2) = N(U |B1) ∨N(U |B2)

=
(
N(U |M1,1) ∧N(U |M2,1)

)
∨
(
N(U |M1,2) ∧N(U |M2,2)

)
= L∨(U,C,M) = L∨(U,C)

Ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (3) äîêàçàíî. Âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåî-
ðåìà 3 äîêàçàíà. □

Â [8] óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 22. Ëþáîå ñîâåðøåííîå Π-ðàçáèåíèå ëþáîãî íå ÿâëÿþùåãîñÿ ýëå-
ìåíòàðíûì ëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà L ∈ RECn èìååò åäèíñòâåííûé
äâîéíîé ðàçðåç. Îí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå
{I, J} ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèêà L, ÷òî ìàòðèöà(

L ∩ Φ0
I L ∩ Φδ⊕1

J
L ∩ Φδ

J L ∩ Φ1
I

)
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ýòîãî äâîéíîãî ðàçðåçà.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3 è ëåììó 22, äîêàæåì äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå òåîðåìû 1. À èìåííî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé èìåþùåé ñîâåðøåííîå
ïðåäñòàâëåíèå íà ñîáñòâåííîì ïðÿìîóãîëüíèêå ôóíêöèè f δ

Z(x1, . . . , xn)

ôîðìóëû F ∈ N ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå F ∈ Pδ
Z . Äîêàçàòåëüñòâî ïðî-

âåä¼ì èíäóêöèåé ïî |Z|.
Ïðè |Z| = 1 äëÿ ñîáñòâåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Φδ

Z ôóíêöèè f δ
Z ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî Φδ
Z = Xδ

i , i ∈ Z. Î÷åâèäíî Xδ
i ñîäåðæèò òîëüêî òå

ð¼áðà êóáà Bn, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Rδ
i . È ïðè ýòîì Rδ

i
ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ñîâåðøåííîå Π-ðàçáèåíèå W ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Îíî ñîñòî-
èò èç åäèíñòâåííîãî áëîêà Xδ

i . Ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî N(W ) ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé ôîðìóëû F = xδi . Âêëþ÷åíèå F ∈ Pδ

Z äëÿ ýòîé ôîðìóëû

ñïðàâåäëèâî ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà ôîðìóë Pδ
Z , Z = {i}.
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Ïóñòü m > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè 1 ≤ |Z| ≤ m − 1 äëÿ ëþáîé
èìåþùåé ñîâåðøåííîå ïðåäñòàâëåíèå íà ïðÿìîóãîëüíèêå Φδ

Z ôîðìóëû

F ∈ N ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå F ∈ Pδ
Z . Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà òî æå ñàìîå

ñïðàâåäëèâî è ïðè |Z| = m.
Ïóñòü |Z| = m è F ∈ N � ïðîèçâîëüíàÿ èìåþùàÿ ñîâåðøåííîå ïðåä-

ñòàâëåíèå íà ïðÿìîóãîëüíèêå Φδ
Z ôîðìóëà. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå îáîçíà-

÷èì ÷åðåç W . Ïî îïðåäåëåíèþ W ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì Π-ðàçáèåíèåì
Φδ
Z è ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå F ∈ N(W ). Èç ëåììû 22 ñëåäóåò, ÷òî Π-

ðàçáèåíèå W èìååò åäèíñòâåííûé äâîéíîé ðàçðåç. Îáîçíà÷èì åãî C. Ïî
òîé æå ëåììå 22 îí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 3 èç âêëþ÷å-
íèÿ F ∈ N(W ) ñëåäóåò F ∈ L∨(W,C) ∪ L∧(W,C).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé F ∈ L∨(W,C). Ñëó÷àé F ∈ L∧(W,C) ðàññìàòðè-

âàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü {I, J} òàêîå ñóùåñòâóþùåå ïî ëåììå 22 ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà

Z îáðàçóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèêà Φδ
Z , ÷òî ìàòðèöà

M =

(
M1,1 M1,2

M2,1 M2,2

)
=

(
Φδ
Z ∩ Φ0

I Φδ
Z ∩ Φδ⊕1

J
Φδ
Z ∩ Φδ

J Φδ
Z ∩ Φ1

I

)
=

(
Φδ,0
Z,I Φδ,δ⊕1

Z,J

Φδ,δ
Z,J Φδ,1

Z,I

)

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé äâîéíîãî ðàçðåçà C. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà
ôîðìóë L∨(W,C) ôîðìóëà F Π-ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ôîðìóëå F ′ èç
êëàññà L∨(W,C,M). Ïîýòîìó è â ñèëó òîãî, ÷òî êëàññ ôîðìóë Pδ

Z çà-
ìêíóò îòíîñèòåëüíî Π-ýêâèâàëåíòíîñòè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âêëþ÷åíèÿ
F ∈ Pδ

Z äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âêëþ÷åíèå F ′ ∈ Pδ
Z . Äîêàæåì åãî.

×åðåç V δ,0
Z,I , V

δ,1
Z,I , V

δ,0
Z,J , V

δ,1
Z,J îáîçíà÷èì ñóæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî

W |Φδ,0
Z,I , W |Φδ,1

Z,I , W |Φδ,0
Z,J , W |Φδ,1

Z,J

ñîâåðøåííîãî Π-ðàçáèåíèÿ W íà ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû M

ïðÿìîóãîëüíèêè ñîîòâåòñòâåííî Φδ,0
Z,I , Φ

δ,1
Z,I , Φ

δ,0
Z,J , Φ

δ,1
Z,J . Ïîñêîëüêó ýëå-

ìåíòû ìàòðèöû M ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáëîêàìè W , âñå ýòè ñóæåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ñîâåðøåííûìè Π-ðàçáèåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóþò èçîìîðôíûå èì ñîâåðøåííûå
Π-ðàçáèåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî U0

I , U
1
I , U

0
J , U

1
J ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñîîòâåò-

ñòâåííî Φ0
I , Φ

1
I , Φ

0
J , Φ

1
J . Çíà÷èò, ïî ëåììå 19 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

N(V δ,0
Z,I) = N(U0

I ), N(V δ,1
Z,I) = N(U1

I ), N(V δ,0
Z,J) = N(U0

J ), N(V δ,1
Z,J) = N(U1

J ).

Êðîìå òîãî, â ñèëó íåðàâåíñòâ 1 ≤ |I| ≤ m è 1 ≤ |J | ≤ m− 1 ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ èíäóêöèè ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

N(U0
I ) ⊆ P0

I , N(U1
I ) ⊆ P1

I , N(U0
J ) ⊆ P0

J , N(U1
J ) ⊆ P1

J .
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Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà ôîðìóë L∨(W,C,M) è êëàññîâ ôîðìóë
PLδ

∨(I, J), Pδ
Z ñëåäóåò

F ′ ∈ L∨(W,C,M) =
(
N(U |M1,1)∧N(U |M2,1)

)
∨
(
N(U |M1,2)∧N(U |M2,2)

)
=
(
N(V δ,0

Z,I) ∧N(V δ,δ
Z,J)

)
∨
(
N(V δ,δ⊕1

Z,J ∧N(V δ,1
Z,I)

)
=
(
N(U0

I ) ∧N(U δ
J)
)
∨
(
N(U δ⊕1

J ) ∧N(U1
I )
)

⊆ (P0
I ∧ Pδ

J) ∨ (Pδ⊕1
J ∧ P1

I) = PLδ
∨(I, J) ⊆ Pδ

Z .

Âêëþ÷åíèå F ′ ∈ Pδ
Z äîêàçàíî. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òåîðåìû 1 äîêàçàíî.
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