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Ïðåäñòàâëåíî Å.Ñ. Äóáöîâûì

Abstract: Weighted Zygmund-type estimates are obtained for a
hypersingular integral over an almost homogeneous metric measure
space. Based on these estimates, theorems on the action of this
integral operator in weighted variable generalized H�older spaces
are proved. As the weight function, a representative from the power
function class is considered, the exponent of which does not exceed
1. It is shown that the hypersingular integral "degrades" the
characteristic of the generalized H�older space by an order of the
hypersingular integral. The conditions of the presented theorems
are formulated in terms of the Bary�Stechkin class and a special
analog of the Dini continuity condition.

Keywords: bounded operator, continuity, generalized H�older spaces,
hypersingular integral, integral equations, local modulus of continuity,
modulus of submetry, Zygmund-type estimates

Drobotov Yu. E., Vakulov B. G., On the weighted generalized H�older

continuity of a hypersingular integral over a metric measure space.

© 2024 Äðîáîòîâ Þ. Å., Âàêóëîâ Á. Ã.

Ðàáîòà Äðîáîòîâà Þ. Å. ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ è ÒÓÁÈÒÀÊ (ãðàíò 20-51-46003).
Ðàáîòà Äðîáîòîâà Þ. Å. âûïîëíåíà â Ñåâåðî-Êàâêàçñêîì öåíòðå ìàòåìàòè÷åñêèõ

èññëåäîâàíèé ÂÍÖ ÐÀÍ ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè, ñîãëàøåíèå � 075-02-
2024-1379.

Ïîñòóïèëà 10 ÿíâàðÿ 2023 ã., îïóáëèêîâàíà 11 äåêàáðÿ 2024 ã.

1347

https://orcid.org/0000-0003-1318-9204
https://orcid.org/0000-0003-0879-7491


1348 Þ.Å. ÄÐÎÁÎÒÎÂ, Á.Ã. ÂÀÊÓËÎÂ

Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî, ðèññîâî äðîáíîå èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé
ìíîãèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäíóþ ÷åðåç ãèïåð-
ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë [1, ñ. 483] (ñì. òàêæå [4, 5]), â òîì ÷èñëå è íà îäíî-
ðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íàïðèìåð � ñôåðå [6]. Êðîìå òîãî, âñÿêèé îäíî-
ðîäíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ìîæåò áûòü âûðàæåí ãèïåðñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì ñ õàðàêòåðèñòèêîé
ñïåöèàëüíîãî âèäà [1, ñ. 530], ÷òî âûçûâàåò îñîáûé èíòåðåñ ê èññëåäîâà-
íèþ òàêèõ îïåðàòîðîâ â êîíòåêñòå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Îäèí èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ êà÷åñòâåííîé òåîðèè èíòåãðàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ ñîñòîèò â îòûñêàíèè ñïîñîáà ôîðìàëèçàöèè èõ ãëàäêîñòè, ñî-
äåðæàòåëüíî õàðàêòåðèçóþùåãî óñòîé÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíå-
íèé. Íà ýòîì ïóòè íåèçáåæíû îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, â òîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâ ã¼ëüäåðîâñêîãî òèïà, ââåäå-
íèå êîòîðûõ åùå â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ìîòèâèðîâàíî òåì æå âîïðîñîì. Â êà÷åñòâå ïðîñòîé àíàëîãèè
ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîòðåáíîñòü â îïèñàíèè êîíòèíóàëüíûõ ñâîéñòâ
ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ Ã¼ëüäåðà âîçíèêàåò åùå ïðè èññëåäîâàíèè
êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà [2, ñ. 51], â òî âðåìÿ êàê ãèïåðñèí-
ãóëÿðíûé èíòåãðàë íà n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ðåàëèçóåò
äðîáíûå ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Îáçîð èññëåäîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû îïåðàòîðû
ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìíîæåñòâó ïî÷òè îäíîðîäíîãî ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Èññëåäóåòñÿ îòîáðàæåíèå òàêèìè îïåðàòîðàìè
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òèïà Ã¼ëüäåðà ñ ëîêàëüíûì ìîäó-
ëåì íåïðåðûâíîñòè, ïðåäñòàâëåíèÿ î êîòîðîì ïîäðîáíî ðàñêðûâàþòñÿ.
Ãîâîðÿ êîíêðåòíî, â Òåîðåìå 2 äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü ãèïåðñèíãó-

ëÿðíîãî èíòåãðàëà D α, çàäàííîãî Îïðåäåëåíèåì 1, ïðè îòîáðàæåíèè
ôóíêöèé èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííîé ïåðåìåííîé ã¼ëüäåðîâî-

ñòè H
ω(·)
0 (Ω, wa), ââåäåííîãî â Îïðåäåëåíèè 7, â ñëó÷àå, êîãäà âåñ ÿâëÿ-

åòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé âèäà

wa(x) := d r(a, x), a, x ∈ Ω, 0 < r ≤ 1, (wa)

ãäå d(a, x) îçíà÷àåò ðàññòîÿíèå íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω (ïîäðîáíåå ñì.
äàëåå). Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïîñòðîåíèÿ îöåíêè òèïà Çèãìóíäà, ïðåä-
ñòàâëåííîé Òåîðåìîé 1 â òåðìèíàõ ëîêàëüíîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè,
îïðåäåëåííîãî ÷åðåç ïîíÿòèå ñóáìåòðèè: ïðåäñòàâëÿÿ ñàìîñòîÿòåëüíóþ
öåííîñòü, ïîäîáíûå íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü âîñòðåáîâàíû â èññëåäîâà-
íèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà.
Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò ïîëó÷åííûå àâòîðàìè ðàíåå â ðà-

áîòå [3] äëÿ ñòåïåííûõ âåñîâ ñ ïîêàçàòåëåì, áîëüøèì åäèíèöû. Òåõíè÷å-
ñêè ¾ìàëîñòü¿ ïîêàçàòåëÿ r ó âåñà (wa) îáíàðóæèâàåò ñâîþ ñïåöèôèêó
â âûáîðå âñïîìîãàòåëüíûõ íåðàâåíñòâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå Òåîðåìû 1, ÷òî, â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî ñëåäñòâèÿ, âëå÷åò çà ñîáîé,
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âîîáùå ãîâîðÿ, èíûå çíà÷åíèÿ îãðàíè÷èâàþùèõ êîíñòàíò, êîòîðûå ÷àñòî
óäàåòñÿ îöåíèòü òî÷íî.
Åñëè D α âûðàæàåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (êàê â ñëó÷àå X =

Rn), óñëîâèÿ ïîëó÷åííîé çäåñü òåîðåìû î äåéñòâèè ìîãóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âåñîâîé êâàëèôèöèðîâàííîé ãëàäêîñòè
ôóíêöèè f è áûòü ñîîòíåñåíû ñ êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.

Îáçîð òåìàòè÷åñêîé îáëàñòè. Ðàçäåë ðèññîâûõ èíòåãðàëîâ è ïðî-
èçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èë ðàçâèòèå ìåòîäàìè ñïåêòðàëüíîé
òåîðèè â òàêèõ èçâåñòíûõ ðàáîòàõ Ñ. Ã. Ñàìêî, êàê [4�6]. Îñíîâíûì èõ
ðåçóëüòàòîì ÿâèëîñü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ðèññîâûõ ïîòåíöèàëîâ íà
Rn â òåðìèíàõ ðàçíîñòíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, îñîáåííîñòü êîòî-
ðûõ äîìèíèðóåò íàä ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà [7]. Ðåçóëüòàòû îá îá-
ðàùåíèè ïîòåíöèàëîâ Ðèññà òàêèìè, ãèïåðñèíãóëÿðíûìè, èíòåãðàëàìè
äîêàçûâàëèñü íà ôóíêöèÿõ èç Lp�ïðîñòðàíñòâà, â òîì ÷èñëå � â âåñîâûõ
òåðìèíàõ.
Ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà èññëåäîâàíèè ñèìâîëîâ èíòåãðàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ íà ñôåðå, ïîçâîëèëè êà÷åñòâåííî îáîáùèòü òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëü-
òàòû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ òèïà ïîòåíöèàëà, â ñóùíîñòè ïîðîäèâ ñà-
ìîñòîÿòåëüíîå íàïðàâëåíèå àíàëèçà ñôåðè÷åñêèõ ñâåðòîê. Â ýòîì îòíî-
øåíèè ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó [8], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü ñïåêòðû íåêîòî-
ðûõ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ îïåðàòîðîâ ñôåðè÷åñêîé ñâåðòêè, à
òàêæå [9], ïèîíåðñêóþ ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññèôèêàöèè òàêèõ îïåðàòîðîâ
íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè èõ ìóëüòè-
ïëèêàòîðîâ Ôóðüå�Ëàïëàñà. Â íåé æå áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î ãëàäêî-
ñòè ñôåðè÷åñêèõ ñâåðòîê â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâ Ã¼ëüäåðà,
ïðåäïîñûëêè ê ÷åìó èìåþò äîâîëüíî áîãàòóþ èñòîðèþ; çíà÷èìûì æå
ðåçóëüòàòîì â ýòîì îòíîøåíèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå âèäà

Aα
(
H φ

(
Sn−1

))
= H φα

(
Sn−1

)
,

ãäå Sn−1 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Rn, Aα � îïåðàòîð ñôåðè÷åñêîé ñâåðòêè
âèäà

Aαf(x) :=

∫
Sn−1

k(x · σ) f(σ) dσ, x ∈ Sn−1,

ñïåêòð êîòîðîãî {km}∞m=0 â ðàçëîæåíèè ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì
(ìóëüòèïëèêàòîð Ôóðüå�Ëàïëàñà) èìååò çàäàííóþ àñèìïòîòèêó ïðèm →
∞, à φ(h) è φα(h) åñòü ìàæîðàíòû ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè, õàðàêòåðè-
çóþùèå îáîáùåííóþ ã¼ëüäåðîâîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé.
Ñòîèò íàïîìíèòü, ÷òî ãëàäêîñòü êàê ñâîéñòâî íåïðåðûâíîé äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé ìîæåò ââîäèòüñÿ âåñüìà ðàçíîîáðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè. Íàïðèìåð, ðàáîòû [10�12] îïðåäåëÿëè ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôóíê-
öèé íà ñôåðå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà. Â òî æå âðåìÿ,
àëüòåðíàòèâíàÿ òî÷êà çðåíèÿ ïðåäïîëàãàëà ââåäåíèå ãëàäêîñòè â òåð-
ìèíàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì [13]. Îäíàêî
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ðàáîòû [14�16] ïîêàçàëè âîçìîæíîñòü ýêâèâàëåíòíîé íîðìèðîâêè ïðî-
ñòðàíñòâ Ã¼ëüäåðà, âîçíèêàþùèõ â ýòèõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäàõ.
Ñâîå ðàçâèòèå òåìàòèêà îáîáùåííî-ã¼ëüäåðîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó-

÷èëà â ðàáîòàõ [17�19], ïðåäëàãàâøèõ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìàæî-
ðàíòû ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîëüíûé, íå îáÿçàòåëüíî ñòåïåííîé,
ôóíêöèîíàëüíûé ïàðàìåòð. Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç â òàêèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ïîïîëíèëñÿ ðåçóëüòàòàìè â îáëàñòè òåîðèè ïîòåíöèàëà [20�23],
â òîì ÷èñëå è â ïîñëåäíèå ãîäû: òàê, èññëåäîâàíèÿ [25�27], ðàçâèâàÿ
ðåçóëüòàòû ðàáîòû [9], ïðåäñòàâèëè óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà
òèïà ïîòåíöèàëà Ðèññà ñî ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèì ÿäðîì íà ñôåðå, à
òàêæå ñâÿçàííîãî ñ íèì ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî ïîòåíöèàëà. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîð îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì
îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâ Ã¼ëüäåðà, ïðè÷åì îáðàòíûé îïåðàòîð âûðàæà-
åòñÿ êîìïîçèöèåé ñ ãèïåðñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì. Â ðàáîòå [28] îïèñà-
íû êëàññû îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûõ (â ïðîñòðàíñòâàõ îáîáùåííîé ã¼ëü-
äåðîâîñòè) èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà, ÿäðî îïåðàòîðà â êî-
òîðûõ èìååò ñëàáóþ îñîáåííîñòü.
Èíòåðåñ ê îïåðàòîðàì äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðåìåí-

íîãî ïîðÿäêà [29�33] áûë åñòåñòâåííî ñîïðÿæåí ñ ðàññìîòðåíèåì ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëÿþùèå ïàðàìåòðû êîòîðûõ òàêæå èìå-
þò ôóíêöèîíàëüíóþ ïðèðîäó. Îòìåòèì èññëåäîâàíèÿ [34�37], â êîòî-
ðûõ áûëè äîêàçàíû, â òîì ÷èñëå, òåîðåìû òèïà Ñîáîëåâà â ñëó÷àå ïðî-
ñòðàíñòâ Ëåáåãà ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì; ðàáîòû [38�44], â êîòîðûõ

ðàññìàòðèâàëèñü ïðîñòðàíñòâà Hλ(x) ïåðåìåííîé ã¼ëüäåðîâîñòè è äåé-
ñòâèå â íèõ ñôåðè÷åñêèõ, à çàòåì è ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîòåíöèàëîâ ïî-
ñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî (âêëþ÷àÿ êîìïëåêñíûå) ïîðÿäêîâ, è, íàêîíåö,
[48, 49], îïèñûâàþùèå äåéñòâèå îïåðàòîðîâ òèïà ïîòåíöèàëà è ãèïåð-
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
â Hλ(x) â áåçâåñîâîì è ñëó÷àå ñïåöèàëüíîãî âåñà.
Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî îñëàáëåíèå òðåáîâàíèé ê ìíîæåñòâó èíòåãðèðî-

âàíèÿ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ èíòåãðàëîâ íà ìíîæåñòâàõ ïî÷òè îäíîðîäíûõ
êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ [48�50], ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïðîáëå-
ìîé. Îòëè÷èå ïîäõîäà, ïðèìåíÿåìîãî â ýòîì ñëó÷àå, îò èçâåñòíûõ â
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè ëîêàëèçàöèè àíàëèòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé íà òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ íà îñíîâàíèè áîëåå îá-
ùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Íåïðèìåíèìû áîëåå çàìå÷àòåëüíûå
ñëåäñòâèÿ åâêëèäîâîé ìåòðèçàöèè ïðîñòðàíñòâà: íàïðèìåð, òîæäåñòâî
ïàðàëëåëîãðàììà, êîòîðîå, â ñëó÷àå ñôåðû, ïðèâîäèò èññëåäîâàíèå â
îáëàñòü ñôåðè÷åñêèõ ñâåðòîê. Ïîëó÷åíèå îöåíîê òèïà Çèãìóíäà çàòðóä-
íåíî îòñóòñòâèåì ôîðìóëû Êàòàëàíà, ÷òî ïîòðåáîâàëî ñîçäàíèÿ àíàëî-
ãè÷íîãî àïïàðàòà â ðàáîòàõ [48, 49] (çäåñü îí òàêæå èñïîëüçóåòñÿ â âèäå
Ëåìì 2 è 3). Íàêîíåö, îöåíêè âáëèçè îñîáûõ òî÷åê, íàïðèìåð ¾âåñîâîé¿
òî÷êè a, òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ, âûâîäèìûõ, êàê
ïðàâèëî, íåïîñðåäñòâåííî èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà èëè, â ñëó÷àå
êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, åãî îáîáùåíèÿ. Íåìàëîâàæíî, ÷òî ïðè



Ê ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÞ ÂÅÑÎÂÎÉ ÃÅËÜÄÅÐÎÂÎÑÒÈ ÃÑÈ 1351

ýòîì ïàðàìåòðèçàöèÿ êîíñòàíò, ñ êîòîðûìè îãðàíè÷åíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èíòåãðàëû, óñëîæíÿåòñÿ è â êà÷åñòâåííîì àñïåêòå: îíè òåïåðü ñòà-
íîâÿòñÿ çàâèñèìû îò ïîñòóëèðóåìûõ õàðàêòåðèñòèê ñàìîãî ìíîæåñòâà
èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî, êîíå÷íî, èãðàåò ñâîþ ðîëü â ïðèëîæåíèè ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïðîñòðàíñòâà

îáîáùåííîé ïåðåìåííîé ã¼ëüäåðîâîñòè, ââåäåííûå âïåðâûå â ðàáîòå [45].
Èññëåäîâàíèÿ èõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðèññîâà èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà â [46, 47], ñòàâèëè çàäà÷ó íà ãèïåðñôåðå è ãèïåð-
ïëîñêîñòè ìíîãîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà; èçâåñòíû òàêæå ðå-
çóëüòàòû äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ â íåñòàíäàðòíîì àíàëèçå ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé [51]. Áîëüøóþ çíà÷èìîñòü èìåþò ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ
êëàññîâ Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà, îñóùåñòâëÿåìûå ñ ââåäåíèåì íîâîãî ìî-
äóëÿ íåïðåðûâíîñòè [52, 53].
Â çàâåðøåíèå îáçîðà ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ãåíåðàëèçàöèÿ èçâåñòíûõ

ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ çàòðàãèâàåò íå òîëüêî îòäåëüíûå ïðîñòðàí-
ñòâà êâàëèôèöèðîâàííîé ãëàäêîñòè. Òàê, áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
åò ðàçâèòèå àíàëèçà â ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè è èõ îáîáùåíèÿõ [54�59],
ïðè÷åì ñïåêòð ïîäõîäîâ ê ïîñòàíîâêå è ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ çà-
äà÷ äåìîíñòðèðóåò ðàçíîîáðàçèå äàæå â òàêîé íåáîëüøîé âûáîðêå ðå-
ôåðåíòíûõ ðàáîò. Ñòîèò îòìåòèòü èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè ãðàíä-
ïðîñòðàíñòâ, êîòîðàÿ ðåçóëüòàòàìè ðÿäà ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé [60�
69] ïðåâðàùåíà â ñàìîäîñòàòî÷íóþ îáëàñòü àíàëèçà. Âî ìíîãîì òàêîé
øèðîêèé ñïðîñ íà íîâûå ðåçóëüòàòû â àíàëèçå íà íåñòàíäàðòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ïðîäèêòîâàí ïðèëîæåíèÿìè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è çà-
äà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ � òàêèìè, êàê îáñóæäàëèñü, íà-
ïðèìåð, â [70, 71].

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü (X, d, µ)� ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, ãäå d(x, σ) îçíà÷àåò ðàññòîÿíèå, à µ(σ) � ìåðó äëÿ âñÿêèõ
x, σ ∈ X. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü (X, d, µ) òàêîâûì, ÷òî âñå åãî îòêðûòûå
øàðû

B(x, h) := {σ ∈ X : d(x, σ) < h }

èçìåðèìû è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ðîñòà:

∀x ∈ X : µB(x, h) ≤ K h ν , êîãäà h → 0, K > 0, (B)

ãäå K íå çàâèñèò îò x, à ïîêàçàòåëü ν > 0 ïîëàãàåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì â
ðàìêàõ äàííîé ñòàòüè. Áóäåì ïîëàãàòü òàêæå, ÷òî âñå ñôåðû â X óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ

µS(x, h) = 0, S(x, h) := {σ ∈ X : d(x, σ) = h } .

Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü çàìêíóòûå øàðû â X ñèìâîëîì B[x, h].
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Ìåòðèêó d(x, y) áóäåì ïîëàãàòü ñèììåòðè÷íîé è óäîâëåòâîðÿþùåé
êëàññè÷åñêîìó ïðÿìîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:

d(x, σ) ≤ d(x, y) + d(y, σ). (∆1)

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ òàêæå îáðàòíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà,

| d(x, y)− d(y, σ) | ≤ d(x, σ), x, y, σ ∈ X, (∆2)

ýêâèâàëåíòíîå (∆1) äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìåòðèê. Íàêîíåö, óñëîâèìñÿ ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå ìíîæåñòâî Ω òàêîå, ÷òî

Ω ⊂ X, 0 < diam (Ω) < ∞, Ω � îòêðûòîå. (Ω)

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü âûáðàíî ÷èñëî, ïîíèìàåìîå êàê ïîðÿäîê ãèïåð-
ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà:

α ∈ C : 0 < Reα < 1.

Ãèïåðñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë îïðåäåëèì ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

D αf(x) :=

∫
Ω

f(σ)− f(x)

d ν+α(x, σ)
dσ, x ∈ Ω.

Çäåñü è äàëåå ñèìâîë dσ óêàçûâàåò íà èíòåãðèðîâàíèå ïî ìåðå µ(σ) â
ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:∫

Ω

φ(x, σ) dσ = lim
h→+0

∫
Ω\B[x,h]

φ(x, σ) dσ.

Îòìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü ÿâíîå óêàçàíèå ìåðû, ïîëü-
çóÿñü åå ñâîéñòâàìè èìïëèöèòíî ÷åðåç Ëåììû 2 è 3, à òàêæå Òåîðåìó
2.
Íàïîìíèì, äàëåå, ÷òî îòîáðàæåíèå φ ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàí-

ñòâàìè M è N íàçûâàåòñÿ ñóáìåòðèåé, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M
îáðàç âñÿêîãî çàìêíóòîãî øàðà ïðè îòîáðàæåíèè φ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
øàðîì òîãî æå ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå φ(x) [72]. Îòòîëêíóâøèñü îò
ýòîãî ïîíÿòèÿ, ââåäåì ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèñòèêó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â
êà÷åñòâå φ ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ:

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì íàçûâàòü ìîäóëåì ñóáìåòðèè ôóíêöèè f , îïðå-
äåëåííîé íà Ω, ôóíêöèþ

ωΩ(f, x, h) := sup
σ∈Ω∩B[x,h]

| f(x)− f(σ) | , x ∈ Ω, h > 0.

Íàðÿäó ñ Îïðåäåëåíèåì 2 ðàññìîòðèì, âñëåä çà [18, ñ. 49], îáùåå îïðåäå-
ëåíèå ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè, àäàïòèðîâàâ åãî ïîä òåêóùóþ ïîñòàíîâêó
çàäà÷è:

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü âûáðàíî ÷èñëî l : 0 < l ≤ diam (Ω). Ôóíêöèþ

M(x, h), x ∈ Ω, 0 < h ≤ l,

áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûì ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì ÷åòûðåì óñëîâèÿì:
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(3.1) ∀x ∈ Ω : M(x, 0) = 0;
(3.2) M(x, h) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé îò h ðàâíîìåðíî ïî x;
(3.3) M(x, h) ïîëóääèòèâíà ïî h, ò.å.

∀x ∈ Ω : M(x, h1 + h2) ≤ M(x, h1) +M(x, h2);

(3.4) M(x, h) åñòü íåïðåðûâíàÿ ïî h ôóíêöèÿ äëÿ âñÿêîãî x ∈ Ω.

Ìîäóëü ñóáìåòðèè èç Îïðåäåëåíèÿ 2 íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-
íûì ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 3, ïîñêîëüêó ñâîé-
ñòâî (3.3) ïîëóàääèòèâíîñòè ïî h, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàðàíòèðîâàíî. Â
òî æå âðåìÿ, âàæíîå ñëåäñòâèå ñâîéñòâà (3.3) ñîñòàâëÿåò

Ëåììà 1. Ïóñòü x ∈ Ω, 0 < l ≤ diam (Ω), M(x, h) � ëîêàëüíûé ìîäóëü
íåïðåðûâíîñòè â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 3. Èìååò ìåñòî îöåíêà:

M(x, h2)

h2
≤ 2

M(x, h1)

h1
, 0 < h1 ≤ h2 ≤ l. (M.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íè÷åì
ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, èçëîæåííîãî â
[18, ñ. 50]. Ïðåæäå âñåãî, èç ñâîéñòâà (3.3) â Îïðåäåëåíèè 3 ñëåäóåò, ÷òî

∀x ∈ Ω : M(x, n h) ≤ nM(x, h), n ∈ N. (M.2)

Ïîëîæèì:

h2 = h1 + h, 0 ≤ (n0 − 1)h1 ≤ h ≤ n0 h1,

ãäå n0 = 1+ [h/h1] è (ïðè÷åì òîëüêî â ýòîì êîíòåêñòå) ÷åðåç [k] îáîçíà-
÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà k. Òîãäà èìååì â ñèëó ñâîéñòâà (3.3) è îöåíêè
(M.2), çàôèêñèðîâàâ íåêîòîðóþ òî÷êó x ∈ Ω:

M(x, h2)

h2
≤ M(x, h1)

h1 + h
+

M(x, h)

h1 + h
≤

≤ M(x, h1)

h1
+

M(x, n0 h1)

h1 + (n0 − 1)h1
≤ 2

M(x, h1)

h1
.

□

Îòìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâà (M.2), à òàêæå (3.3) ïîëóàääèòèâíîñòè è (3.2)
íåóáûâàíèÿ ïî h ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñ ïðîèçâîëüíûì k > 0:

M(f, x, k h) ≤ [k]M(f, x, h) +M(f, x, λ h) ≤
≤ (k + 1)M(f, x, h), k = [k] + λ, 0 ≤ λ < 1.

(M.3)

Óêàæåì ÷àñòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà ëîêàëüíûõ ìîäóëåé íåïðå-
ðûâíîñòè, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò èíòåðåñ â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè:

MΩ(f, x, h) := sup
σ1,σ2∈Ω∩B[x,l]:

d(σ1,σ2)≤h

| f(σ1)− f(σ2) | , x ∈ Ω, 0 < h ≤ l < ∞.

(MΩ)
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Åñëè f íåïðåðûâíà, ñâîéñòâà (3.1), (3.2) è (3.4) èç Îïðåäåëåíèÿ 3, î÷å-
âèäíî, âûïîëíåíû äëÿ (MΩ); ñâîéñòâî (3.3) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ: ïóñòü

σk ∈ Ω ∩B[x, l], hk := d(x, σk), k = 1, 2,

òîãäà, ñîãëàñíî (∆1), d(σ1, σ2) ≤ h1 + h2, è ñïðàâåäëèâî:

| f(σ1)− f(σ2) | ≤ | f(σ1)− f(x) |+ | f(x)− f(σ2) | ≤

≤
2∑

k=1

sup
σ′
1,σ

′
2∈Ω∩B[x,l]:

d(σ′
1,σ

′
2)≤hk

∣∣ f(σ′
1)− f(σ′

2)
∣∣ = MΩ(f, x, h1) +MΩ(f, x, h2).

Âñïîìîãàòåëüíûé àïïàðàò. Ðàçäåë ââåäåíèÿ çàâåðøèì, íàïîìíèâ

Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ L(x, t),
îïðåäåëåííàÿ íà Ω× [0, l], 0 < l < ∞, ïî÷òè âîçðàñòàåò ïî t ðàâíîìåðíî
ïî x, åñëè íàéäåòñÿ êîíñòàíòà cL ≥ 1 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

L(x, t) ≤ cL L(x, τ) äëÿ âñåõ 0 < t < τ ≤ l.

Äëÿ îöåíêè âîçíèêàþùèõ äàëåå èíòåãðàëüíûõ êîíñòðóêöèé èñïîëü-
çóþòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû:

Ëåììà 2. Ïóñòü L(x, t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà Ω× [0, l], 0 <
l < ∞, ïî÷òè âîçðàñòàþùàÿ ïî t ðàâíîìåðíî ïî x è óäîâëåòâîðÿþùàÿ
íåðàâåíñòâó

L(x, 2 t) ≤ C L(x, t), 0 < C < ∞.

Äëÿ âñÿêîãî λ, 0 ≤ λ < ∞, èìååò ìåñòî îöåíêà:∫
B(x,h)

L (x, d(x, σ))

[d(x, σ)]λ
dσ ≤ c0

h∫
0

t ν−1L(x, t)

tλ
d t, 0 < c0 < ∞,

ãäå x ∈ Ω, 0 < h < l, ïîñòîÿííûå C è c0 íå çàâèñÿò îò x.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîñûëêè Ëåììû 2. Òîãäà∫
Ω\B(x,h)

L (x, d(x, σ))

[d(x, σ)]λ
dσ ≤ c0

l∫
h

t ν−1L(x, t)

tλ
d t, 0 < c0 < ∞,

ãäå 0 < h < l / k, k > 1, ïîñòîÿííàÿ c0 íå çàâèñèò îò x ∈ Ω.

Ëåììû 2 è 3 äîêàçàíû â ðàáîòå [49] â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî
λ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà íåîòðèöàòåëüíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà Ω ôóíê-
öèÿ. Èõ ðîëü äëÿ àíàëèçà íà ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ, à òàêæå êâàçè-
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ àíàëîãè÷íà ðîëè ñëåäñòâèé èç ôîðìóë òèïà
Êàòàëàíà â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ åâêëèäîâûõ. Íåáåçûíòåðåñíî îòìåòèòü,
÷òî êîíñòàíòà c0 â îáåèõ ëåììàõ äîïóñêàåò òî÷íóþ îöåíêó, ñâÿçàííóþ ñ
ïîñòóëèðóåìûìè ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâà X.
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Â ðàáîòàõ [48, 49] Ëåììû 2 è 3 (â óêàçàííîì âûøå îáîáùåííîì âèäå)
áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê òèïà Çèãìóíäà è òåîðåì
îá îãðàíè÷åííîñòè ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà
α(·) ïðè îòîáðàæåíèè ôóíêöèé èç H ω(·) (Ω). Îäíà èç ýòèõ òåîðåì èñ-
ïîëüçóåòñÿ â çàâåðøàþùåì îòäåëå ñòàòüè � â ðåëåâàíòíîé ïîñòàâëåí-
íûì çàäà÷àì ôîðìóëèðîâêå.

Îöåíêà òèïà Çèãìóíäà

Ïðèáàâèâ è âû÷òÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà âD α ïðîèçâåäåíèå w(σ)f(σ),
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
âåñà w:

w(x)

∫
Ω

f(σ)− f(x)

d ν+α(x, σ)
dσ =

∫
Ω

fw(σ)− fw(x)

d ν+α(x, σ)
dσ+

+

∫
Ω

w(x)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)

d ν+α(x, σ)
dσ,

(1)

ãäå îáîçíà÷åíî:

fw(x) := w(x)f(x), x ∈ Ω.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Dα
Ωfw(x) :=

∫
Ω

w(x)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

d ν+α(x, σ)
dσ. (Dα

Ω)

Åñëè âåñ w ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé âèäà (wa), òî fw(a) = 0, è èç
îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1) èìååì

w(x)D αf(x) = D αfw(x) +Dα
Ωfw(x), x ∈ Ω. (2)

Äëÿ îïåðàòîðà Dα
Ω äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < l < ∞, à ïîä M(f, x, h) ïîäðàçóìåâàþòñÿ:

• ìîäóëü ñóáìåòðèè ωΩ(f, x, h), åñëè îí ïîëóàääèòèâåí ïî h;
• ìèíèìàëüíàÿ ìàæîðàíòà ìîäóëÿ ωΩ èç êëàññà ëîêàëüíûõ ìîäó-
ëåé íåïðåðûâíîñòè, åñëè ωΩ(f, x, h) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïî-
ëóàääèòèâíîñòè ïî h äëÿ äàííîé ôóíêöèè f íà Ω;

• îïðåäåëåííûé âûøå ëîêàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè (MΩ).

Èìååò ìåñòî îöåíêà òèïà Çèãìóíäà:

|Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) | ≤ c

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

M (fw, z, t)

t 1+Reα
d t +

+h r
∑

z∈{a,x}

l∫
h

M(fw, z, t)

t 1+r+Reα
d t

 , y ∈ B[x, h], 0 < h < l, 0 < c < ∞.



1356 Þ.Å. ÄÐÎÁÎÒÎÂ, Á.Ã. ÂÀÊÓËÎÂ

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíåíî:

x, y ∈ Ω : d(x, y) ≤ h < k h, k > 1. (A)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ äåêîìïîçèöèÿ ìíîæåñòâà Ω:

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ (Ω3 ∩ Ω4) ,

ãäå ââåäåíû ïîäìíîæåñòâà 1

Ω1 | 2 := {σ ∈ Ω : d(x | a, σ) < k h } ,
Ω3 | 4 := {σ ∈ Ω : d(x | a, σ) ≥ k h } . (Ωs)

Â òåðìèíàõ (Ωs) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) = Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)−Dα
Ω1∪Ω2

fw(y)+

+

∫
Ω3∩Ω4

(w(x)− w(y)) + (w(y)− w(σ))

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

d ν+α(x, σ)
dσ−

−
∫

Ω3∩Ω4

w(y)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

d ν+α(y, σ)
dσ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò îöåíêà

|Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) | ≤
∣∣Dα

Ω1∪Ω2
fw(x)

∣∣+ ∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(y)
∣∣+

+ |w(x)− w(y) | · | I |+ | J | ,
(3)

ãäå ÿâíî âûäåëåíû ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

I :=

∫
Ω3∩Ω4

fw(σ)− fw(a)

w(σ) d ν+α(x, σ)
dσ,

J :=

∫
Ω3∩Ω4

w(y)− w(σ)

w(σ)

(
1

d ν+α(x, σ)
− 1

d ν+α(y, σ)

)
fw(σ) dσ.

Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îöåíèâàòü ñëàãàåìûå èç ïðàâîé ÷àñòè (3), êîí-
ñòðóèðóÿ ìàæîðàíòû íåîáõîäèìîãî âèäà.

Îöåíêà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Ìíîæåñòâî Ω1∪Ω2 ïðåäïîëàãàåò ÷åòû-
ðå âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê x è a:

Λ1 | 2 = Λ1 | 2(x) := {σ ∈ Ω : d (a |x, σ) ≤ d (x | a, σ) < k h } ,

Θ1 | 2 = Θ1 | 2(x) := {σ ∈ Ω : d (a |x, σ) < k h ≤ d (x | a, σ) } ,
(4)

ãäå ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå d(a, σ) è d(x, σ). Èñ-
õîäÿ èç äâóõ âàðèàíòîâ ïîñëåäíåãî, à èìåííî:

Λ1(x) ∪Θ1(x) è Λ2(x) ∪Θ2(x),

1Çäåñü è äàëåå çàïèñü âèäà ¾a | b¿ óïîòðåáëÿåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûáîðà èç äâóõ
âàðèàíòîâ, óñëîâèÿ êîòîðîãî î÷åâèäíû èëè ÿâíî ïðåäñòàâëåíû.
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ñîñòàâèì ìàæîðàíòó êàê ñóììó ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ.

Îöåíêà èíòåãðàëà ïî Λ1 ∪Θ1. Î÷åâèäíî íåðàâåíñòâî:

| fw(σ)− fw(a) | ≤ M (fw, a, d(a, σ)) , σ ∈ Λ1 ∪Θ1.

Èìåÿ â âèäó ñîîòíîøåíèå ðàññòîÿíèé âèäà d(a, σ) ≤ d(x, σ), õàðàêòåðíîå
äëÿ Λ1 ∪Θ1, çàïèøåì, ïðèìåíèâ Ëåììó 2:∣∣Dα

Λ1∪Θ1
fw(x)

∣∣ ≤ ∫
Λ1∪Θ1

| fw(σ)− fw(a) |
d r(a, σ) [d(x, σ)]−r+ν+Reα

dσ ≤

≤
∫

B(a,k h)

M (fw, a, d(a, σ))

[d(a, σ)] ν+Reα
dσ ≤ c0 c1

h∫
0

M (fw, a, τ)

τ 1+Reα
d τ,

(5)

ãäå èñïîëüçîâàíà çàìåíà t = k τ , τ ∈ (0, h), âñëåäñòâèå ÷åãî êîíñòàíòà
c1 âûðàæàåòñÿ èñõîäÿ èç ñâîéñòâà (M.2) êàê c1 = k 1−Reα â ñëó÷àå íàòó-
ðàëüíîãî k è, ñîãëàñíî (M.3), êàê c1 = (k + 1) k−Reα â îáùåì ñëó÷àå.

Îöåíêà èíòåãðàëà ïî Λ2 ∪ Θ2. Äëÿ èíòåãðàëà ïî Λ2(x) ∪ Θ2(x) ðàñ-
ñóæäåíèÿ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû. Âûøå ìîäóëü ñóáìåòðèè âû÷èñëÿëñÿ â
òî÷êå a, ïîñêîëüêó d(a, σ) ïîëàãàëîñü ìèíèìàëüíûì. Òåïåðü æå îöåíèì
÷èñëèòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, îðèåíòèðóÿñü íà ãëàäêîñòíûå
ñâîéñòâà ôóíêöèè fw â îêðåñòíîñòè òî÷êè x:

| fw(σ)− fw(a) | ≤ | fw(σ)− fw(x) |+ | fw(x)− fw(a) | ≤

≤ 3M (fw, x, d(a, σ)) , d(x, σ) ≤ d(a, σ).
(6)

Ïîÿñíèì, ÷òî äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî òðåáóåìàÿ îöåíêà ñëåäóåò èç íåðà-
âåíñòâà

d(x, a) ≤ d(x, σ) + d(a, σ) ≤ 2 d(a, σ),

è ñâîéñòâà (M.2):

| fw(x)− fw(a) | ≤ M (fw, x, d(x, a)) ≤ 2M (fw, x, d(a, σ)) .

Äàëåå, â ñèëó ñâîéñòâà (M.1) ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè èìååò ìåñòî:

M (fw, x, d(a, σ))

d(a, σ)
≤ 2

M (fw, x, d(x, σ))

d(x, σ)
, d(x, σ) ≤ d(a, σ), (7)

à çíà÷èò, âíîâü ïðèìåíèâ Ëåììó 2, èìååì:∣∣Dα
Λ2 ∪Θ2

fw(x)
∣∣ ≤ 3

∫
Λ2 ∪Θ2

M (fw, x, d(a, σ))

d r(a, σ)d ν−r+Reα(x, σ)
dσ ≤

≤ 6

∫
B(x,kh)

M (fw, x, d(x, σ))

d ν+Reα(x, σ)
dσ ≤ C1

h∫
0

M (fw, a, t)

tReα+1
d t, C1 = 6 c0 c1.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàæîðàíòà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî èç ãåíåðàëüíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ (3) èìååò âèä:

∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)
∣∣ ≤ C1


h∫

0

M(fw, x, t)

tReα+1
d t+

h∫
0

M(fw, a, t)

tReα+1
d t

 . (R1)

Îöåíêà âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Â ñèëó (A) è (∆1) èìååò ìåñòî:

d(y, σ) ≤ d(x, y) + d(x, σ) ≤ (k + 1)h, ∀σ ∈ Ω1,

à çíà÷èò

Ω1 ⊆ {σ ∈ Ω : d(y, σ) ≤ (k + 1)h } =: G, G ∪ Ω2 =
2⋃

i=1
Λi(y) ∪Θi(y),

ãäå Λi(y) è Θi(y) çàäàíû âûðàæåíèåì (4). Ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ èç
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïðèõîäèì ê èñêîìîé îöåíêå âèäà (R1):

∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(y)
∣∣ ≤ C1


h∫

0

M(fw, y, t)

tReα+1
d t+

h∫
0

M(fw, a, t)

tReα+1
d t

 . (R2)

Îöåíêà òðåòüåãî ñëàãàåìîãî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì íåðàâåíñòâî

|w(x1)− w(x2) | = | d r(x1, a)− d r(x2, a) | ≤ d r(x1, x2), (8)

ñëåäóþùåå èç (∆2), à òàêæå ÷èñëîâîãî ðåçóëüòàòà

| d r
1 − d r

2 | ≤ | d1 − d2 | r , d1, d2 ≥ 0, 0 < r ≤ 1,

èçâåñòíîãî, íàïðèìåð, èç ðàáîòû [18, ñ. 27]. Ïðèìåíèâ (8), èìååì:

|w(x)− w(y) | · | I | ≤ k r h r

∫
Ω3∩Ω4

| fw(σ)− fw(a) |
w(σ) d ν+α(x, σ)

dσ. (9)

Ìíîæåñòâî Ω3 ∩ Ω4 îñòàâëÿåò äâà ðàâíîâîçìîæíûõ âàðèàíòà ðàñïî-
ëîæåíèÿ òî÷åê x è a îòíîñèòåëüíî y:

H1 | 2 := {σ ∈ Ω : kh ≤ d(a |x, σ) ≤ d(x | a, σ) } ,

Ω3 ∩ Ω4 = H1 ∪H2.
(Hs)

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (9) ñóììîé èíòåãðàëîâ ñ òåì æå
ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì, íî âçÿòûõ ïî H1 è H2 ñîîòâåòñòâåííî;
îáîçíà÷èì ïîñëåäíèå ÷åðåç I1 è I2.

Îöåíêà I1. Èíòåãðàë ïî I1 îöåíèâàåòñÿ â òåõ æå ñîîáðàæåíèÿõ, ÷òî è
ñëàãàåìîå Dα

Λ1∪Θ1
fw(x), îòñûëàÿ ê (5). Èìåííî, ïîñêîëüêó d(a, σ) ìèíè-

ìàëüíî íà H1, çàïèøåì, ïðèìåíèâ Ëåììó 3:

| I1 | ≤
∫

Ω\B(a, k h)

M (fw, a, d(a, σ))

[d(a, σ)] r+ν+Reα
dσ ≤ C

l∫
h

M(fw, a, t)

t r+Reα+1
d t, C = c0 c1.
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Îöåíêà I2. Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà I2 âîñïîëüçóåìñÿ òåìè æå ðàññóæ-
äåíèÿìè, ÷òî ëåæàëè â îñíîâå îöåíêè Dα

Λ2∪Θ2
fw(x). Îáðàòèìñÿ ê (6) è

çàòåì (7):

| I2 | ≤ 3

∫
H2

M (fw, x, d(a, σ))

d r(a, σ)d ν+Reα(x, σ)
dσ ≤ 6

∫
Ω\B(x,kh)

M(fw, x, d(x, σ))

[d(x, σ)] ν+r+Reα
dσ,

ãäå îñòàëîñü ëèøü ïðèìåíèòü Ëåììó 3.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî:

|w(x)− w(y) | · | I | ≤ C1 h
r


l∫

h

ωΩ(fw, x, t)

t r+Reα+1
d t+

l∫
h

ωΩ(fw, a, t)

t r+Reα+1
d t

 .

(R3)

Îöåíêà ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì λ := ν +
Reα. Èìååì ñëåäóþùóþ ìàæîðàíòó:

| J | ≤
∫

Ω3∩Ω4

| d r(a, y)− d r(a, σ) |
d r(a, σ)

∣∣∣d−λ(x, σ)− d−λ(y, σ)
∣∣∣ | fw(σ)− fw(a) | dσ.

Äëÿ îöåíêè îòíîøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïàðû ðàç-
ëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë d1 è d2 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

| d r
1 − d r

2 | ≤ r (d1 | d2) r−1 | d1 − d2 | , 0 < r ≤ 1, (10)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êëàññè÷åñêîãî äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

r t r−1
1 (t1 − t2) < t r1 − t r2 < r t r−1

2 (t1 − t2), 0 < r < 1, (11)

ïðèâåäåííîãî â [73, ñ. 39] çà ññûëêîé (2.15.2). Ïîÿñíèì, ÷òî ïîä ïðîèç-
âîëüíûì âûáîðîì d1 |d2 â ïðàâîé ÷àñòè (10) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñëåäóþùåå
ðàññóæäåíèå: ïóñòü d2 > d1, òîãäà

0 < d r
2 − d r

1 = d r
2

[
1 r −

(
d1
d2

) r]
≤ r d r

1

(
1− d1

d2

)
≤ r d r−1

2 (d2 − d1),

ãäå âîñïîëüçîâàëèñü (11) äëÿ îöåíêè âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ,
à çàòåì âîçðàñòàíèåì ôóíêöèè t r, r > 0. Çàìåòèì, ÷òî â [46, 49] àíàëî-
ãè÷íûé âûðàæåíèþ (11) ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ïðèìåíåíèåì ê ôóíêöèè
t r òåîðåìû î ñðåäíåì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå. Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

| d r(a, y)− d r(a, σ) |
d r(a, σ)

≤ r
d(y, σ)

d(a, σ)
. (12)

Íàïîìíèì òàêæå èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Ñ.Ë. Ñîáîëåâà [74, ñ. 251]:∣∣∣∣ 1

d γ
1

− 1

d γ
2

∣∣∣∣ ≤ cγ
| d1 − d2 | (d1 + d2)

γ−1

(d1 d2) γ
, γ > 0, (13)
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ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ cγ çàâèñèò òîëüêî îò γ. Ïðèìåíèì (13)
ê îöåíêå âòîðîãî ìîäóëÿ â ïðàâîé ÷àñòè ìàæîðàíòû | J |:∣∣∣ d−λ(x, σ)− d−λ(y, σ)

∣∣∣ ≤ cλ k h

dλ(x, σ) d(y, σ)

[
1 +

d(x, σ)

d(y, σ)

]λ−1

.

ßñíî, ÷òî ïðè ν < 1 − Reα, òî åñòü λ < 1, ïîñëåäíÿÿ ñêîáêà ìàæîðè-
ðóåòñÿ åäèíèöåé. Ïîêàæåì, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà è â ïðîòèâîïîëîæíîì
ñëó÷àå.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êîíñòðóêöèþ ìíîæåñòâà èíòåãðèðîâàíèÿ (Ωs),

à òàêæå èçíà÷àëüíîå óñëîâèå (A), êîíñòàòèðóåì èñòèííîñòü äâîéíîãî
íåðàâåíñòâà

d(x, y) < k h ≤ d(x, σ), σ ∈ Ω3 ∩ Ω4,

à çíà÷èò, è íèæíåé îöåíêè

d(y, σ) ≥ d(x, σ)− d(x, y) > (k − 1)h, σ ∈ Ω3 ∩ Ω4.

Êàê ñëåäñòâèå ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé èìååì

d(x, σ)

d(y, σ)
≤ d(x, y) + d(y, σ)

d(y, σ)
< 1 +

k h

d(y, σ)
< 1 +

k

k − 1
, k > 1.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå σ ∈ Ω3 ∩ Ω4 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣ d−λ(x, σ)− d−λ(y, σ)
∣∣∣ ≤ cλ h

dλ(x, σ) d(y, σ)
, (14)

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ cλ çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ α, ν, à òàêæå çíà÷åíèÿ
k > 1.
Îáúåäèíèâ òåïåðü îöåíêè (12) è (14), èìååì:

| J | ≤ C2 h

2∑
s=1

∫
Hs

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) d ν+Reα(x, σ)

dσ = C2 h (J1 + J2), C2 = r c0 cλ,

ãäå èíòåãðàëû J1 è J2 èìåþò òî æå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, íî âçÿ-
òû, ñîîòâåòñòâåííî, ïî ìíîæåñòâàì H1 è H2, îïðåäåëåííûì âûðàæåíèåì
(Hs).

Îöåíêà J1. Íà H1 âûïîëíÿåòñÿ d(a, σ) ≤ d(x, σ), òàê ÷òî èìååì, ïðè-
ìåíèâ Ëåììó 3:

J1 ≤
∫

Ω\B(a,kh)

M(fw, a, d(a, σ))

d [(a, σ)] ν+Reα+1
dσ ≤ c0 c1

l∫
h

M(fw, a, t)

tReα+2
d t.

Îöåíêà J2. Íà H2 âîñïîëüçóåìñÿ (6), (7) è Ëåììîé 3:

J2 ≤ 6

∫
Ω\B(x,kh)

M (fw, x, d(x, σ))

d ν+Reα+1(x, σ)
dσ ≤ C1

l∫
h

M (fw, x, d(x, σ))

dReα+2(x, σ)
dσ.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî

h

tReα+2
≤ h r t 1−r

tReα+2
=

h r

t r+Reα+1
, h ≤ t, r ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî èç ïðåäñòàâëåíèÿ
(3):

| J | ≤ C1C2 h
r


l∫

h

M(fw, x, t)

t r+Reα+1
d t+

l∫
h

M(fw, a, t)

t r+Reα+1
d t

 . (R4)

Çàâåðøàþùèå âûâîäû. Îáúåäèíèâ ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè (R1)
� (R4), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû. Èíòåðåñíî îòìå-
òèòü, ÷òî êîíñòàíòà c, ñ êîòîðîé îíî ñïðàâåäëèâî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîèçâåäåíèå C1 è C2, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû â êîí-
òåêñòå êîíêðåòíîé çàäà÷è. □

Òåîðåìû î äåéñòâèè

Äîêàçàííûå äàëåå òåîðåìû óòâåðæäàþò óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè èí-
òåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ D α (èç Îïðåäåëåíèÿ 1) è (Dα

Ω), â ïðîñòðàíñòâàõ
îáîáùåííîé ïåðåìåííîé, à òàêæå ëîêàëüíîé îáîáùåííîé ã¼ëüäåðîâîñòè
ñî ñòåïåííûì âåñîì (wa). Îíè ñóùåñòâåííî îïèðàþòñÿ íà ðåçóëüòàò, ïî-
ëó÷åííûé â [48], è ñôîðìóëèðîâàíû â êîíòåêñòå ïðèìåíÿåìûõ â ýòîé
ðàáîòå ïîíÿòèé: âîññòàíîâèì ïîñëåäíèé.

Ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííîé ïåðåìåííîé ã¼ëüäåðîâîñòè. Ïóñòü Ω
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (Ω). Âîñòðåáîâàíî

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ω ∈ Wl(Ω), ãäå ω : Ω× (0, l] → [0, ∞),

åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) ∀x ∈ Ω: ω(x, h) � íåïðåðûâíàÿ, ïî÷òè âîçðàñòàþùàÿ ïî h ∈
(0, l], è

lim
h→+0

ω(x, h) = 0;

(2) inf
x∈Ω

ω(x, h) > 0 ïðè h > 0.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ω(x, h) êàê ôóíêöèîíàëüíûé ïàðà-
ìåòð, êîòîðûé íàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêîé îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà
Ã¼ëüäåðà.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì H ω(·) (Ω) îáîáùåí-
íîé ïåðåìåííîé ã¼ëüåäðîâîñòè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

∀(x, h) ∈ Ω× (0, l] : M(f, x, h) ≤ c ω(x, h), ω ∈ Wl(Ω), 0 < c < ∞,
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ãäå M îçíà÷àåò ìîäóëü ñóáìåòðèè ωΩ, åñëè, äëÿ äàííûõ f è Ω, îí ïî-
ëóàääèòèâåí ïî h ∈ (0, l], èëè åãî ìèíèìàëüíóþ ìàæîðàíòó èç êëàññà
ëîêàëüíûõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 3.

Ïðîñòðàíñòâî H ω(·) (Ω) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥f∥H ω(·)(Ω) = ∥f∥C(Ω) + sup
x∈Ω,
h∈(0,l]

M(f, x, h)

ω(x, h)
,

ãäå ÷åðåç C(Ω) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà Ω ôóíêöèé.
Âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî C(Ω, w) îïðåäåëèì îáû÷íûì îáðàçîì, íî äëÿ

ðàáîòû ñ âåñîì (wa) ïðèâåäåì

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü Ω0 ⊂ Ω. Ôóíêöèþ f ∈ C(Ω, w) îòíåñåì ê

H
ω(·)
0 (Ω, w), åñëè

w f ∈ H ω(·) (Ω) è ∀x ∈ Ω0 : (w f)(x) = 0.

Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà D α ïðè îòîáðà-

æåíèè ôóíêöèè èç H
ω(·)
0 (Ω, wa), ñ÷èòàÿ Ω0 = {a}.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Ñïåöèôèêàöèåé êëàññàWl ÿâëÿåòñÿ êëàññ Áàðè�
Ñòå÷êèíà, êîòîðûé èìååò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 8. Ôóíêöèÿ ω ∈ Wl(Ω) ïðèíàäëåæèò êëàññó Áàðè�Ñòå÷êèíà
Φ δ

β, 0 ≤ δ < β, åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

h∫
0

(
h

t

) δ ω(x, t)

t
d t ≤ c ω(x, h),

l∫
h

(
h

t

)β ω(x, t)

t
d t ≤ c ω(x, h), (15)

ãäå x ∈ Ω, 0 < h ≤ l, ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò íè îò x, íè îò h.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ã¼ëüäåðîâñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà

ω ∈ ΦReα
1+Reα, 0 < Reα < 1, (16)

à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè òèïà Äèíè:

c1 ω (y, d(x, y)) ≤ ω (x, d(x, y)) ≤ c2 ω (y, d(x, y)) ,

x, y ∈ Ω, 0 < c1, c2 < ∞.
(17)

Òîãäà îïåðàòîð D α îãðàíè÷åí èç H ω(·)(Ω) â H ω−α(·)(Ω) ñ õàðàêòåðè-
ñòèêîé

ω−α(x, h) := h−Reα ω(x, h), 0 < h ≤ l < ∞. (ωα)

Òåîðåìà 2 äîêàçûâàëàñü â ðàáîòå [49]. Íîâûé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò

Òåîðåìà 3. Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà ω(x, h) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(16) è (17), à òàêæå, äëÿ âñÿêîãî h > 0, óñëîâèþ

sup
x∈Ω

ω(a, h)

ω(x, h)
≤ cω, 0 < cω < ∞. (18)
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Òîãäà îïåðàòîð D α îãðàíè÷åí èç H ω(·) (Ω, wa) â H ω−α(·) (Ω, wa) ñ õàðàê-
òåðèñòèêîé (ωα) è ñòåïåííûì âåñîì (wa).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû âûïîëíåíî:

∀x ∈ Ω : M(wa f, x, h) ≤ C ω(x, h), h ∈ (0, l], 0 < l ≤ diam (Ω) ,
(19)

ãäå â êà÷åñòâå M âûñòóïàåò ωΩ èëè åãî ìèíèìàëüíàÿ ìàæîðàíòà èç
êëàññà ëîêàëüíûõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè.
Âîñïîëüçóåìñÿ àääèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì (2). Îãðàíè÷åííîñòü ïåð-

âîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé åãî ÷àñòè óòâåðæäàåòñÿ Òåîðåìîé 2. Îãðàíè-

÷åííîñòü æå îïåðàòîðà Dα
Ω íà ôóíêöèè H

ω(·)
0 (Ω, wa) ñëåäóåò èç îöåíêè

òèïà Çèãìóíäà, óêàçàííîé â Òåîðåìå 1.
Äåéñòâèòåëüíî, íà îñíîâàíèè (19) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

|Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) |
h−Reα ω(x, h)

≤ c

ω(x, h)

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

(
h

t

)Reα ω(z, t)

t
d t+

+
∑

z∈{a,x}

l∫
h

(
h

t

) r+Reα ω(z, t)

t
d t

 , 0 < c < ∞,

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ:

• ñëàãàåìûå ñ z = a ïîëó÷àþò ìàæîðàíòó íóæíîãî âèäà íåìåä-
ëåííî ââèäó óñëîâèÿ (18) äîêàçûâàåìîé òåîðåìû, êîòîðîå âëå÷åò
îöåíêó

c

ω(x, h)
≤ c

ω(a, h)
sup
x∈Ω

ω(a, h)

ω(x, h)
≤ c cω

ω(a, h)
, h > 0;

• ñëàãàåìûå, ãäå z = x, îöåíèâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èñõîäÿ èç
îïðåäåëåíèÿ êëàññà Áàðè�Ñòå÷êèíà;

• äëÿ îöåíêè ñëàãàåìûõ, ó êîòîðûõ z = y, ó÷òåì òðåáîâàíèå (17),
êîòîðîå ñâîäèò ýòîò ñëó÷àé ê ïðåäûäóùåìó.

□

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè ïðè âñÿêîì h > 0 ôóíêöèÿ ω(x, h) äîñòèãàåò ìè-
íèìóìà â òî÷êå x = a, òî óñëîâèå (18) ìîæåò áûòü î÷åâèäíûì îáðàçîì
ïåðåôîðìóëèðîâàíî ñ êîíñòàíòîé cω = 1.

Ëîêàëüíîå îáîáùåííîå ïðîñòðàíñòâî Ã¼ëüäåðà. Ïðåäëîæèì îäíî
îáîáùåíèå ëîêàëüíîé íåïðåðûâíîñòè ïî Ã¼ëüäåðó â òåðìèíàõ ââåäåííî-
ãî âûøå ìîäóëÿ (MΩ). Êàê è ðàíåå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî X ñ ìåðîé, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (B), (∆1), (∆2).

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü Ω ⊂ X óäîâëåòâîðÿåò (Ω). Áóäåì ïîíèìàòü

ïîä ëîêàëüíûì îáîáùåííûì ïðîñòðàíñòâîì Ã¼ëüäåðà Hω(·)(Ω) ëèíåéíîå
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ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

MΩ(f, x, h) ≤ c ω(x, h), x ∈ Ω, h ∈ (0, l], 0 < c < ∞,

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ

ω ∈ Wl(Ω), 0 < l ≤ diam (Ω) .

Àíàëîãè÷íî Îïðåäåëåíèþ 7 ñîñòàâèì îïðåäåëåíèå Hω(·)
0 (Ω, w). Â ñèëó

(M.2) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

∀x ∈ Ω : ωΩ(f, x, h) ≤ 2MΩ(f, x, h), h ∈ (0, l], 0 < l < ∞,

÷òî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü î òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì âêëþ÷åíèè H-
ïðîñ-
òðàíñòâ â H-ïðîñòðàíñòâà õîòÿ áû â òîì ñëó÷àå, êîãäà ωΩ ïðèíàäëåæèò
êëàññó ëîêàëüíûõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè; îáðàòíîå æå íå ãàðàíòèðî-
âàíî.
Èç Òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà Dα

Ω
ïðè îòîáðàæåíèè ôóíêöèè èç H0(Ω, w):

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 3. Îïåðàòîð Dα
Ω îãðà-

íè÷åí èç Hω(·)
0 (Ω, wa) â Hωα(·)

0 (Ω, wa), ãäå èìåþò ìåñòî îïðåäåëåíèÿ
(ωα), (wa).

Ðàññóæäåíèÿ â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 4 ïîâòîðÿþò òàêîâûå äëÿ
Òåîðåìû 3, íå ïðåäñòàâëÿÿ ñóùåñòâåííîé íîâèçíû. Îòíîñèòåëüíî îïåðà-
òîðà D α èç Îïðåäåëåíèÿ 1 ñôîðìóëèðóåì, èìåÿ â âèäó ìåòîäèêó ïîëó-
÷åíèÿ îöåíîê òèïà Çèãìóíäà â áåçâåñîâîì ñëó÷àå,

Ïðåäëîæåíèå 1. Â ïðåäïîñûëêàõ Òåîðåìû 3 ãèïåðñèíãóëÿðíûé èíòå-

ãðàë D α îãðàíè÷åí èç Hω(·)
0 (Ω, wa) â Hωα(·)

0 (Ω, wa).
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