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Ïðåäñòàâëåíî Í.Ñ. Àðêàøîâûì

Abstract: Necessary and su�cient conditions are studied for a
covariance matrix of �nite size to be interpreted as a covariance
matrix of a �nite segment of an in�nite stationary sequence of
random variables.

Keywords: stationary sequence, m-dependent random variables,
covariance matrix.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü ξ1, ξ2, ... � ñòàöèîíàðíàÿ â øèðîêîì ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìè.
Íàïîìíèì, ÷òî ñòàöèîíàðíîñòü â øèðîêîì ñìûñëå (â äàëüíåéøåì � ñòà-
öèîíàðíîñòü) îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè
r(k) := Eξlξl+k îò l äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k ≥ 0. Íàøà öåëü � ïî-
ëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà íàáîð r(k), k = 0, 1, . . . ,m
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ïðè ëþáîì m ≥ 1, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè m-îðòîãîíàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðîé äàí-
íûé íàáîð ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòàìè êîððåëÿöèè ïåðâûõ m ÷ëåíîâ
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî m-îðòîãîíàëüíîñòü îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì r(k) = 0 ïðè âñåõ k > m (ñì. [1]). Ïîíÿòíî, äëÿ ãàóñ-
ñîâñêèõ ñòàöèîíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïðåäåëåíèå m-îðòîãîíàëü-
íîñòè ðàâíîñèëüíî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ m-çàâèñèìîñòè.
Ñêàæåì, ïðè m = 1 ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Ïóñòü íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ó íàñ
çàäàíà ïàðà öåíòðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 è ξ2 ñ åäèíè÷íûìè
âòîðûìè ìîìåíòàìè è íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè. Ñïðàøè-
âàåòñÿ, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óêàçàííûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿ-
öèè ìîæíî äîñòðîèòü ðàññìàòðèâàåìóþ ïàðó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äî 1-
îðòîãîíàëüíîé ñòàöèîíàðíîé (áåñêîíå÷íîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè? Ýòà çà-
äà÷à äîïóñêàåò è ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïóñòü â íåêî-
òîðîì áåñêîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ïàðà íåîðòî-
ãîíàëüíûõ âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû ñ íåêîòîðûì �óãëîì� (èëè ôèêñè-
ðîâàííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì) ìåæäó íèìè. Ñïðàøèâàåòñÿ, ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ íà ýòîò óãîë äàííóþ ïàðó ìîæíî äîñòðîèòü äî áåñêîíå÷-
íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ: âíîâü ïîñòðîåííûé âåêòîð ñ íîìåðîì j ≥ 3 áóäåò îðòîãîíàëåí
êàæäîìó èç âåêòîðîâ ñ íîìåðàìè îò 1 äî j − 2, à ñ âåêòîðîì, èìåþ-
ùèì íîìåð j − 1, îí áóäåò ñîñòàâëÿòü òîò æå óãîë, ÷òî è â èñõîäíîé
ïàðå. Ïîíÿòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ èñ-
õîäíûõ âåêòîðîâ ïî ìîäóëþ íå äîëæíî áûòü áëèçêèì ê 1. Íàïðèìåð,
äëÿ ñèñòåìû èç òðåõ âåêòîðîâ â R3 ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ýëåìåíòàðíî:
ñ íåîáõîäèìîñòüþ óãîë ìåæäó èñõîäíûìè âåêòîðàìè äîëæåí áûòü íå
ìåíüøå π/4, ò. å. ñîîòâåòñòâóþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ìîäóëþ
äîëæíî áûòü íå áîëüøå 1/

√
2. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ðàññìàòðèâàåìûõ

âåêòîðîâ ñ óêàçàííûì âûøå ñâîéñòâîì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîò-
âåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè îòìå÷åííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà óìåíüøàåòñÿ è
�ãåîìåòðè÷åñêîå� ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ ìåíåå òðèâèàëüíûì.
Íèæåñëåäóþùèå äâå òåîðåìû äàþò íàì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ íà ýëåìåíòû êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ðàçìåðà m×m äëÿ òîãî,
÷òîáû åå ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü êàê êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó
ïåðâûõ m ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîé ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ξ1, ξ2, ... � ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m-

îðòîãîíàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è åäèíè÷íûìè
äèñïåðñèÿìè. Òîãäà ñ íåîáõîäèìîñòüþ

|
m∑
k=1

kr(k)| ≤ m/2 +
m−1∑
k=1

kr(m− k), (1)

ãäå ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (1) ïðè m = 1 ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ
ðàâíîé íóëþ.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü

M := ∥r(|i− j|)∥m×m

� êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × m, ãäå r(0) = 1. Äëÿ òîãî,
÷òîáû M áûëà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ïåðâûõ m êîîðäèíàò áåñêî-
íå÷íîé ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû áûëà ðàçðåøèìà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

x21 + . . .+ x2m+1 = 1,

x1x2 + x2x3 + . . .+ xmxm+1 = r(1),

x1x3 + x2x4 + . . .+ xm−1xm+1 = r(2),

. . . ,

x1xm+1 = r(m).

(2)

Ïðèìåð 1. Ïóñòü m = 1. Òîãäà èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ
|r(1)| ≤ 1/2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè r(1) èç óêàçàííî-
ãî äèàïàçîíà ñèñòåìà (2) áóäåò ðàçðåøèìîé. Â ñàìîì äåëå, ïðè m = 1
ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) èìååò âèä{

x21 + x22 = 1,

x1x2 = r(1).

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî:

x1 = (1/2 +
√
1/4− r2(1))1/2, x2 = (1/2−

√
1/4− r2(1))1/2.

Ñòàëî áûòü, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè r(1) ∈ [−1/2, 1/2] ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ óêàçàííîé
êîððåëÿöèåé åå ýëåìåíòîâ.
Ïðèìåð 2. Ïóñòü m = 2. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó 1 r(1) r(2)

r(1) 1 r(1)
r(2) r(1) 1

 . (3)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà ìàòðèöà áûëà êîâàðèàöèîííîé, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Èíûìè ñëîâà-
ìè, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ |r(k)| ≤ 1 íàì äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
äåòåðìèíàíò ýòîé ìàòðèöû áûë íåîòðèöàòåëüíûì, ïîñêîëüêó äâà äðó-
ãèõ óãëîâûõ ìèíîðà, î÷åâèäíî, íåîòðèöàòåëüíû. Ýòî ïðèâîäèò ê òðå-
áîâàíèþ, ÷òîáû 1 + r(2) − 2r2(1) ≥ 0. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàâåäîìî
áóäåò âûïîëíåíî, åñëè 0 ≤ r(1) ≤ r(2). Ýòî ñîîòíîøåíèå äàëåå ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (1) ïðèíèìàåò âèä
0 ≤ r(2) ≤ 1/2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) äëÿ m = 2 çàïèñûâàåòñÿ êàê

x21 + x22 + x23 = 1,

x2(x1 + x3) = r(1),

x1x3 = r(2).

(4)
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Íàïðèìåð, åñëè r(1) = 0 è r(2) = 1/2, òî ñèñòåìà (4), î÷åâèäíî, ðàçðå-
øèìà: x2 = 0, x1 = x3 = 1/

√
2. Åñëè æå 0 < r(1) ≤ 1/2 è r(2) = 1/2,

òî ðåøåíèÿ íåò. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ýëåìåíòàðíîãî ôàêòà, ÷òî óðàâ-
íåíèå x1x3 = 1/2 ïðè óñëîâèè x21 + x23 ≤ 1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x1 = x3 = 1/
√
2. Îòñþäà è èç (4) ïîëó÷àåì, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâåíñòâî

x2 = 0, ÷òî íåñîâìåñòèìî c ïðåäïîëîæåíèåì r(1) > 0. Òàê ÷òî â ïåð-
âîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó (4) êàê êîâàðèàöèîííóþ
ìàòðèöó òðåõ ïîäðÿä ñòîÿùèõ ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîé ñòàöèîíàðíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, à âî âòîðîì ñëó÷àå, ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû íå ìîæåì äàòü
ïîäîáíóþ ãàðàíòèþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìîæíî òîëüêî îïðåäåëåííî óòâåð-
æäàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãàóññîâñêîé 3-çàâèñèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ó êîòîðîé r(0) = 1, r(1) > 0 è r(2) = 1/2, õîòÿ ìàòðèöà (1) â âûøå-
ïðèâåäåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàöèîííîé äëÿ òðåõìåðíîãî
ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèììåòðè÷íóþ òðåõäèàãîíàëü-

íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà m×m äëÿ ëþáîãî m ≥ 2:

Am =


1 r 0 . . . 0
r 1 r 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
0 . . . 0 r 1

 .

Èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî m ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû Am ïðåäñòàâèìû
â âèäå

λj = 1− 2|r| cos πj

m+ 1
, j = 1, ...,m.

Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû Am áûëà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé 1-îðòîãî-
íàëüíîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû Am áûëà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîé. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû λj ≥ 0 ïðè âñåõ j = 1, . . . ,m.
Îòñþäà äëÿ âåëè÷èíû r ïîëó÷àåì òî÷íóþ îöåíêó

|r| ≤ 1

2 cos(π/(m+ 1))
≡ α(m).

Íàïðèìåð, α(2) = 1, α(3) = 1/
√
2 = 0.7071..., α(4) =

√
5−1
2 = 0.6180...,

α(5) = 1/
√
3 = 0.5773.... ßñíî, ÷òî ïðè óñëîâèè |r| ≤ 1/2 ìàòðèöà Am

áóäåò êîâàðèàöèîííîé ïðè ëþáîì m (ñì. ïðèìåð 1).

2. Äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé m = 1. Äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èìååì, âî-ïåðâûõ,

E

(
n∑

i=1

ξ2i−1

n∑
i=1

ξ2i

)
= (2n− 1)Eξ1ξ2 = (2n− 1)r(1),
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è, âî-âòîðûõ, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, öåíòðèðîâàííî-
ñòè è îðòîãîíàëüíîñòè ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξi} �÷åðåç îäíîãî�
ìû èìååì ∣∣∣∣∣E

(
n∑

i=1

ξ2i−1

n∑
i=1

ξ2i

)∣∣∣∣∣ ≤ n.

Èç ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò îöåíêà

|r(1)| ≤ 1

2− 1/n
.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè n ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (1) ïðè m = 1:

|r(1)| ≤ 1

2
. (5)

Ïóñòü òåïåðü m > 1. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü öåíòðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ηk :=
km∑

j=(k−1)m+1

ξj , k = 1, 2, ...,

êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé 1-îðòîãîíàëüíîé. Ïîýòîìó â
ñèëó (5) ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñèëåíèå íåðàâåí-
ñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî:

|Eη1η2| ≤
1

2
Eη21.

Îñòàåòñÿ òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî

Eη1η2 =

m∑
k=1

kr(k), Eη21 = m+ 2

m−1∑
k=1

kr(m− k).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηi} íå-

çàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûìè
ñðåäíèìè è åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìè. Òåïåðü ââåäåì ñòàöèîíàðíóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüm-çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (òàê íàçûâàåìûõ ñêîëü-
çÿùèõ ñðåäíèõ)

ξi := x1ηi + x2ηi+1 . . .+ xm+1ηi+m, (6)

ãäå x1, . . . , xm+1 � ñâîáîäíûå íåñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå. Íàì îñòàåòñÿ
òîëüêî êîíêðåòèçèðîâàòü óñëîâèÿ Eξ2i = 1 è Eξiξi+k = r(k). Â ðåçóëüòàòå
ìû ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (2). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå òåîðåìà 2 îïèñûâàåò íåîáõîäèìûå è äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñêîëüçÿùèõ
ñðåäíèõ âèäà (6) (íå îáÿçàòåëüíî ãàóññîâñêèõ) ñ çàäàííîé (2m + 1)-
äèàãîíàëüíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ñòàöèî-
íàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m-çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ (6), ãäå {ηi}
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� íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì.
Àâòîð áëàãîäàðèò ðåöåíçåíòà çà ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé.
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