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Abstract: The paper proposes a nonlinear mathematical model of
intersectoral balance considering economic constraints. The model
generalizes the traditional linear Leontief input-output model and
is formalized as an optimal resource allocation problem with neo-
classical production functions and constraints on sectoral produc-
tion capacities. We formulate and investigate the problem of �nding
competitive equilibrium in the space of goods and prices. The
constraint on production capacities leads to additional costs in the
network associated with production shortages. We apply Young
duality approach and Fenchel duality theory for a dual problem
construction to describe the formation of equilibrium prices in the
model accounting for additional costs. Possible operating modes
of an open production network with limited production capacities
are analyzed.
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1 Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííûå öåëè ïðèîðèòåòíîãî ðàçâèòèÿ ðîññèéñêîãî îáðàáàòûâà-
þùåãî êîìïëåêñà â óñëîâèÿõ íåîäíîðîäíîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòåìû
ïîäíèìàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ðèñêàìè âûõîäà íà ýêîíîìè÷åñêèå
îãðàíè÷åíèÿ ïðè óñëîâèÿõ ðåñòðóêòóðèçàöèè ýêîíîìèêè. Òàêèå ðèñêè
ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ îãðàíè÷åííîñòüþ ìîùíîñòåé ýêîíîìèêè, äåôèöè-
òîì òðóäîâûõ ðåñóðñîâ è ýôôåêòèâíîñòüþ ïðîöåññîâ èìïîðòîçàìåùåíèÿ
â óñëîâèÿõ âíåøíèõ øîêîâ. Ñîäåðæàòåëüíûé àíàëèç ýòèõ ïðîáëåì è âà-
ðèàíòîâ èõ ðåøåíèÿ äîëæåí ïðîâîäèòüñÿ â õîäå ôîðìèðîâàíèÿ ñðåäíå-
ñðî÷íûõ ïðîãðàìì ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ.
Åñòåñòâåííûì èíñòðóìåíòîì äëÿ âûÿâëåíèÿ è àíàëèçà òàêèõ ðèñêîâ â

ñðåäíåñðî÷íîì ïåðèîäå ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè, îñíîâàííûå íà àíàëèçå èíòåðåñîâ è ëîãèêè ïîâåäåíèÿ îñíîâ-
íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ è ó÷èòûâàþùèå ñëîæèâøèåñÿ îñîáåííîñòè
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ìîäåëè,
ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ àíàëèçà ñðåäíåñðî÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ðèñêîâ â
óñëîâèÿõ ðåñòðóêòóðèçàöèè è âíåøíèõ øîêîâ íåîäíîðîäíîé ïðîèçâîä-
ñòâåííîé ñèñòåìû, äîëæíû ó÷èòûâàòü îòðàñëåâóþ ñòðóêòóðó ýêîíîìèêè
è ïîçâîëÿòü ñòðîèòü ñðåäíåñðî÷íûå îöåíêè ðèñêîâ ðàçáàëàíñèðîâàííî-
ñòè ýêîíîìèêè â çàäàííûõ ñöåíàðèÿõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ.
Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî

áàëàíñà äëÿ àíàëèçà è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñðåäíåñðî÷íûõ ðèñêîâ ñ ó÷å-
òîì îãðàíè÷åíèé íà ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè îòðàñëåé, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ àíàëèçèðîâàòü èíôëÿöèþ èçäåðæåê. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæå-
íèåì íàøèõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è
ðàçâèòèÿ íîâûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ðèñêîâ â ýêîíîìèêå â óñëîâèÿõ ñòðóê-
òóðíûõ èçìåíåíèé, îñíîâàííûõ íà íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ ìåæîòðàñëåâî-
ãî áàëàíñà ñ ó÷åòîì çàìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ [1],[2],[3].
Íåëèíåéíûå ìîäåëè ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì òðà-
äèöèîííîãî ïîäõîäà ê àíàëèçó ìåæîòðàñëåâûõ ñâÿçåé, îñíîâàííîãî íà
ëèíåéíîé ìîäåëè ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà Â.Ëåîíòüåâà [4],[5]. Ëèíåéíàÿ
ìîäåëü Ëåîíòüåâà óæå áîëåå 70 ëåò ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì èíñòðóìåí-
òîì ìåæîòðàñëåâîãî àíàëèçà [6], [7], îäíàêî áàçîâîå ïðåäïîëîæåíèå î
ïîñòîÿíñòâå íîðì çàòðàò íà âûïóñê åäèíèöû ïðîäóêöèè äåëàåò åå ïëîõî
ïðèìåíèìîé â óñëîâèÿõ çàìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ. Êðè-
òèêà ìîäåëè, äàæå â àêòèâíûé ïåðèîä åå èñïîëüçîâàíèÿ â ïðèêëàäíûõ
èññëåäîâàíèÿõ, áûëà ñâÿçàíà ñ æåñòêîñòüþ ãèïîòåçû î ïîñòîÿíñòâå ìàò-
ðèöû êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò (ìàòðèöû Ëåîíòüåâà). Ïîïûòêè
ââåäåíèÿ íåëèíåéíîñòè íàïðÿìóþ â êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû Ëåîíòüåâà
[8] íå ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïðèëîæåíèÿõ, òàê êàê íå äàâàëè ñî-
äåðæàòåëüíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ çàìåùåíèÿ, à ââîäèìûå çàâèñèìîñòè
áûëè äîñòàòî÷íî èñêóññòâåííû è ïëîõî èíòåðïðåòèðóåìû.
Ñîäåðæàòåëüíûé ó÷åò çàìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ ïðèâî-

äèò ê íåëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì â ìîäåëÿõ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà è
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òðåáóåò ðàçâèòèÿ íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ ïîñòàíîâêè çà-
äà÷ è èõ èññëåäîâàíèÿ. Íàø ïîäõîä îñíîâàí íà îïèñàíèè êîíêóðåíòíîãî
ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ñåòè ïîñòàâîê è öåí, êîòîðîå îïðåäåëÿ-
åòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ ñ íåîêëàññè÷åñêèìè ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíûìè ïðîèçâîäñòâåííû-
ìè ôóíêöèÿìè è äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ñïåöèàëüíîãî âèäà, îñíîâàííûõ íà
ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå äâîéñòâåííîñòè ïî ßíãó. Ðåçóëüòàòû èññëåäî-
âàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòàõ [1],[2], ïîçâî-
ëèëè ðàçðàáîòàòü ïðèêëàäíûå ìîäåëè äëÿ ñöåíàðíîãî àíàëèçà ìàêðî-
ýêîíîìè÷åñêèõ øîêîâ â ðåàëüíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ñåòÿõ (ñì., íàïðè-
ìåð [9]). Â ðàáîòå [3] ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ïîäõîäà äâîéñòâåííîñòè ïî
ßíãó â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ îïèñàíèÿ
ïðîèçâîäñòâåííûõ ñåòåé. Ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå
ýôôåêòèâíîé ïðîèçâîäñòâåííîé íèøè ýêîíîìè÷åñêîãî êëàñòåðà â ñåòè
ïîñòàâîê.
Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäèôèêàöèþ íåëèíåéíîé ìîäå-

ëè ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà ñ ó÷åòîì ýêîíîìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé. Ó÷åò
îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè îòðàñëåé â çàäà÷å îïòè-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ïðèâîäèò ê íîâîé ïîñòàíîâêå äâîé-
ñòâåííûõ çàäà÷, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ôîðìèðîâàíèå ðàâíîâåñíûõ öåí â
ïðîèçâîäñòâåííîé ñåòè. Ïðåèìóùåñòâîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëü-
íîå îïèñàíèå äîïîëíèòåëüíûõ èçäåðæåê, ñâÿçàííûõ ñ äåôèöèòîì ïðî-
äóêöèè â ñåòè.
Óñëîæíåíèå çàäà÷è, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè [1],[2], ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî îãðàíè÷åíèå íà ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè ôàêòè÷åñêè íàðóøàåò
ïîëîæèòåëüíóþ îäíîðîäíîñòü ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé â ìîäåëè, ÷òî
ïðèâîäèò ê íåäîñòàòî÷íîñòè ðàçðàáîòàííîãî íàìè ðàíåå àïïàðàòà äâîé-
ñòâåííîé ïî ßíãó çàäà÷è äëÿ àíàëèçà ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òåîðèè äâîéñòâåííîñòè Ôåíõåëÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ ßíãà â
äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíî íîâîå äâîéñòâåííîå îïèñàíèå ê çàäà÷å ðàñïðå-
äåëåíèÿ ðåñóðñîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìîùíîñòè ïðîèçâîäñòâà. Â ðàáîòå
èññëåäîâàí ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ èçäåðæåê â óñëîâèÿõ äåôèöèòà òî-
âàðîâ â ïðîèçâîäñòâåííîé ñåòè èõ âëèÿíèå íà ýêîíîìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.
Ñðåäè íàèáîëåå áëèçêèõ ê íàøåé òåìàòèêå èññëåäîâàíèé ñëåäóåò âû-

äåëèòü ðàáîòû, íàïðàâëåííûå íà ðàçâèòèå ìåòîäîâ àíàëèçà ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ øîêîâ â ïðîèçâîäñòâåííûõ ñåòÿõ è èõ àãðåãèðîâàííîãî âîçäåé-
ñòâèÿ íà ýêîíîìèêó [10], [11],[12]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ìåæîòðàñëåâûå âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ìîäåëèðóþòñÿ íà îñíîâå íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé. Â òåð-
ìèíàõ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ìîäåëè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè â çàêðû-
òîé (áåç âíåøíèõ ñâÿçåé) ñåòè ñ ïðîèçâîäñòâåííûìè ôóíêöèÿìè Êîááà-
Äóãëàñà èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà øîêîâûõ âîçäåéñòâèé
îò òîïîëîãèè ñåòè è ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ñâÿçü ìàêðîïîñëåäñòâèé øî-
êîâ ñ íàëè÷èåì äîìèíàíòíûõ ñåêòîðîâ. Îäíàêî ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòàõ
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííî ïðèìåíèìûì äëÿ áî-
ëåå îáùåãî êëàññà ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé [13],[14] è íåäîñòàòî÷íî
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ðàçâèò äëÿ àíàëèçà ñðåäíåñðî÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ðèñêîâ â óñëîâèÿõ
ðåñòðóêòóðèçàöèè ðåàëüíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ñåòåé.
Ðàçâèâàåìûé â íàøèõ ðàáîòàõ ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå öåëîñò-

íûì, òàê êàê ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé èìå-
þò åñòåñòâåííóþ ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ è ïîçâîëÿþò ïðåäëî-
æèòü íîâûå ìåòîäû ñðåäíåñðî÷íîãî àíàëèçà ðèñêîâ â ðåàëüíûõ ïðîèç-
âîäñòâåííûõ ñåòÿõ.
Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â

ïðîèçâîäñòâåííîé ñåòè ñ îãðàíè÷åííûìè ìîùíîñòÿìè.
Â ðàçäåëå 3 íà îñíîâå ïîäõîäà äâîéñòâåííîñòè ïî ßíãó è Ôåíõåëþ

ïîñòðîåíà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ ôîðìèðîâàíèå öåí â ïðî-
èçâîäñòâåííîé ñåòè ñ ó÷åòîì èçäåðæåê, âîçíèêàþùèõ ïðè âûõîäå ïðî-
èçâîäñòâà íà îãðàíè÷åíèå ïî ìîùíîñòÿì.
Â ðàçäåëå 4 èññëåäîâàíà çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè îòêðûòîé ýêî-

íîìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ çàäàííûìè öåíàìè ïåðâè÷íûõ ðåñóðñîâ.
Â çàêëþ÷åíèè, íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè, ïðîàíàëè-

çèðîâàíû âîçìîæíûå ðåæèìû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îòêðûòîé ýêîíîìèêè
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åí-
íîñòè ñóììàðíûõ ðàñõîäîâ êîíå÷íîãî ïîòðåáèòåëÿ.

2 Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ñ
ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííîé ñåòè, ýêîíîìè÷åñêè-
ìè àãåíòàìè â êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäèòåëè ïðîäóêöèè è êîíå÷íûå
ïîòðåáèòåëè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíå÷íûé ñïðîñ â ýêîíîìèêå ïðåäñòàâ-
ëåí â àãðåãèðîâàííîì âèäå, ò.å. êîíå÷íûõ ïîòðåáèòåëåé ìû ðàññìàòðèâà-
åì êàê îäíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî àãåíòà â ñèñòåìå. Ïðîèçâîäèòåëè èñïîëü-
çóþò ïðè ïðîèçâîäñòâå ïðîäóêöèþ, âûïóùåííóþ îòðàñëÿìè âíóòðè ñå-
òè, à òàêæå ïåðâè÷íûå ïðîèçâîäñòâåííûå ôàêòîðû, íàïðèìåð, òðóäîâûå
ðåñóðñû. Â êà÷åñòâå ïåðâè÷íîãî ôàêòîðà â ñåòè ìû òàêæå ðàññìàòðèâà-
åì èìïîðòíûå ïðîäóêòû, èñïîëüçóåìûå îòðàñëÿìè äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî
ïîòðåáëåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ îòêðûòîé ýêîíîìèêè öåíû
íà ïåðâè÷íûå ôàêòîðû ôîðìèðóþòñÿ íà âíåøíèõ ðûíêàõ è ÿâëÿþò-
ñÿ çàäàííûìè â ðàìêàõ ñöåíàðíûõ óñëîâèé ìîäåëè. Îïèøåì ïîâåäåíèå
ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ, âûäåëåííûõ â ñåòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðóêòóðà ïðîèçâîäñòâåííîé ñåòè çàäàíàm ÷èñòû-

ìè îòðàñëÿìè, n ïåðâè÷íûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè ôàêòîðàìè è îäíèì
àãðåãèðîâàííûì êîíå÷íûì ïîòðåáèòåëåì ïðîäóêöèè ÷èñòûõ îòðàñëåé.
Îáîçíà÷èì
Xj =

(
Xj

1 , . . . , X
j
m

)
- âåêòîð ïðîìåæóòî÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ îòðàñëüþ

j = 1, ...,m ïðîäóêöèè îòðàñëåé 1, ...,m,
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lj =
(
lj1, . . . , l

j
n

)
- âåêòîð çàòðàò ïåðâè÷íûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ

1, ..., n îòðàñëè j = 1, ...,m.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêöèè êàæäîé îòðàñëüþ

j = 1, ...,m çàäàåòñÿ íåîêëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé
Fj

(
Xj , lj

)
∈ Φm+n, ãäå Φm+n - êëàññ âîãíóòûõ, íå ðàâíûõ òîæäåñòâåííî

íóëþ, ìîíîòîííî íåóáûâàþùèõ, íåïðåðûâíûõ è ïîëîæèòåëüíî îäíîðîä-
íûõ ïîðÿäêà 1 íà Rm+n

+ ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Fj (0, 0) = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ îòðàñëü èñïîëüçóåò äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðî-
äóêöèè, ïîìèìî ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîäóêòîâ, õîòÿ áû îäèí ïåðâè÷íûé
ðåñóðñ (íàïðèìåð, òðóä).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ñïðîñ íà ïðîäóêöèþ îò-

ðàñëè j, êîòîðûé ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåí ïðè ïîëíîé çàãðóçêå ïðîèç-
âîäñòâà, îãðàíè÷åí âåëè÷èíîé Mj > 0. Îáîçíà÷èì M = (M1, ...,Mm).
Îáîçíà÷èì l = (l1, ..., ln) > 0 âåêòîð ñóììàðíûõ çàòðàò ïåðâè÷íûõ

ðåñóðñîâ 1, ..., n â ïðîèçâîäñòâåííîé ñåòè, à ÷åðåç X0 =
(
X0

1 , . . . , X
0
m

)
-

âåêòîð ïîñòàâîê ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè êîíå÷íûì ïîòðåáèòåëÿì.
Çàìåòèì, ÷òî âñå óêàçàííûå âûøå ïîòîêè ìû èçìåðÿåì â ïîñòîÿííûõ

öåíàõ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî áàçîâîãî ãîäà.
Çàäàííûå òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà è îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëÿþò òåõíî-

ëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî A(l,M) äîïóñòèìûõ êîíå÷íûõ ïîñòàâîê X0 ≥ 0,
äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ âåêòîðà X1 ≥ 0, . . . , Xm ≥ 0, l1 ≥ 0, . . . , lm ≥ 0
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

Fj

(
Xj , lj

)
≥

m∑
i=0

Xi
j , j = 1, . . . ,m (1)

Mj ≥
m∑
i=0

Xi
j , j = 1, . . . ,m (2)

m∑
j=1

lj ≤ l (3)

X0 ≥ 0, X1 ≥ 0, . . . , Xm ≥ 0, l1 ≥ 0, . . . , lm ≥ 0. (4)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé Fj è êîíå÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà
ìîùíîñòè Mj , òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî A(l,M), çàäàííîå íåëèíåé-
íûìè íåðàâåíñòâàìè (1)-(4), ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì â Rm

+ äëÿ
ëþáîãî l > 0.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåäåíèå àãðåãèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ïîòðåáèòåëÿ

ïðîäóêòîâ ñåòè ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, ò.å. îïèñûâàåòñÿ íåîêëàññè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè F0(X

0), àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîð êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ ïðîäóêòîâ îòðàñëåé X0 =

(
X0

1 , ..., X
0
m

)
≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé, ìîíîòîííî
íåóáûâàþùåé, íåïðåðûâíîé è ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîé ïîðÿäêà 1, à
òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì F0 (0) = 0, ò.å. F0(X

0) ∈ Φm.
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Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîèñêà êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ â ïðîèçâîäñòâåí-
íîé ñåòè: âû÷èñëèòü ðàâíîâåñíûå öåíû è ïðîìåæóòî÷íîå ïîòðåáëåíèå
ïðîäóêòîâ è ïåðâè÷íûõ ðåñóðñîâ, äîñòóïíûõ â ñåòè, îáåñïå÷èâàþùèõ
ðàâåíñòâî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ íà ðûíêå òîâàðîâ, ïðè óñëîâèè, ÷òî
êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü, à ïîòðåáèòåëü ìàêñè-
ìèçèðóåò ñâîþ ïîëåçíîñòü â äåíåæíîì âûðàæåíèè p0F0(X

0), ãäå p0 > 0
- ìàñøòàáèðóþùèé êîýôôèöèåíò, ïåðåâîäÿùèé ðàçìåðíîñòü ïîëåçíîñòè
â äåíåæíîå âûðàæåíèå.
Ñ ó÷åòîì (1)-(4) çàäà÷à ïîèñêà êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ñâîäèòñÿ ê

ñëåäóþùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ

p0F0

(
X0
)
→ max (5)

Fj

(
Xj , lj

)
≥

m∑
i=0

Xi
j , j = 1, . . . ,m (6)

Mj ≥
m∑
i=0

Xi
j , j = 1, . . . ,m (7)

m∑
j=1

ljk ≤ lk, k = 1, ..., n, (8)

X0 ≥ 0, X1 ≥ 0, . . . , Xm ≥ 0, l1 ≥ 0, . . . , lm ≥ 0. (9)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé, ò.å.
ñóùåñòâóåò íàáîð âåêòîðîâ X1 ≥ 0, . . . , Xm ≥ 0, l1 ≥ 0, . . . , lm ≥ 0
òàêîé, ÷òî Fj

(
Xj , lj

)
>
∑m

i=1X
i
j , j = 1, ...,m.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
{
X̂0, X̂1, ..., X̂m, l̂1, ..., l̂m

}
, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ (6)-(9), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5)-(9) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà p̃ = (p̃1, ..., p̃m) ≥ 0, v =
(v1, ..., vm) ≥ 0 è s = (s1, ..., sn) ≥ 0 òàêèå, ÷òî(

X̂j , l̂j
)
∈ Argmax{p̃jFj

(
Xj , lj

)
− (p̃+ v)Xj − slj |Xj ≥ 0, lj ≥ 0}, (10)

j = 1, . . . ,m,

p̃j

(
Fj

(
X̂j , l̂j

)
− X̂0

j −
m∑
i=1

X̂i
j

)
= 0, j = 1, . . . ,m, (11)

vj

(
Mj − X̂0

j −
m∑
i=1

X̂i
j

)
= 0, j = 1, . . . ,m, (12)

sk

lk −
m∑
j=1

l̂jk

 = 0, k = 1, ..., n, (13)

X̂0 ∈ Argmax{p0F0(X
0)− (p̃+ v)X0 |X0 ≥ 0}. (14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðîäóêòèâíîñòè ïðîèçâîä-
ñòâåííîé ñåòè çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (5)-(9) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Ñëåéòåðà 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç p̃ = (p̃1, ..., p̃m) ≥ 0, v = (v1, ..., vm) ≥ 0,

s = (s1, ..., sn) ≥ 0 ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà ê îãðàíè÷åíèÿì (6), (7), (8)
ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (5)-(9)

L
(
X0, X1, ..., Xm, l1, ..., lm, p̃1, ..., p̃m, v1, ..., vm, s1, ..., sn

)
=

sl + vM +
(
p0F0(X

0)− (p̃+ v)X0
)
+

m∑
j=1

(
p̃jFj

(
Xj , lj

)
− (p̃+ v)Xj − slj

)
.

Óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 1 î÷åâèäíî ñëåäóåò èç òåîðåìû Êàðóøà-Êóíà-
Òàêêåðà [15]. □

Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà ê îãðàíè÷åíèÿì (6), (8) èìåþò åñòåñòâåííóþ
ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ

• p̃ = (p̃1, . . . , p̃m) ≥ 0 - öåíû, ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòåëè ïðîäàþò
ïðîèçâåäåííóþ ïðîäóêöèþ;

• s = (s1, . . . , sn) ≥ 0 - öåíû íà ïåðâè÷íûå ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà;
• p̃+v - öåíû, ïî êîòîðûì ïîêóïàåòñÿ ïðîäóêöèÿ îòðàñëåé, ãäå êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà v = (v1, ..., vm) ≥ 0 ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ
êàê íàöåíêè íà òîâàðû, âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå èõ äåôèöèòà,
ñâÿçàííîãî ñ îãðàíè÷åíèåì íà ìîùíîñòü ïðîèçâîäñòâà (7).

Â ðàìêàõ äàííîé èíòåðïðåòàöèè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà âûïîëíåíèå ñî-
îòíîøåíèÿ (10) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñïðîñ íà ïðîìåæóòî÷íûå è ïåðâè÷íûå
ðåñóðñû â ñåòè, à òàêæå ïðåäëîæåíèå ïðîäóêöèè ïðîèçâîäèòåëè ôîðìè-
ðóþò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ïðèáûëü ïðè öåíàõ
ïðîäàæè ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè p̃, ïîêóïêè ïðîìåæóòî÷íûõ ðåñóð-
ñîâ p̃+ v è öåíàõ íà ïåðâè÷íûå ðåñóðñû s. Ñîîòíîøåíèå (14) îïèñûâàåò
ñïðîñ àãðåãèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ïîòðåáèòåëÿ ñ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè
F0(X

0) ïðè öåíàõ p̃ + v íà ïðîäóêòû è çàäàííîì ìàñøòàáå öåí â ýêî-
íîìèêå p0. Òàêèì îáðàçîì, íåõâàòêà ìîùíîñòåé äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òå-
êóùåãî ñïðîñà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ðàçíèöû â öåíå ïîòðåáëåíèÿ
è ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè îòðàñëè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîé ñèòó-
àöèè â ïðîèçâîäñòâåííîé ñåòè ìåæäó ïðîèçâîäèòåëåì è ïîòðåáèòåëåì
ïðîäóêöèè âîçíèêàþò àãåíòû-ïîñðåäíèêè, êîòîðûå çàêóïàþò äåôèöèò-
íûé ïðîäóêò ó ïðîèçâîäèòåëÿ ïî öåíàì p̃ è ïðîäàþò åãî ïîòðåáèòåëÿì ñ
íàöåíêîé2 v.

1Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàëó, ìîæåò áûòü
âûáðàí ðàâíûì 1.

2Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïðèáûëü, ôîðìèðóþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ó ïî-
ñðåäíèêîâ, ôîðìàëüíî äîëæíà ó÷èòûâàòüñÿ â ïîëíîì áàëàíñå ïðîèçâîäñòâà è ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðîäóêöèè è óñëóã â ñåòè, íî íå âõîäèò â àðãóìåíòû ïðîèçâîäñòâåííîé
ôóíêöèè îòðàñëè, òàê êàê íå ó÷àñòâóåò â ôîðìèðîâàíèè îñíîâíîãî êàïèòàëà, èñïîëü-
çóåìîãî â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà è íå óâåëè÷èâàåò ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ.



ÌÎÄÅËÜ ÌÅÆÎÒÐÀÑËÅÂÎÃÎ ÁÀËÀÍÑÀ 661

Òàêèì îáðàçîì, íàáîð ïîòîêîâ ïðîäóêòîâ X̂0, X̂1, ..., X̂m, l̂1, ..., l̂m è
íàáîð öåí p̃ = (p̃1, ..., p̃m) , v = (v1, ..., vm) , s = (s1, ..., sn), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì Òåîðåìû 1, îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå êîíêóðåíòíîãî ýêîíî-
ìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ïðîèçâîäñòâåííîé ñåòè.
Çàìåòèì, êîìïîíåíòû âåêòîðîâ p̃, v, s äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðàñ-

÷åòàõ êàê èíäåêñû ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó áàçîâîìó ãîäó, òàê êàê
âñå ñîîòíîøåíèÿ Òåîðåìû 1 îñòàþòñÿ âåðíûìè ïðè îáùåì ìàñøòàáèðî-
âàíèè öåí.

3 Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ öåí ïîñòðîèì äâîéñòâåííîå îïèñàíèå ê
çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ (5)-(9).
Ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå ßíãà ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè Fj(X

j , lj),
êîòîðîå íàçîâåì ôóíêöèåé ñåáåñòîèìîñòè ïðîèçâîäñòâà îòðàñëè j (ïî-
äðîáíåå, ñì.[2])

qj (p, s) = inf

{
pXj + slj

Fj (Xj , lj)

∣∣Xj ≥ 0, lj ≥ 0, Fj

(
Xj , lj

)
> 0

}
∈ Φm+n (15)

è ïðåîáðàçîâàíèå ßíãà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè F0(X
0), êîòîðîå áóäåì èí-

òåðïðåòèðîâàòü êàê èíäåêñ ïîòðåáèòåëüñêèõ öåí

q0 (q) = inf

{
qX0

F0 (X0)

∣∣X0 ≥ 0, F0

(
X0
)
> 0

}
∈ Φm. (16)

Ïðåîáðàçîâàíèå ßíãà ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé [1], ò.å.

F0

(
X0
)
= inf

{
qX0

q0 (q)

∣∣ q ≥ 0, q0 (q) > 0

}
,

Fj

(
Xj , lj

)
= inf

{
pXj + slj

qj (p, s)

∣∣ p ≥ 0, s ≥ 0, qj (p, s) > 0

}
.

Îáîçíà÷èì FA (l,M) - îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å
(5)-(9) â çàâèñèìîñòè îò âåêòîðîâ îòðàñëåâûõ îãðàíè÷åíèé íà äîñòóï-
íûé îáúåì ïåðâè÷íûõ ðåñóðñîâ l è ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé M .
Ôóíêöèÿ FA (l,M) ∈ Φm+n è ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê àãðåãè-
ðîâàííàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ [2]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Àãðåãèðîâàííàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è

FA (l,M) = min
p̂≥0,s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj(p̂, s))+ + sl | q0 (p̂) ≥ p0

. (17)



662 Í.Ê. ÎÁÐÎÑÎÂÀ, À.À. ØÀÍÀÍÈÍ

Ìèíèìóì â çàäà÷å (17) äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðàõ p̂ = (p̂1, . . . , p̂m) ≥ 0,
s = (s1, . . . , sn) ≥ 0, òàêèõ, ÷òî âåðíî

p̂ = p̃+ v, (18)

ãäå âåêòîðà p̃ ≥ 0 , v ≥ 0 ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà ê îãðà-
íè÷åíèÿì (6) è (7), à âåêòîð s ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà
ê îãðàíè÷åíèþ (8) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ l > 0, M ≥ 0 ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ ïî
Ôåíõåëþ çàäà÷ó ê çàäà÷å (5)-(9). Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì èñõîäíóþ çàäà÷ó
â âèäå

inf
{
f(X0) + g(X0)

∣∣X0 ≥ 0
}
,

ãäå

f(X0) = −p0F0(X
0),

à ôóíêöèÿ g(X0) ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðíîé ôóíêöèåé òåõíîëîãè÷åñêîãî
ìíîæåñòâà A(M, l), ò.å.

g(X0) = IA(M,l) =

{
0, åñëè X0 ∈ A(l,M),

+∞, èíà÷å.

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè

f∗ (−p) = sup
X0≥0

{
p0F0(X

0)− pX0
}
=

{
0, åñëè p ≥ 0, q0(p) ≥ p0,

+∞, èíà÷å,

(19)

g∗ (p) = sup
X0≥0

{
pX0 − g(X0)

}
= sup

{
pX0

∣∣X0 ∈ A(M, l)
}
, (20)

ãäå g∗(p) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà A(M, l), êîòî-
ðîå çàäàíî îãðàíè÷åíèÿìè (6)-(9).
Íàéäåì ôóíêöèþ g∗(p). Ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è

(20) è ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå

L
(
p,X0, X1, ..., Xm, l1, ..., lm, p̃, v, s

)
=
(
p,X0

)
+

m∑
j=1

p̃j

(
Fj

(
Xj , lj

)
−

m∑
i=1

Xi
j

)
−
(
p̃, X0

)
+

m∑
j=1

vj

(
Mj −

m∑
i=1

Xi
j

)
−
(
v,X0

)
+

n∑
k=1

sk

lk −
m∑
j=1

ljk

 =

(v,M) + (s, l)+(
p− p̃− v,X0

)
+

m∑
j=1

(
p̃jFj

(
Xj , lj

)
−
(
p̃+ v,Xj

)
−
(
s, lj

))
.
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Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ëèíåéíàÿ ïî X0, ïîýòîìó äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñè-
ìóìà â ñåäëîâîé òî÷êå ïî X0 ≥ 0 íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé

p ≤ p̃+ v,
(
p− p̃− v,X0

)
= 0. (21)

Àíàëîãè÷íî, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè Fj

(
Xj , lj

)
äëÿ ëþáîãî

j = 1, ...,m êîíå÷íûé ìàêñèìóì ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî Xj , lj â ñåäëîâîé
òî÷êå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî íà ìíîæåñòâå Xj ≥ 0, lj ≥ 0 òàêèõ ÷òî

p̃jFj

(
Xj , lj

)
≤
(
p̃+ v,Xj

)
+
(
s, lj

)
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî âåðíî, åñëè Fj

(
Xj , lj

)
= 0. Åñëè

Fj

(
Xj , lj

)
> 0, òî ìàêñèìóì ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî íà ìíîæåñòâå

Xj ≥ 0, lj ≥ 0 òàêèõ ÷òî

p̃j ≤
(
p̃+ v,Xj

)
+
(
s, lj

)
Fj (Xj , lj)

.

Ñëåäîâàòåëüíî

p̃j ≤ qj (p̃+ v, s) ,

ãäå qj (p̃+ v, s) - ñåáåñòîèìîñòü (15) îòðàñëè j ïðè öåíàõ ðåñóðñîâ p̃+v, s,
ò.å.

qj (p̃+ v, s) = inf

{(
p̃+ v,Xj

)
+
(
s, lj

)
Fj (Xj , lj)

∣∣Xj ≥ 0, lj ≥ 0, Fj

(
Xj , lj

)
> 0

}
.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ

p̃j ≤ qj (p̃+ v, s) , (p̃j − qj (p̃+ v, s))Fj

(
Xj , lj

)
= 0 (22)

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ìàêñèìó-
ìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî Xj , lj .
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âûïóñê âñåõ îòðàñëåé ñòðîãî ïîëîæèòå-

ëåí (âñå îòðàñëè ñóùåñòâåííû), ò.å. Fj > 0 äëÿ âñåõ j = 1, ...,m, âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

p̃j = qj (p̃+ v, s) .

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (21),(22) ïî òåîðåìå Êàðóøà-Êóíà-Òàêêåðà ïî-
ëó÷èì, ÷òî íà ðåøåíèè çàäà÷è (20) îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ò.å.

g∗(p) =

inf
v≥0,s≥0

{(v,M) + (s, l) | p̃+ v ≥ p, qj (p̃+ v, s) ≥ p̃j , p̃j ≥ 0} . (23)

Ïî òåîðåìå Ôåíõåëÿ

inf
p
{f∗(−p) + g∗(p)} = − inf

X0
{f(X0) + g(X0)} = FA (l,M) .

Îáúåäèíÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé (19) è (23), ïîëó-
÷èì
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FA (l,M) = inf
v,s

{ (v,M) + (s, l) |

q0 (p) ≥ p0, p̃+ v ≥ p, qj (p̃+ v, s) ≥ p̃j , p ≥ 0, p̃j ≥ 0, v ≥ 0, s ≥ 0 }
(24)

Çàìåòèì, ÷òî èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ f∗ ìíîæåñòâà {p ≥ 0, q0 (p) ≥ p0}
â âûðàæåíèè (24) èñïîëüçóåòñÿ â îãðàíè÷åíèÿõ íà p.
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îáîçíà÷åíèþ (18) p̂ = p̃+ v è çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ

íà v â (24)
vj ≥ p̂j − qj (p̂, s) , v ≥ 0

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

vj ≥ (p̂j − qj (p̂, s))+ .

Òàê êàê çàäà÷à (24) ëèíåéíà ïî v, òî íà ðåøåíèè ýòî îãðàíè÷åíèå âû-
ïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà

vj = (p̂j − qj (p̂, s))+

è çàäà÷ó (24) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

FA (l,M) =

inf
p≥0,p̂≥0,s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, s))+ + (s, l) | q0 (p) ≥ p0, p̂ ≥ p

 .
(25)

Òàê êàê ôóíêöèÿ q0(p) ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ, òî q0 (p̂) ≥ q0 (p) ≥ p0,
åñëè p̂ ≥ p. Âåêòîð p íå âõîäèò ÿâíî â ôóíêöèîíàë çàäà÷è (25), ïîýòîìó
âûáåðåì p = p̂. Òîãäà

FA (l,M) = inf
p̂≥0,s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, s))+ + (s, l) | q0 (p̂) ≥ p0


Ìèíèìóì â ïîñëåäíåé çàäà÷å äîñòèãàåòñÿ â ñèëó ëèíåéíîñòè è ïîëîæè-
òåëüíîé îäíîðîäíîñòè âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå ôóíêöèé è îãðàíè÷åííî-
ñòè ôóíêöèîíàëà íóëåì ñíèçó. Ïîýòîìó

FA (l,M) = min
p̂≥0,s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, s))+ + (s, l) | q0 (p̂) ≥ p0

.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè âåêòîðà p̂, s ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (17) äëÿ
íåêîòîðûõ çíà÷åíèé l,M è âåðíî FA (l,M) > 0, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

q0(p̂) = p0. (26)

Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî q0(p̂) > p0 äëÿ îïòèìàëüíûõ öåí p̂ ≥
0, s ≥ 0. Îáîçíà÷èì α = p0

q0(p̂)
< 1. Òîãäà, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîä-

íîñòè ôóíêöèè q0(p̂) ïî p̂, âåêòîð αp̂ ïî-ïðåæíåìó áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
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óñëîâèþ q0(αp̂) = αq0(p̂) = p0 ≥ p0. Îäíàêî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íà
âåêòîðàõ αp̂, αs áóäåò ìåíüøå çíà÷åíèÿ íà p̂, s âñëåäñòâèå ïîëîæèòåëü-
íîé îäíîðîäíîñòè ôóíêöèè ïîä ìèíèìóìîì.
Â òåðìèíàõ ïîñòðîåííîé ìîäåëè ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê çàìêíóòûå,

òàê è îòêðûòûå ïî ïåðâè÷íûì ðåñóðñàì ýêîíîìè÷åñêèå ñèñòåìû. Äëÿ
çàìêíóòîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ (5)-(9) çàäàíî îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî äîñòóïíûõ ïåðâè÷-
íûõ ðåñóðñîâ l, à öåíû íà íèõ óñòàíàâëèâàþòñÿ èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. Â îòêðûòîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå ïåðâè÷íûå
ðåñóðñû ìîãóò çàêóïàòüñÿ èçâíå ïî çàäàííûì âíåøíèì ðûíêîì öåíàì,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è.

4 Ýêîíîìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå â îòêðûòîé
ïðîèçâîäñòâåííîé ñåòè ñ îãðàíè÷åííûìè ìîùíîñòÿìè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííîé ñåòè êàê îòêðûòîé
ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ çàäàííûìè öåíàìè ŝ > 0 íà ïåðâè÷íûå ðåñóð-
ñû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè
Mj < +∞. Ïîñòàâèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè ýêîíîìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ïî îáúåìó èñïîëüçóåìûõ ïåðâè÷íûõ ðåñóðñîâ l

ΠA(ŝ) = sup
l≥0

{FA (l,M)− ŝl}. (27)

Î÷åâèäíî, ÷òî FA (l,M) ≤ p0F0(M), ïîýòîìó ñóïðåìóì â çàäà÷å (27) äî-
ñòèãàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ŝ > 0 òî, åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî
ïåðâè÷íîãî ðåñóðñà i âåðíî li > p0F0(M)/ŝi, òî çíà÷åíèå ïîä ñóïðåìó-
ìîì îòðèöàòåëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé l, äëÿ êîòîðûõ
ôóíêöèîíàë çàäà÷è íåîòðèöàòåëåí, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
(FA (l,M)− ŝl) íà êîìïàêòå 0 ≤ li ≤ p0F0(M)/si, i = 1, ..., n.

Òåîðåìà 3. Ïðèáûëü ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà
êàê ðåøåíèå çàäà÷è

ΠA(ŝ) = min
p̂≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, ŝ))+ | q0 (p̂) ≥ p0,

. (28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ FA (l,M) èç Òåîðåìû 2 â
(27)

ΠA(ŝ) = max
l≥0

min
p̂≥0, s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, s))+ + sl − ŝl | q0 (p̂) ≥ p0

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèîíàë â äàííîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïî p̂, s è
ëèíåéíûì ïî l, à îãðàíè÷åíèÿ íå ñâÿçàííûå, ïîýòîìó ìîæíî ïåðåñòàâèòü
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ìåñòàìè ìàêñèìóì è ìèíèìóì. Òîãäà

ΠA(ŝ) = min
p̂≥0

min
s≥0

max
l≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, s))+ + sl − ŝl | q0 (p̂) ≥ p0

.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âíóòðåííèé ìèíèìàêñ äîñòèãàëñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå s, l,
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé

(s− ŝ) ≤ 0, (s− ŝ) l = 0.

Òîãäà

ΠA(ŝ) = min
p̂≥0,s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, s))+ | q0 (p̂)) ≥ p0, s ≤ ŝ

. (29)

Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ j ôóíêöèÿ qj (p̂, s) íå óáûâàåò ïî s, òî ìèíèìóì â
(29) äîñòèãàåòñÿ ïðè s = ŝ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ΠA(ŝ) = min
p̂≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, ŝ))+ | q0 (p̂)) ≥ p0

.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 2. Èç Òåîðåì 1, 3 è Çàìå÷àíèÿ 1 î÷åâèäíî âûòåêàþò ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• Ïðåäëîæåíèå 1. Êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå â îòêðûòîé ýêîíîìè-
÷åñêîé ñèñòåìå ñ çàäàííûìè öåíàìè ïåðâè÷íûõ ðåñóðñîâ ŝ > 0,
âåêòîðîì ñïðîñà êîíå÷íûõ ïîòðåáèòåëåé ñ êîìïîíåíòàìè p̂jX

0
j >

0 è ìîùíîñòÿìè îòðàñëåé M = (M1, ...,Mm) > 0 îïðåäåëÿåòñÿ
èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (10) ñ ðàâíîâåñíûìè öåíàìè p̂ = p̃ + v, ãäå p̂
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (28), vj = (p̂j − qj (p̂, ŝ))+. Êðîìå òî-
ãî, íà ðåøåíèè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè
(11), (12), (13).

• Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ïîòîêè ïðîäóêòîâ X̂0, X̂1, ..., X̂m, l̂1, ..., l̂m

è öåíû p̂ = (p̂1, ..., p̂m) , v = (v1, ..., vm) , ŝ = (ŝ1, ..., ŝn) ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîâåñíûìè, òî

ΠA(ŝ) = q0(p̂)F0(X
0)− ŝ

m∑
j=1

l̂j .

Åñëè ïðè ýòîì F0(X
0) > 0, òî q0(p̂) = p0.

5 Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðèì îòêðûòóþ ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ çàäàííûìè öåíàìè
ïåðâè÷íûõ ðåñóðñîâ ŝ. Ïóñòü ñóììàðíûé ñïðîñ êîíå÷íûõ ïîòðåáèòåëåé
îãðàíè÷åí çàäàííîé âåëè÷èíîé èõ ñóììàðíûõ äåíåæíûõ ðàñõîäîâ. Ðå-
çóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå ìîäåëè ìåæîòðàñëåâîãî
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áàëàíñà ñ íåîêëàññè÷åñêèìè ïðîèçâîäñòâåííûìè ôóíêöèÿìè è îãðàíè-
÷åíèÿìè íà ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè ïîçâîëÿþò îïèñàòü ðàçëè÷íûå
ðåæèìû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â òî÷êå ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâ-
íîâåñèÿ ñåòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð öåí p̂ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (28), ò.å.

ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíûì öåíàì. Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàí-
òû.
1) Åñëè ΠA(ŝ) > 0, òî îãðàíè÷åíèå ïî ìîùíîñòÿì ëèìèòèðóåò âûïóñê

è

q0(p̂) = p0.

Â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ áû äëÿ îäíîé îòðàñëè j

vj = p̂j − qj (p̂, ŝ) > 0.

Òîãäà, â ñèëó óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (11) è (12), ïîëó÷èì

Fj

(
X̂j , l̂j

)
= Mj ,

ò.å. ïðîèçâîäñòâî ôóíêöèîíèðóåò íà ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè è vj > 0.
2) Åñëè ΠA(ŝ) = 0 è q0(p̂) = p0, òî ìîùíîñòè íå ëèìèòèðóþò ïðî-

èçâîäñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäñòâî è ñïðîñ íà ïåðâè÷íûå ðåñóðñû
ëèìèòèðóþòñÿ äåíåæíûìè ðàñõîäàìè êîíå÷íûõ ïîòðåáèòåëåé, òàê êàê
â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2

ŝl = p0F0(X
0).

3) Åñëè ΠA(ŝ) = 0 è q0(p̂) > p0, òî F0(X
0) = 0, òàê êàê ïîòðåáèòåëè íå

ìîãóò êóïèòü òîâàðû ïî ñëèøêîì âûñîêèì äëÿ íèõ öåíàì p̂. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî âûñîêèå âíåøíèå öåíû ŝ íà ïåðâè÷íûå ðåñóðñû îïðåäåëÿþò,
èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ðåíòàáåëüíîñòè, íàñòîëüêî âûñîêèé óðîâåíü öåí ïðî-
èçâîäèòåëåé p̂, ÷òî ïðîäóêòû îêàçûâàþòñÿ íåäîñòóïíûìè äëÿ êîíå÷íûõ
ïîòðåáèòåëåé, ò.å. ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ ýêîíîìè÷åñêè íåïðîäóêòèâíîé.
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